QCD und asymptotische Freiheit

Einleitung

In den sechziger Jahren und noch zu Anfang der Siebziger, gab es viele experimentelie
Befunde, die sich im Rahmen der damaligen theoretischen Modelle nicht erkldren lieBen.
Eines der woh! prominentesten Beispiele ist das Bjorken-Skalenverhalten, an das an dieser
Stelle noch einmal kurz erinnert sei:

Abb.1: Tiefinelastische ¢ p'-Strevung

Es gilt dann fir den Wirkungsquerschnitt:
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Das von Bjorken postulierte Skalenverhalten besagt nun, dass wenn der Impulsiibertrag nur
hinreichend groB wird (groBer als ein Ge?), so dndert sich die Abhéngigkeit der Funktion F'

F(Qg,x) > F(x)

Dieses Verhalten wurde am SLAC experimentell bestitigt.

Ein theoretisches Modell dieses Phinomen zu beschreiben ist das Partonmodell, dessen
Teilchen spiter mit den Quarks identifiziert wurden. Damit dieses jedoch eine Erklirung
liefert ist es notig, dass diese sich auf kurze Distanzen wie freie Teilchen verhalten, ein
Phiinomen, dass als asymptotische Freiheit bekannt ist.

Das Problem war es nun eine Theorie zu finden, welche asymptotisch frei ist.



1. Grundlagen der Quantenchromodynamik

Bei der Quantenchromodynamik handelt es sich um die Theorie der starken Wechselwir-
kung, d.h. es werden die Wechselwirkungen von Quarks und Gluonen beschrieben.

Quarks treten dabei bekanntlich in drei Farben (rot, blau und griin) auf, Entsprechendes gilt
auch fiir Antiquarks (antirot, antiblay und antigriin). Die Kriifte, die zwischen den Quarks
wirken, werden vermittelt durch die Gluonen, welche im Gegensatz zu den Photonen, den
Ubertragern der elektromagnetischen Kraft, auch untereinander wechselwirken, was die
Theorie wesentlich komplizierter macht.

Die grundlegende Symmetrie ist die SU(3)¢-Farbsymmetrie, eine Eichtransformation dann
gegeben durch: '

g(x) —> €554 g(x)

G#(x) —> e 840" Go () — 97 £ (x)

wobei I =
Clo =i
Die ¢4 sind die Gruppenparameter, wihrend die 7! die Generatoren der SU(3) darstellen, die

gewohnlich durch die Gell-Mann Matrizen 4' ausgedriickt werden, Bei diesen handelt es
sich um spurlose, hermitesche 3 x 3-Matrizen:
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1971 wurde von t"Hooft bewiesen, dass lediglich eichinvariante Theorien renormierbar sein

konnen. Renomierbarkeit ist jedoch von zentraler Bedentung, weshalb dies natiirlich auch
eine Anforderung an die Lagrangedichte der QCD ist. Diese hat dann die folgende Form
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wobei 4, B, C= 1, ..., 8 Gluonenindizes und a, b = 1, 2, 3 Farbindizes sind, die Summation

iiber die einzelnen Quarks wurde hierbei unterdriickt. SchlieBlich sind noch die Gruppenstruk-
turkonstanten /% mit den Generatoren T verkniipft iber

[T, 7" 1= i T¢

* Mit den oben aufgefiihrten Matrizen lassen sich die 8 - 8 - 8 = 512 Strukturkonstanten f45¢
bestimmen, wobei sich herausstellt, dass der groBta Teil dieser null ist. Man beachte zunichst,

dass sich direkt aus d der I)eﬁmtmn er%lbt, dass f45¢ antisymmetrisch unter Vertauschung der
Parameter ist, d.h. f%C
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Es lasst sich dann zeigen, dass mit den zugehorigen Permutationen lediglich neun Struktur-
konstanten ungleich nulil sind:

f¥23 xi fi4? - f2o¢6 - f25".-' - f34.’i xfﬁm mfés? m-:;— fﬁs - ft??ﬁ xé«\/g

Zurick zur Lagrangedichte, setzt man die nebenstehenden Ausdriicke explizit ein, so ergibt
sich nach einigen Umformungen die folgende Struktur, an denen man alie Vertizes, die im
Rahmen dieser Theorie beschrichen werden, ablesen kann:

Docp = gq + G +g,t-q21“(}+gsf~(}3 +g.;2f2 -G*

g K

Abb. 2: Vertizes der Quantenchromodynamik

D.h. ein wesentlicher Unterschied im Vergleich zur QED findet sich darin, dass auch die
Gluonen untereinander wechselwirken, was sich anschaulich dadurch erkldren lisst, dass sie
selbst eine Farbladung besitzen. Um welche es sich dabei handelt kann man sich sehr einfach
iiberlegen, indem man den nachfolgenden Prozess betrachtet:

blau

ot
Abb.3: Quark-Gluon-Vertex, wobei die Zeitrichtung vor unten nach oben weise

Ahnlich wie im Rahmen der QED die elektrische Ladung erhalten bleibt, gilt dies fiir die
Farbladung in der QCD. Demnach muss das Gluon sowohl die , einlaufende™ Farbe rot (weg-)

tragen, als auch die Farbe antiblau. Allgemein tragen Gluonen stets eine Farbe und eine
Antifarbe.

Die Wechselwirkung der Gluonen untereinander scheint zunichst ein ,erstaunliches™ Resultat
zu sein, ist man aus der QED doch eine ganz andere Situation gewohnt, Doch es ist tatséch-
tich so, dass dies direkt aus der Verwendung nicht abelscher Symmetriegruppen folgt, was
man auch ganz leicht einsieht: Man betrachte dazu noch einmal die Definition der Gruppen-
strukturkonstanten:

[T4,T%]=if %T°

offensichtlich verschwinden alle Kommutatoren, falls eine abelsche Gruppen zugrunde liegt,
d.h. insbesondere sind dann alle /°° null, was fir die Lagrangedichte bedeutet:

By G +G + gl qqG+ g f- G+ gl f1 -G > gg+G’ + g 1 GG

und man erhiilt die gewohnten Vertizes der QED.
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Abschlieflend soll noch eine mogliche Interpretation der SU(3)¢ gegeben werden. Diese lisst

sich bekanntlich durch 3 » 3-Matrizen darstellen, weshalb es nahe liegt Farbzustande als drei-
komponentige Vektoren zu schreiben:

i 0 0
r=,0 g= b=|0
0 0 1

Es beschreiben dann die Generatoren der SU(3) die Transformationen der Einheitsvektoren,
Die Gbliche Wahl fiir die Generatoren sind, wie bereits erwithnt, die Gell-Mann-Matrizen A,
die sich aus den Pauli-Matrizen konstruieren lassen. Es sind dabei r, g und b gleichzeitige
Eigenvektoren der Matrizen 2° und 4*, bei denen es sich um Diagonalmatrizen handelt.

Mit diesen Matrizen als Basis liegen die Eigenvektoren wie folgt:
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Abb. 4: Lage der Basisvektoren 7, g, b, wobei dic Komponenten gerade die Eigenwerte von 4° und A% sind. Die
achit Gell-Mann Matrizen bzw. Lincarkombinationen davon transformicren dicse und bilden sie aufeinander ab.

Aus der rechten oberen Abbildung erkennt man, dass sich im Farbraum die Gluonen mit Hilfe
von Matrizen schreiben lassen als:
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2. Asymptotische Freiheit

Ein wesentlicher experimenteller Befund ist die Grofle der Kopplungskonstanten, diese ist
namlich im Falle der QED wesentlich kleiner als jene fiir die QCD. Dies fithrt zu Kompli-
kationen, da Prozesse im Rahmen der QED mit Hilfe von Reihenentwicklungen in der Kopp-
lungskonstante berechnet werden, diese ist hier klein genug, dass hohere Potenzen sehr
schnell vernachlissigt werden konnen. In der QCD ist dies nicht mehr méglich, da spéteren
Termen groBere Bedeutung zukommt, weshalb Reihenentwicklungen i A. keine verwertbaren
Ergebnisse liefern,

Ein gliacklicher Befund ist nun die Tatsache, dass die QCD asymptotisch frei ist. Unter dem
Begriff der asymptotischen Fretheit versteht man das Verhalten, dass sich Quarks auf sehr
kurzen Distanzen (z.B. innerhalb von Hadronen) wie freie Teilchen bewegen, kurze Distanzen
sind dabei gleichbedeutend mit groBen Energien.

Anders ausgedriickt bedeutet dies, dass flir groBe Energien die Kopplungskonstante klein
werden muss, somit werden diese Bereiche zugénglich fiir eine sinnvolle Rethenentwicklung.
Umgekehrt findet sich, dass fiir groe Absténde die gegenseitige Anziehung zwischen Quarks
immer groBer wird, was zunsichst aus einigen einfachen Uberlegungen im Vergleich zur QED
abgeleitet werden soll:

Betrachtet man eine Ladung e, im Raum, so flihrt diese zu einem Effekt, der als Polarisation
des Vakuums bezeichnet wird, d.h. es bilden sich virtuelle e'e’-Paare;

Abb. §: Darstellung der Vakuumspolarisation mit Hilfe eines Feynmandiagramums erster Schlgifenordnung

Das Elektron zieht auf Grund der elektrostatischen Anziehungskraft die virtuellen Positronen
an sich heran, und schirmt sich dadurch ab, so dass man in einer gewissen Entfernung anstelle
der nackten Ladung ¢ eine schwichere effektive Ladung e misst. Dies hat Auswirkungen
auf die Kopplungskonstante, so macht man im Rahmen der QED folgende Feststellung, wenn
man .. flir verschiedene Energien vergleicht:

i
" 137,036

a(m;) me=0511 MV  a(M?)= My =919 GeV

1
129
d.h. mit zunehmender Energie steigt die Kopplungskonstante.

Ein dhnliches Phinomen beobachtet man auch im Falle von Farbladungen, auch hier entste-

hen virtuelle Quark-Antiquark-Paare, als auch Gluonen, die zu einer Farbladungspolarisation
fithren:

% o
%g

L L% aasss
assik ® &l

,@ﬁ%@

Abb.6: Schematische Darsteliung der Farbpolarisation des Vakuums
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Starke Wechselwirkung unterscheidet dabei nicht zwischen Quark oder Antiquark, da aber
das betrachtete Quark auch elektrisch geladen ist, werden virtuelle Antiquarks angezogen. Es
kommen nun die Gluonen ins Spiel, deren Effekt sich, da sie elektrisch neutral sind und
sowchi Farbe als auch Antifarbe tragen, nicht qualitativ ableiten lisst, lediglich die Aus-
wertung von Feynman-Diagrammen bringt Aufschluss. Die Auswertung wird weiter unten
folgen, zuniichst muss man sich jedoch Gberlegen, was eigentlich gezeigt werden soll.

Die Frage, die es letztlich zu kldren gilt ist, ob das oben vorgestelite Modell der starken
Wechselwirkung asymptotisch frei ist, bzw. zunichst einmal wie es Giberhaupt méglich ist
dies zu priifen. Es stelit sich heraus, dass die Renomierungsgruppengleichungen eine sehr
wichtige Rolle spielen, eine prizise Herleitung dieser erfordert jedoch Methoden aus der QFT
und selbst dann noch sehr aufwendig. Sie sollen hier deshalb aus einigen einfachen Uberle-
gungen abgeleitet werden.

Die grundlegende Frage, die sich aus der Abstandsabhingigkeit der Ladung ergibt ist, welche
Ladung man zur Berechnung von Prozessen heranziehen muss, Auf Grund der Polarisation
des Vakuums kann die Ladung niamlich sehr unterschiedlich gegeben sein:

>/uw::) W) g >N\JU\AC)
Abbh.7: Mégliche Feynman-Disgramme

Hierbei werden zwei Arten von Korrekturen unterschieden, zum einen die Selbstenergie-
graphen bzw. Vertexkorrekturgraphen (zB. wie Abb.7 ¢)) und zum anderen die Vaku-
umspolarisationen (7b)).

Fir diese stellt sich jedoch heraus, dass die Schieifenkorrekturen i.A. divergieren, die
Behandlung solcher Divergenzen ist Gegenstand der Renormierbarkeitstheorie. Im Rahmen
dieser werden zwei Modifikationen an den urspriinglichen Gesetzen vorgenommen:

- Die physikalisch messbare Ladung an einer Epergie- (oder Abstands-)skala u
beinhaltet Beitrige der Vakuumspolarisation. Man ersetze deshalb (renormiere) die
nackte Ladung go durch die gemessene Ladung g(27).

- Man fiige counterterms ein.

Auf den zweiten Teil soll hier nicht weiter eingegangen werden, da die genaue Bestimmung
der counterterms wieder Methoden der QFT erfordert, die erste Modifikation wird bereits
weitere Einsichten liefern. Damit nimlich dieses Verfahren physikalisch sinavoll ist, diirfen
sich physikalisch messbare Grofen nicht dndern, insbesondere muss fiir die Amplitude gelten:

MG )= i MG ()

oM oM . eMaF
wobei dM{g*(4° ))wwmwd = 24 d
oy aq”’ - oy’ oq" ou'




Durch Differenzieren erhilt man somit die sog. Renormierungsgruppengleichung:

o dM i
“a [ g ou’ &f)MWO

Unter Beriicksichtigung weiterer Korrekturen wiirde man allgemeiner erhalten:

M ﬁagaﬂzamaMo
*ar a,u 8l o | ot om

, o 2
[ aﬂﬂ(#)ag AL )M 0

wobei lediglich noch g « ¢° verwendet wurde.
Hierdurch sind implizit zwei Renormierungsgruppenkoeffizienten £ und y, definiert
worden, die iblicherweise S-Funktion und anomale Massendimension genannt werden:

0 * om
Buy=p 5 und g, )=-E
Su m Ou

Die Losungen dieser beiden Differentialgleichungen zeigen zwei wesentliche Eigenschaften
renormierter Quantenfeldtheorien, was zum einen eine laufende Kopplung o{Q%) und eine
laufende Masse m(() ist.

Die p-Funktion ist im Weiteren nicht von Interesse und wurde lediglich der Volistindigkeit
wegen angegeben. Eine genaue Herleitung der obigen Gleichungen findet sich zB. in
[QCD831 (—> Callan-Symanzik Equation).

Mit der S-Funktion hat man jetzt ein Werkzeug gefunden, das Verhalten der Kopplungskon-
stanten genauer studieren zu konnen. Es zeigt sich, dass die Nullstellen der S-Funktion von
entscheidender Bedeutung fiir das Verhalten der Kopplungskonstanten im Falle eines sehr
grofien Impulsaustauschs (ultravioletter Grenzfall), als auch fiir sehr geringen Ubertrags
(infraroter Grenzfall) sind. Dies ldsst sich sehr leicht an zwel Beispielen veranschaulichen: -

Ag), Ae),

N

o g Lo g

v
v

Abb, 8: Mgglicher Verlauf der f-Funktion bei gegebenen Nullstelien

Fall 1: Ist Kg) > 0, so wird g groBer mit anwachsendem (>, Dies ist offensichtlich der Fall fiir
g < go, g nahert sich dort dem Wert g, an, wenn Q° ansteigt. Das entgegen gesetzte Verhalten
beobachtet man fiir g > go, hier ist Ag) < 0, und g sinkt mit zunehmendem (. Man
bezeichnet go deswegen auch als stabilen ultravioletten Fixpunkt Man beachte, dass dieser
Punkt nicht stabil im Falle des infraroten Limes ist, was aber gerade fiir den Punkt g = 0 gilt.
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Abbildung 7a) gibt eine Theorie wieder, deren Kopplungskonstante bet geringem Impuls-
transfer verschwindet, und bei grolem einen konstanten Wert annimmt.

Fall 2: Hier haben die Werte g = 0 und g = go umgekehrte Bedeutung, d.h. die Kopplungskon-
stante verschwindet fiir groBe Impulsibertrige, was gerade der asymptotischen Freiheit ent-
spricht. Fir kleine Impulswerte hingegen nimmt g einen konstanten Wert gy an.

Will man also zeigen, dass es asymptotische Freiheit im Rahmen der Quantenchromodynamik
gibt, so ist dass obige Verhalten nachzupriifen, dass also die S-Funktion im entscheidenden
Bereich kleiner sull ist.

Der allgemeine Fall asst sich an dieser Stelle leider nicht durchfiihren, da wieder sehr viele
Mittel der QFT und der Renormierbarkeitstheorie bendtigt werden, es soll jedoch die Quark-
Quark-~Streuung mit 1-Schleifenkorrekturen betrachtet werden.

Man gehe aus, von dem Diagramm oben links, bei welchem man eine effektive Kopplung gr
annehme. Es sind dann folgende Korrekturen mit ein zu beziehen:

Abb.9: Ein-Schicifen-Korrekiuren der Quark-Quark-Streuung



Die gestrichelte Linie, die bet einem der obigen Diagramme auflaucht ist ein sog. Fadeyev-
Popov-Ghost. Bei diesen handelt es sich um zusétzliche, nicht physikalische Teilchen, die
gerade die nicht-physikalischen Zustinde kompensieren.

Berechnung der Amplituden und anschlieBende Summation fithrt zu dem folgenden Ergebnis
(eine vollstindige Rechnung findet sich in [QCD89] auf Seite 200 — 212 (1), also ein wenig
langlich):

A° g (1, 1,1 K
atotal) . 7% 1 e N e B H e I e
M, zzg"’“( 16:1"2(6 ¢ 3N")(a n( m2}+ D

wobei die Konstanten N bzw. Ny fiir die Anzahl der Farben bzw. die Anzahl der Flavours
stehen. Die Grofe ¢ ist eine HilfsgroBe, die eingefithrt werden muss, um eventuelle Diver-
genzen zu umgehen, die bei bestimmten Integralen aufireten kénnen. Man ersetzt deswegen

I d'k I d°k

it D=4
7y - oy mi &

und untersucht spéter gef. den Grenzwert D — 4, ein Verfahren, welches unter dem Begriff
der dimensionalen Regularisierung bekannt ist. Im hier betrachteten Fall eribrigt sich das
Problem aber von alleine, da sich fiir die renormierte Kopplungskonstante, durch Abzug der
Korrektur bzgl. einer renormierten Skala 22 ergibt;

3 2 2
g (11 i 1 k H u
= g — N, —=N, || =] = [~ et I | =L
Ee =8 167:2[6 € 3 F](a [m2 € m’
g (1 1 'S
wgt-=—t — N, ~—Np In| ——
g 167:2(6 SRS b
Verwendet man weiter die Definition der S-Funktion, so liefert dies:
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i 2., 1 i
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was groBer null, falls Nr < 17. Hitte man hohere Ordnungen in Betracht gezogen, lieBen sich
weitere Koeffizienten der f-Funktion bestimmen, fiir die sich folgende Ausdriicke ergeben:

ﬂ] 1 (102“5?"}‘;}?] ﬂz

~ 1 (2857 5033. 325,
T 16 - Ne

= N, +
1627 2 18 7 54

Iteriert man die obigen Korrekturen, so ergibt sich eine geometrische Reihe, fiir deren Ergeb-
" nis gilt:
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woraus sich letztlich die Kopplunskonstante als Funktion des Impulsaustauschs ergibt:

g ax(#z) = 4 . m( sz]
O ) e ™ A

und AZ mﬂzewm,&a,(ﬂ’)

Nimmt man hierbei noch die Korrekturen von f; hinzu, so findet sich:

127 L 153-10n, Inin(%)
G3-2N)In(%)|  G3-2N.) 1(%)

(0=

wobei man sieht, dass fiir Q° — © zum einen a(Q*)/ 2 (Q*) —>1 und zum anderen beide
logarithmisch verschwinden.

Es lisst sich jetzt die eingangs gestellte Frage der Farbvakuumspolarisation beantworten.
Dazu betrachte man den Verlauf der Kopplungskonstanten in Abhéingigkeit von der Energie:

A0H

Abb.10: Encrgieabhéingigkeit der Kopplungskonstanten der QCD und der QED

Es findet sich also, dass der Effekt der Gluonen im Falle der QCD-Vakuumspolarisation der
Wirkung der Quark-Antiquark-Paaren entgegengesetzt ist, und diese domintert. Anders als die
effektive elektrische Ladung wird daher die effektive Farbladung bei Anndherung an das
betrachtete Quark immer kleiner.

Fazit: Es stellt sich letztlich heraus, dass es sich bet QCD um eine asymptotisch freie Theorie
handelt, also die Kopplungskonstante bei grofSen Energie verschwindet. Man sollte sich dabet
vor Augen halten, dass sich dies aus dem gewihlten Ansatz, der Verwendung der SUG)c~
Symmetrie ergibt, woraus sich dann auch die hier betrachteten Teilchen ableiten lassen.
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