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Ubung Nr.15

65. Elektrisches Feld aus Stromen

Die stationaren elektrischen Felder E(F) der Elektrostatik sind verursacht durch statische Punkt-
ladungen mit Ladungsverteilung pe; (7). Sie werden hiernach zeigen, dass es auch méglich ist, ein zeit-
unabhéngiges elektrisches Feld durch eine geeignete Stromverteilung s in Abwesenheit einer Ladungs-
verteilung zu erzeugen.

i. Sei Jo.0(7) eine stationédre Stromdichte und By (7) die entsprechende magnetische Induktion, wobei
pe1.0(7) = 0 und somit Ey(7) = 0. Eine zeitabhiingige Stromverteilung sei durch Jer(t,7) = Jaro(F) /T
beschrieben, mit 7 einer Konstante.

—

a) Zeigen Sie, dass das elektromagnetische Feld bestehend aus B(t,7) = By(7#)t/r und einem zu
bestimmenden stationdren elektrischen Feld E(7) die Maxwell-Gleichungen mit Quellen pe (¢,7) = 0
und Jo1 (¢, 7) erfiillt.

Hinweis: Vergessen Sie nicht, dass Bo(7) und Je1.,0(7) den stationdren Maxwell-Gleichungen geniigen.
b) Wodurch unterscheidet sich das gefundene Feld E(7) von einem elektrostatischen Feld (erzeugt

durch eine statische Ladungsverteilung)?

ii. Zeigen Sie, dass das Feld E(7) die gleiche Struktur hat wie das stationire magnetische Feld Bj ()
erzeugt durch eine zu bestimmende zeitunabhéngige Stromverteilung je; 1 (7), die sich durch By und 7
ausdriicken lésst.

66. Sphiarische Wellen

Fiir eine kugelsymmetrische skalare Funktion f(r) mit r = |7 gilt
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Bestimmen Sie die allgemeine Form der Losung u(t,r) der klassischen Wellengleichung

1 Q%u(t,r

Hinweis: Die letzte angegebene Formel fiir den Laplace-Operator ist hier (wie oft) die giinstigste.
67. Eichtransformationen

Seien pg. und 7. die Ladungs- und Stromdichten, die ein gegebenes elektromagnetisches Feld E , B
erzeugen. In der Vorlesung wurden die sog. retardierten Potentiale
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i. Welche Eichbedingung erfiillen diese Potentiale? Begriinden Sie IThre Antwort.

ii. Sei ®(¢,7) ein anderes Skalarpotential fiir die gleichen Felder E, B. Zeigen Sie, dass die ,Eichfunktion®
x(t,7), die in der Eichtransformation (aus i.) von @, nach ® auftritt, durch

t

(. F) = /_ ([@rec (', 7) — D (¢, 7)] dt (3a)
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gegeben ist. Folgern Sie daraus, dass das zugehorige Vektorpotential formell

A(t,7) = Ape(—00,T) — /_ t [E(t',7) + Vo(t',7)]d (3b)

o

lautet. (Dafiir brauchen Sie E nicht zu bestimmen.)

*68. Ebene elektromagnetische Welle
Eine linear polarisierte ebene Welle ist definitionsgeméf eine Losung der Maxwell-Gleichungen im
Vakuum mit elektromagnetischen Potentialen der Form

(t,7) = Aef(k -7 — wt), A7) =2f(k -7 — wt), (4)

mit A und w bzw. 2 und k zeit- und ortsunabhéngigen reellen Zahlen bzw. Vektoren und f einer skalaren
Funktion.
Zur Erinnerung gelten fiir beliebige f1, fo, ¢ die Identitdten

VIAF )] = [VA®)] ) + LFE)V f2
*-[1@) (7)) = [V1i(7)

x [h(®§F)] = [VAF)] x §F) + [F)V x §(7).
Die Formel fiir das doppelte Kreuzprodukt ist @ x (b 0 =

i. Wie lauten die zugehorigen Felder E(t,7) und B(t,7)?
Hinweis: V f(k -7) = kf'(k - 7) mit f’ der Ableitung von f.

ii. Rechnen Sie nach, dass die Transformation

Ao N=XA4+a2, E2o¥=2+ak
&

mit beliebigem o € R eine Eichtransformation ist.

iii. Geben Sie den Ausdruck der ,inhomogenen* Maxwell—GleichungenE] im Vakuum fiir die Welle in
Abhéngigkeit von der Funktion f bzw. von deren Ableitungen an. Zeigen Sie insbesondere, dass diese
Gleichungen zu den folgenden Beziehungen fiithren

2
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iv. Zeigen Sie anhand der Ergebnisse aus iii., dass die Losungen der Form (4] . ) fiir w? # 22 ‘sogenannte
,reine Eichungen sind, d.h. sie kénnen durch eine Eichtransformation in ®'(¢,7) = 0, A'(t,7) = 0
wegtransformiert werden.

v. Sei nunmehr w? = 2k2.

a) Benutzen Sie ein Ergebnis aus iii., um zu zeigen, dass die Potentiale der Lorenz-Eichbedingung
automatisch geniigen (obwohl die Eichung noch nicht fixiert wurde).

b) Fiir ein Feld, das keine reine Eichung ist, gilt A\* < &2
Zeigen Sie, dass es moglich ist, durch eine Eichtransformation A = 0 anzusetzen. Welcher Eichung
entspricht diese Bedingung? Uberpriifen Sie, dass man die bekannten Eigenschaften von E(t,?) und
B(t,7) fiir eine transversal polarisierte ebene Welle erhilt.

!... die hier homogen sind, weil es keine Quellterme gibt!



