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Ubung Nr.4

Diskussionsthemen:

- Was ist die reduzierte Masse eines Systems aus zwei wechselwirkenden Massenpunkten?
- Wie lautet die Newton’sche Gravitationskraft? Was ist das entsprechende Potential?

- Was sind die Kepler-Gesetze?

*13. Virialsatz
Sei ein System > aus N Teilchen, die nur konservativen Kréften unterliegen. Wie in der Vorlesung
werden die Massen bzw. Bahnkurven der Teilchen mit m, bzw. Z,(t) bezeichnet. Sei T bzw. V die
gesamte kinetische bzw. potentielle Energie von 3. Die Gesamtkraft auf Teilchen a ist somit —V, V.
d27,(t)
e Te®)

N

i. Driicken Sie die Summe Z Mg
a=1

a) durch das Potential V' — genauer, durch dessen Gradienten — und die Bahnkurven Z,(t) aus;

b) durch die kinetische Energie T, die Bahnkurven und die Geschwindigkeiten der Teilchen aus.

dda(t)

Hinweis: Berechnen Sie dafiir zunéchst die Zeitableitung des Produkts T Za(t).

ii. Virialsatz
Der zeitliche Mittelwert einer beliebigen Funktion f(¢) wird definiert als

= tim ~ [

wobei es angenommen wird, dass der Limes des Integrals existiert.

a) Es wird angenommen, dass das Produkt dxgt(t) - Z4(t) nie unendlich wird. Zeigen Sie, dass
N
d dia(t)
— . Z(0)| ) =o0.
(i 2 o)

b) Indem Sie die in Fragen i.a) und i.b) gefundenen Ausdriicke gleich setzen und iiber die Zeit mitteln,
beweisen Sie den Virialsatz N
2(T), = <Z (6av)-fa(t)> . (1)
t

iii. Spezialfille

Jetzt wird angenommen, dass es keine dufsere Krifte auf das System gibt, und dass die inneren
Zweikorperkrifte sich aus Potentialen Vab(l?b— ?a|) = Qup|Tq — 7™ mit n € Z und oy € R ableiten
lassen.

dVab . Vab
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b) Folgern Sie daraus, dass sich der Virialsatz (1)) zu 2 (T"), = n (V), vereinfacht.

c) Wie lautet der Virialsatz fiir Kérper, die tiber das Newton’sche Gravitationspotential wechselwirken?

?b_?a

a) Zeigen Sie zunichst die Identititen V|7 — 7o) =

d) Wie lautet der Virialsatz fiir gekoppelte harmonische Oszillatoren mit V, = %kabl?b— 7_"’@]2.

(Bonusfrage) Kannten Sie schon im Fall N =1 ein #hnliches Ergebnis?
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14. Zentralkraftproblem
Ein Massenpunkt der Masse p bewege sich mit der Energie E und dem Drehimpuls ¢ = |L| im

Zentralpotential V (r) = —a/r? mit a > 0.

i. Berechnen Sie das effektive Potential Vog(r). Skizzieren Sie seinen Verlauf und diskutieren Sie an-
hand Threr Skizze die Bahnkurve des Massenpunkts qualitativ. Es gibt insgesamt drei verschiedene
physikalisch sinnvolle Félle fiir £ und ¢. Welche?

ii. Stellen Sie die Gleichung fiir r(¢) auf und berechnen Sie #(r). Bei geeigneter Wahl des Nullpunkts
von ¢t erhalten Sie

t=—/=1/Er? — — 4.
Unter welchen Umsténden féllt ein Massenpunkt von einem Abstand 7o ins (Kraft)Zentrum? Wenn er
das tut, wie lange braucht er dafiir?

iii. Stellen Sie die Gleichung fiir den Winkel ¢ auf und berechnen Sie ¢(r).

15. Lenz-Vektor

i. Zeigen Sie, dass fiir das Kepler-Problem mit dem Potential V(r) = —a/r der Lenz’sche Vektor
M = ¥ x L — aé, eine Erhaltungsgrofe ist.

ii. Es wird angenommen, dass die Richtung des Drehimpulses L die z-Richtung definiert. In welcher
Ebene liegt M?

iii. Wahlen Sie die Anfangsbedingungen #(0) = r¢&, und ©(0) = v9€,. Verwenden Sie die Erhaltung
von Drehimpuls und Lenz’schem Vektor um die Gleichung

Y2 = A\ = 2)2? —2X(A — Drgz + A%

mit A = prov3 /o fiir die Bahnkurve Z = (z,y, 0) herzuleiten. Fiir welche Werte der Parameter erhalten
Sie Parabel, Kreis, Gerade, Hyperbel und Ellipse?



