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Ubung Nr. 11

*37. Elektromagnetismus im Fourier-Raum

Das Ziel dieser Aufgabe ist, Ihre Kenntnisse iiber Fourier-Transformationen aufzufrischen — und
auch eine niitzliche Formulierung des Elektromagnetismus kennenzulernen.
Sei f(t,7) eine (reell- oder komplexwertige) skalare Funktion von Zeit und Ort. Die zeitlich und rdumlich
transformierte Funktion wird iiber
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Diese Formeln gelten auch fiir eine vektorielle Funktion g(t,7) und ihre Fourier-Transformierte g(w, k).

i. Mathematische Vorbereitungen: skalare Funktionen
Sei zunéchst f(t,7) eine skalare Funktion von Zeit und Ort.

a) Driicken Sie die Fourier-Transformierte der Zeitableitung df(t,7)/dt durch f(w, k) und w aus.
b) Driicken Sie die Fourier-Transformierte des Gradienten V f(¢,7) durch f(w, %) und k aus.

ii. Mathematische Vorbereitungen: vektorielle Funktionen
Sei nun ¢(¢,7) eine vektorielle Funktion von Zeit und Ort.

a) Driicken Sie die Fourier-Transformierte der Zeitableitung 8(t,7)/0t durch §(w, k) und w aus.
)

b) Driicken Sie die Fourier-Transformierten der Divergenz V- §(t,7) und der Rotation V x §(t,7) durch

G(w, k) und k aus.

¢) Driicken Sie die Fourier-Transformierte von der skalaren Funktion A f(t,7) durch f(w, k) und k aus,
wobei A den Laplace-Operator bezeichnet (Af = V2f =V - Vf).

Fiir eine vektorielle Funktion §(t,7) mit Komponenten auf einer Basis ¢'(¢,7) ist der Laplace-Operator
Ag(t,7) von § die vektorielle Funktion mit Komponenten Agt(t, 7).

iii. Maxwell-Gleichungen
Die Maxwell-Gleichungen fiir das elektromagnetische Feld (E(t,7), B(t,7)) in Anwesenheit einer
Ladungsdichte p(t,7) und einer Ladungsstromdichte j{¢,7) lauten

V. E(t,7) = %p(t,?") (3a)
V-B(t,7) =0 (3b)
6xE(t,*)+a%’i’?):6 (3¢)
¥ x Bt - ST e, (3d)

Schreiben Sie die Maxwell- Glelchungen 1m~F0ur1er Raum, d.h. stellen Sie die Gleichungen zwischen den
Fourier-transformierten Feldern E(w, k), B(w, k), p(w, k) und j(w, k) auf.
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iv. Maxwell-Gleichungen im Vakuum
Sei angenommen, dass es keine Ladungen oder Ladungsstrom gibt, d.h. p = 0 und 7= 0. Zeigen Sie,
dass geeignete Kombinationen der Fourier-transformierten Gleichungen zur Gleichung
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k2E(w, k) — —=FE(w,k) =0
c
fithren. (Hinweis: Dabei sollten Sie das doppelte Kreuzprodukt k x [E X E;(cu7 E)] betrachten.)

Welcher Differentialgleichung in der Raumzeit — d.h. in (¢,7)-Variablen — entspricht diese Gleichung?

v. Elektrostatik

In der Elektrostatik kann das statische elektrische Feld als E(7) = —V®(7) mit ®(7) einem elek-
trostatischen Potential geschrieben werden. Demzufolge wird die Maxwell-Gauf-Gleichung zur
Poisson-Gleichung A®(7) = —p(7) /eo.
a) Sei angenommen, dass die einzige relevante Quelle des elektrischen Feldes eine Punktladung ¢ im
Ursprung 7 = 0 ist. Stellen Sie die Gleichung fiir das Fourier-transformierte Potential Ci)(l;,:) auf.

b) (Bonusfrage) Kénnen Sie diese Gleichung 16sen? (Sie kennen die Losung!)



