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Übung Nr. 4

10. Zweidimensionale Potentialströmung. Teekanneneffekt

Betrachten Sie eine inkompressible zweidimensionale Potentialströmung mit der Strömungs-
geschwindigkeit ~v(t, ~r) = ~v(t, x, y). Es seien ϕ(t, x, y) das Geschwindigkeitspotential (~v = −~∇ϕ)
und ψ(t, x, y) die sogenannte

”
Strömungsfunktion“ (vx = −∂yψ, vy = ∂xψ). Eine komplexe Variable

z sei definiert durch z = x+ iy.

i. Zeigen Sie, dass das durch w = φ + iψ definierte komplexe Potential eine analytische Funktion
von z ist, indem Sie die Gültigkeit der Cauchy–Riemannschen partiellen Differentialgleichungen
nachprüfen.

ii. Zeigen Sie, dass die Strömungsfunktion der Laplace-Gleichung genügt, und dass die Kurven
ψ(t, x, y) = const die Stromlinien der Strömung sind.

iii. Zeigen Sie, dass
dw

dz
= −vx + ivy.

iv. Betrachten Sie das komplexe Potential w(z) = Azn mit reellem A und n ≥ 1/2. Zeigen Sie,
dass Sie mit diesem Potential die Strömung an der Ecke Ê zwischen zwei Wänden, die den Winkel
α = π/n einschließen, beschreiben können.

Hinweis: Landau–Lifschitz, Hydrodynamik, § 10.

v. Was können Sie über die Geschwindigkeit in der Näherung der Ecke Ê sagen?

Hinweis: Unterscheiden Sie die Fälle α < π und α > π.

vi. Teekanneneffekt Wenn man eine Flüssigkeit aus einer Kanne
”
vorsichtig“ ausgießen will,

beobachtet man, dass die Flüssigkeit an der Unterseite der Tülle fließt, statt nach unten zu fallen.
Erklären Sie dieses Phänomen mithilfe des oben dargestellten Modells einer Strömung (im Fall
α > π) und der Bernoulli-Gleichung.

Literatur : Jearl Walker, Scientific American, Okt. 1984 oder Spektrum der Wissenschaft, Feb. 1985.

vii. Falls die Strömung eines Flusses mit dem oben eingeführten Potential modelliert wird, welche
qualitative Entwicklung kann für das Ufer vorgesehen werden?

11. Potentialströmung mit einem Wirbel. Magnus-Effekt

Das Ziel dieser Aufgabe ist, ein vereinfachtes quantitatives Modell für den in der Vorlesung
erwähnten Magnus-Effekt zu diskutieren.
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Man kann zeigen (s. Landau–Lifschitz, Hydrodynamik, § 10), dass die Strömungsgeschwindigkeit
eines inkompressiblen idealen Fluids um einen ruhenden Zylinder mit dem Radius R, mit dem
asymptotischen gleichförmigen Verhalten ~v(~r) = ~v0 weit vom Zylinder, gegeben ist durch

vr(r, θ) = v0 cos θ

(
1 −

R2

r2

)
, vθ(r, θ) = −v0 sin θ

(
1 +

R2

r2

)
, (1)

wobei Zylinderkoordinaten (r, θ) benutzt werden (s. Abbildung), mit dem Koordinatenursprung im
Zentrum des Zylinders.

Auf das Geschwindigkeitsfeld (1) wird ein Wirbel mit der Zirkulation Γ, entsprechend einem
Geschwindigkeitsfeld

~v(r, θ) =
Γ

2π

~eθ

r
, (2)

überlagert.

i. Es sei C ≡ Γ/(4πRv0). Bestimmen Sie die Punkte mit verschwindender Geschwindigkeit für die
aus der Überlagerung von (1) und (2) resultierende Strömung.

Hinweis: Unterscheiden Sie die Fälle C < 1 und C > 1.

ii. Wie sehen in jedem Fall die Stromlinien aus? Diskutieren Sie die physikalische Bedeutung des
Resultats.

iii. Drücken Sie die Kraft pro Längeneinheit d~F/dz, der der Zylinder in der Strömung (1)+(2)
unterliegt, in Abhängigkeit von Γ, v0 und der Massendichte ρ des Fluids aus.

12. Schallgeschwindigkeit in ultrarelativistischer Materie

Wir betrachten ein ideales Fluid mit dem Energieimpulstensor T µν = −pηµν + (ǫ+ p)uµuν/c2.
Es sei angenommen, dass es keine thermodynamisch relevante erhaltene Teilchenzahl gibt, so dass
die Energiedichte ǫ als Funktion von nur einer thermodynamischen Größe ausgedrückt werden kann,
z.B. ǫ = ǫ(p).

i. Leiten Sie, ausgehend von der Energieimpulserhaltung ∂µT
µν = 0, den Ausdruck

c2s =
c2

dǫ/dp

für die Schallgeschwindigkeit her.

ii. Betrachten wir eine Materie dessen Zustandsgleichung durch das Stefan–Boltzmann-Gesetz

p =
gπ2

90

(kBT )4

(h̄c)3

gegeben wird, wobei g die Zahl der Freiheitsgrade bezeichnet (z.B. ist g = 2 für die Schwarzkörper-
strahlung). Bestimmen Sie cs in diesem Fall.
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