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Ubung Nr.7

26. Unbestimmtheitsrelation

i. Berechnen Sie die Erwartungswerte der Operatoren (A,S,)% und (AyS,)? im Zustand [4) = |SH).
Uberpriifen Sie, ob die Unbestimmtheitsrelation mit A = S, und B = S’y erfillt ist.

ii. Fiihren Sie die gleiche Uberpriifung fiir A = S, und B = S, und den Zustand |¢) = |S;) durch.

27. Spinprizession in einem festen Magnetfeld

Das magnetische Dipolmoment ﬁ und der Spin-Operator S eines Teilchens mit dem Spin % seien

verbunden durch

fi =S,
wobei v das sog. gyromagnetische Verhdltnis ist.

Wenn das Teilchen sich in einem konstanten und homogenen Magnetfeld By = Byé, entlang der
z-Achse befindet, lautet dessen Hamﬂton—OperatorE]

H=—fi- By = —vByS.. (1)
Wie in der Vorlesung werden die Eigenzustéinde zum Operator S, mit |SF), |S;) bezeichnet.

i. Sei |t(t)) der Zustandsvektor des Teilchens. Bei ¢t = 0 gilt | (0)) = a|S}) + 3|S5 ), wobei a und 3
zwei komplexe Zahlen sind. Zeigen Sie, dass zu einem spéteren Zeitpunkt ¢ der Zustandsvektor durch

(1)) = ce 02| SF) 4 B2 ST mit  wy = —vBy (2)
gegeben ist. wg heillt Larmor-Frequenz.

ii. Zeigen Sie, dass der Erwartungswert (i) des magnetischen Dipolmoments im Zustand |t (¢)) durch
(fir) = 2uRe (a"Be),  (fy) = 2pTm (0" Be"),  (fie) = pu (Jaf* = [B).

mit g = yh/2 gegeben ist. Warum ist (fi,) zeitunabhéngig? Schreiben Sie die z- bzw. y-Komponente
mithilfe der Amplitude C und der Phase ¢ der komplexen Zahl ya*5 um. Was fiir eine Bewegung hat
die Projektion von (i) auf die (z,y)-Ebene? Was fiir eine Bewegung hat (fi)?
28. Bestimmung der Larmor-Frequenz

Das System sei das gleiche wie in Aufgabe 27. Neben dem festen Magnetfeld By entlang der z-Achse
wird ein zweites (schwéicheres) Magnetfeld B eingefiihrt, das in der (z,y)-Ebene mit der Kreisfrequenz
w rotiert; somit lautet nun der Hamilton-Operator

A~

H(t)=—]i- (éo + B, (t)) = —yByS, — yBy cos(wt) S, — By sin(wt) Sy. (3)

i. Zeigen Sie, dass die Schrodinger-Gleichung fiir den Zustandsvektor |4 (t)) = ¢4 (t)|ST) + c—(t)]S)
zu den folgenden gekoppelten Differentialgleichungen fiihrt:

d .
i% - % e (t) + % e—iwte_ (1)
mit wy = —yBy und w; = —vB;. (4)
idi = e“ey (t) — 2. (t)
a2 2 ’

'Die Spin- und Orts- bzw. Impulsfreiheitsgrade des Teilchens sind unabhingig voneinander, sodass wir nur den Spin-
Anteil des Hamilton-Operators in Betracht ziehen kénnen.
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ii. Uberpriifen Sie, dass das Ersetzen der Funktionen c(t) durch bi(t) = exp(Fiwt/2)ci(t) das
einfachere System

.dby w—wo w1
Ldbo wy w — wy
ergibt. Priifen Sie, dass dies impliziert
d2b Q\?
dt; + <2> ba(t)=0 mit Q%= (w—wp)® + w?. (5)

iii. Der Spin sei zu t = 0 im Zustand |S7), was b_(0) = ¢_(0) = 0 entspricht. Was sind die normierten

Losungen von Gl. ? Erkldren Sie, warum die Wahrscheinlichkeit, den Wert —#/2 bei einer Messung
von S, zum Zeit t zu finden, durch

2 Ot

7)4-_)_ (t) == (%) Sin2 ?

gegeben ist. Diskutieren Sie dieses Ergebnis fiir verschiedene Werte von w: Warum erlaubt die Messung

der Wahrscheinlichkeit des |SF) — | S;)-Ubergangs eine prizise Bestimmun der Larmor-Frequenz wy
und hierbei (bei bekanntem Magnetfeld By) des gyromagnetischen Faktors 7

*29. System mit einem dreidimensionalen Hilbert-Raum
Der Hamilton-Operator eines Systems sei durch

R 1
H=2h |0
0

o N O
N OO

mit w > 0 gegeben. Zwei weitere Observablen des Systems seien durch

R 010 ) 200
A=ZX[1 0 O und B=u |0 0 1
0 0 2 010

mit A > 0 und g > 0 definiert.
i. Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenzustinde zu H, A und B.

ii. Das System sei zur Zeit ¢t = 0 im Zustand

wobei |c1 |2 +|ca|? +|c3]? = 1. Bestimmen Sie |1(t)). Welche Energiewerte kann das System im Zustand
|4(t)) annehmen und was sind deren jeweiligen Wahrscheinlichkeiten? Beantworten Sie die gleichen
Fragen fiir die Observablen A und B.

2Die Idee dieser Messmethode geht auf Isidor Rabi zuriick.



