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Ubung Nr.12

49. Bahndrehimpulsoperator (1)

Die Komponenten des Bahndrehimpulsoperators lauten L; = [Fxpli =>_ ke €ijk D Ausgehend von
den Vertauschungsrelationen [#;,4;] = [p;, p;] = 0 und [&;,p;] = ihd;; 1, verifizieren Sie die Giiltigkeit
der Vertauschungsrelationen
i. [ﬁl, {ﬁj] =1ih z Eijk:i’k und [il,ﬁj] =1ih Z Eijkﬁk Vi, j € {1, 2, 3}.
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ii. [ﬁl, I:J] =ih Z Eijkf/k Vi, j € {1, 2, 3}
k
iii. [L;,7Y =[L;,pY =0 Vie{1,2,3}.
iv. Der Hamilton-Operator eines Systems lautet
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Unter welchen Bedingungen iiber das Potential V' (7) ist L eine Konstante der Bewegung?

50. Verallgemeinerter Drehimpulsoperator (1)

Seien J; mit i = 1,2,3 (bzw. i = z,y, z) die Komponenten eines Drehimpulsoperators J. Zeigen
Sie anhand der Lie-Algebra-Beziehung (der Drehgruppe) [J;, J;] = ih ), €jndr Vi, j € {1,2,3} die
Vertauschungsrelation o R
[J2,J;]=0 Vie{l,2,3}. (2)
51. Verallgemeinerter Drehimpulsoperator (2)

Seien J; mit i = 1,2, 3 (bzw. i = x,y, z) die Komponenten eines Drehimpulsoperators J. Das System
sei im gemeinsamen Eigenzustand |j, m) des Satzes {J2,J.}.

i. Zeigen Sie, dass (J;) = (m, j|J;|m,j) = 0 fiir i = = oder y.
ii. Zeigen Sie, dass die Varianz von J; fiir i = z oder y durch

j+1) —m?

(m g1 (i — () m. gy = LI =10 ®)

gegeben ist.

52. Bahndrehimpulsoperator (2)
Betrachten Sie L = —ih7 x V in der Ortsdarstellung mit Kugelkoordinaten:

7 = (rsinf cos p, rsin @ sin @, r cos ).

i. Leiten Sie die folgenden Darstellungen der kartesischen Komponenten des Bahndrehimpulses her:

L, = —ih(—sin«pge - cosgocot@?) , ﬁy = —ih(cosapge - singocot@?) , L, = —ihg. (4)
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Folgern Sie daraus die Darstellung der Operatoren ﬁ+ und I_.

ii. In der Vorlesung wurden die Kugelflichenfunktionen Y7, (6, ¢) fir £ = 2 und m € {-2,—-1,0,1,2}
gegeben. Priifen Sie die Beziehungen

£+Y££(97 ()0> =0, j—f—}/ﬁm(a 90) = \/g(f + 1) - m(m - 1>hY£m71(97 90) (5)

iii. Verifizieren Sie die Giiltigkeit der Lie-Algebra-Bezichung [Ly, Ly] = ihL..
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*53. Warum / und m beim Bahndrehimpulsoperator ganzzahlig sind
i’j + iﬁj
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Es sei a; = fir j = 1,2 und damit
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i. Berechnen Sie die Kommutatoren [a1, ag], [&J{,dg], [&L&Q], [dl,dg] und [&j,d}] (fiir j = 1,2), und
zeigen Sie, dass gilt:

A B (6)

=

[/1, B] = [AT,BT] =0 , [A A= [B,BT} =1 und [A,ET] = [AT,B] =0. (7)
ii. Vergleichen Sie die Vertauschungsrelationen in Gl. (7)) mit denen fiir die Auf- und Absteigeoperatoren
fiir harmonische Oszillatoren. Was schliefen Sie daraus fiir das Spektrum der Operatoren At A und BfB?
iii. Driicken Sie die 3. Komponente des Bahndrehimpulsoperators durch die a; und &} aus, und zeigen
Sie, dass Ly = i(B'B — ATA) ist.

iv. Warum ist m also ganzzahlig? und ¢7



