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Elemente der Linearalgebra

I.1 Komplexe Vektorraume endlicher Dimension

I.1.1 Wiederholungen zu Vektorraumen

Sei eine Menge ¥ versehen mit einer inneren Verkniipfung +: 7" x %" — 7, welche die folgenden
Bedingungen erfiillt: 4

e Assoziativitit: fiir alle @,b,¢€ ¥ gilt @ :‘y_ (b —71/— ¢)=(a _Jy_ b) —71/— G (I.1a)

e ¥ besitzt ein neutrales Element 0 fiir —lV— (Nullvektor): fir alle @ € ¥ gilt d —Iy—ﬁ = d; (L.1b)

e jedes Element @ € 7 hat ein inverses Element (—d): @ —17; (—ad) = (—a) —{7; = 0; (I.1c)

e Kommutativitit: fiir alle @,b € ¥ gilt @ g;E =b +i. (1.1d)
Sei auch ein kommutativer Korper (K, 4, X) und eine Verkniipfung * : IKx %" — ¥ mit den folgenden
Eigenschaften: KK

e Distributivitét (1): fiir alle @,b€ ¥ und A € K gilt A (d J;B) = (A*d) 4+ (A*D); Lle

+ (
v
Distributivitat (2): fiir alle @ € ¥ und \,p € K gilt (A4 p)*d = (Axa) + (u*d); (L.1f
K v
e Gruppenoperation: fiir alle @ € ¥ und A\, u € K gilt (A x p) *d = X* (u=d);
K

e das neutrale Element 1 fiir x ist auch neutral fiir *: fir alle d € ¥ gilt 1g *d = a.
K
Dann ist ¥ versehen mit der Vektoraddition + und der Skalarmultiplikation * ein Vektorraum iiber
v
KK, dessen Elemente Skalare genannt werden.
Bemerkungen:
« Die Eigenschaften (I.1a)—(I.1d)) besagen, dass ¥ versehen mit + eine kommutative (oder abel-
v
sch Gruppe ist.

x In der Praxis werden die Addition in KK und die Vektoraddition beide + geschrieben, wahrend die
Multiplikation in K und die Skalarmultiplikation nicht geschrieben werden — beispielsweise wird
Axiom ([.1f) zu (A + p)d = \d + ua.

x In der Quantenmechanik wird IK = C sein, d.h. man arbeitet mit komplexen Vektorrdumen.

Definition: Eine Teilmenge ¥’ eines Vektorraums ¥, die selbst ein Vektorraum (iiber dem gleichen
Korper) ist, heift Untervektorraum.

(®)N. H. ABEL, 1802-1829
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Definition: Sei </ eine (nicht-leere) Teilmenge eines Vektorraums 7. Die Menge Span(</) aller
Linearkombinationen der Elemente von &7 ist ein Vektorraum — ein Untervektorraum von ¥ —,
der lineare Aufspann (oder lineare Hiille) von <7 :

Span(«/) = { > i

neK,d; € sz}. (1.2)

Jeder Vektorraum 7 besitzt (mindestens) eine Basis, d.h. eine erzeugende Familie — eine Teil-
menge % = {€;} C ¥ mit Span(#) = ¥ —, deren Vektoren linear unabhéngig sind
Falls die Basis aus einer endlichen Anzahl N von Vektoren % = {€1,...,€n} besteht, ist der Vek-
torraum ¥ endlichdimensional und seine Dimension ist gerade dim ¥ = N.

Jeder Vektor d des Raumes lasst sich eindeutig als (endlich Linearkombination von Basis-
vektoren darstellen:
N
i=) alé. (1.3)

J=1

Anhand der Komponenten {a’} kann man einen Spaltenvektor schreiben — der traditionell auch

mit d bezeichnet wird:

al

I

Ql

: (L4)
(ZN

wobei die in diesem Skript benutzt Notation = fiir ,wird dargestellt durch” steht.

1.1.1¢c Summen und Produkte von Vektorrédumen

Direkte Summe

Seien 71, ..., 7. eine Familie von k& Untervektorrdumen eines Vektorraums 7. Dann ist der lineare
Aufspann der Vereinigung 7% U --- U ¥} ein mit ¥ + - -+ + ¥, bezeichneter Vektorraum, dessen
Elemente sich als @1 + - - - + a; mit @; € ¥; schreiben lassen:

k

i v = Span( %) (I.5)

Wenn jeder Vektor @ der Summe #; + - -- + ¥}, sich eindeutig als @ = d1 + - - - + dj mit d; € ¥
zerlegen lasst, wird die Summe direkte Summe genannt und mit 7 & - - - & ¥ bezeichnet.

In diesem Fall reduziert sich der Schnitt zweier beliebiger unterschiedlicher Untervektorraume
¥, ¥; mit i # j auf den Nullvektor % N ¥; = {0}.

Wenn 71, %5 mit /1N = {6} zwel Untervektorrdume eines Vektorraums ¥ sind, deren direkte
Summe der ganze Raum ist, ¥ @ ¥ = ¥, heiflen sie komplementdir.

Zu einem Unterraum %] eines Vektorraums ¥ existiert immer ein (im Allgemeinen nicht ein-
deutiger) komplementarer Untervektorraum oder Komplement.

Direktes Produkt

Seien ¥, ¥ zwei Vektorraume iiber den gleichen Korper K. Dann kann deren (kartesisches) Pro-
dukt — bestehend aus den geordneten Paaren (d,d’) mit @ € ¥ und d@ € ¥’ — natiirlich mit
einer Vektoraddition und einer Skalarmultiplikation versehen werden: der resultierende Vektorraum

Md.h. eine Linearkombination Zl Ai€; ist genau gleich dem Nullvektor 6, wenn alle Koeffizienten \; Null sind.
(?)Diese Prizisierung gilt nur fiir Vektorriume unendlicher Dimension — in einem Vektorraum endlicher Dimension
ist sie unnoétig, da es nur endlich viele Basisvektoren gibt.



I.1 Komplexe Vektorraume endlicher Dimension 3

¥V x V' heiltt direktes Produkt. Wenn ¥ und ¥ endlichdimensional sind, so ist der Raum ¥ x ¥’
und dim(¥ x ¥’) = dim ¥ + dim 7.

Sowohl die Definition als das Ergebnis fiir die Dimension lassen sich problemlos auf das direkte
Produkt mehrerer Vektorrdume verallgemeinern.

Tensorprodukt
Seien wieder zwei Vektorraume ¥, ¥ iiber den gleichen Korper K mit jeweiligen Basen {€&;} und
{é'j{}. Dann ist deren Tensorprodukt ¥ ® #' ein Vektorraum tiber K, in dem es eine Basis {e;; =
€ ® é’J’»} gibt, die sich auf eindeutige Weise mit den geordneten Paaren (é’i,é’]’-) identifizieren lésst.
Demzufolge ist ¥ ® ¥’ von Dimension dim ¥ ® ¥’ = dim ¥ dim 7.

Wieder verallgemeinert man ohne Schwierigkeit die Definition auf das Tensorprodukt mehrerer
Vektorraume.

1.1.2 Operatoren auf einem Vektorraum

l.1.2 a Lineare Operatoren

Seien ¥ und ¥ zwei Vektorraume iiber den gleichen Korper K. Als lineare Abbildung oder auch
linearer Operator von ¥ nach ¥’ bezeichnet man eine Abbildung A, welche die lineare Struktur der
Vektorraume erhélt, d.h. fiir alle @,b € ¥ und A € K gilt

A(NG +b) = NA@) + A(D). (1.6)

In endlicher Dimension lassen sich lineare Operatoren in Matrixform darstellen. Sei A ein solcher
linearer Operator und # = {€;},=1,..~ bzw. B’ = {€/},—1 ' eine Basis von ¥ bzw. ¥’, wobei
N =dim¥ bzw. N’ = dim ¥’. Die Komponente von A(€;) entlang €/ sei mit A;; bezeichnet:

N/
A@@)) = AijE]. (I.7a)
=1

Anhand der Zahlen A;; kann man eine Matrix A mit N’ Zeilen und N Spalten bilden, mit deren
Hilfe sich die Wirkung des Operators auf einen Vektor als

A@@) =" Ayjdl e = Ad (1.7b)
i,

mit einem Matrixprodukt schreiben lasst, wobei im zweiten Glied die Zerlegung ([I.3)) und im dritten
Glied die Darstellung ([.4]) von Vektoren als Spaltenvektoren benutzt wurden.

Eigenelemente eines Operators

Definition: Sei A ein Endomorphismus von ¥, d.h. ein linearer Operator von ¥ nach sich selbst.
Ein Vektor @ € ¥, wobei d # 0, und eine skalare Zahl A € K werden Eigenvektor bzw. Eigenwert
zu A genannt, wenn sie die Bedingung

A(d) = Aa (1.8)
erfiillen. Die Menge der Eigenwerte eines Operators heifst dessen Spektrum.

Die Eigenwerte zu einem linearen Operator A sind die Wurzel der Gleichung
det (A — Ay) =0, (1.9)

wobei 1, den Identititsoperator auf ¥ bezeichnet. Die Determinante auf der linken Seite der Glei-
chung heiltt charakteristisches Polynom.

Definition: Wenn mehrere linear unabhangige Eigenvektoren demselben Eigenwert entsprechen, so
wird dieser Eigenwert entartet genannt.
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Die Eigenvektoren zu einem gegebenen Eigenwert A bilden einen Untervektorraum von 7, den
Eigenraum zu .

Projektoren

Seien ¥, ¥4 zwei komplementire Untervektorraume eines Vektorraums ¥#'. Jeder Vektor d € ¥
lasst sich dann eindeutig als @ = @y + do mit d; € ¥; und a9 € ¥4 zerlegen (vgl. §|I.1.1¢).

Definition: Der Endomorphismus P auf ¥, der @ auf dq abbildet, heiflt Projektion oder Projektor
auf 77 entlang 75.

Offensichtlich ist das Bild dieses Projektors eigentlich 77, und dessen Kern ¥5. Dazu priift man
problemlos, dass der Projektor P die Eigenschaft

~

P2 ="P (1.10)

erfiillt. Umgekehrt ist jede lineare Abbildung P, die dieser Eigenschaft geniigt, ein Projektor.
Gleichung ([[.10) zeigt insbesondere, dass die moglichen Eigenwerte eines Projektors 0 (fir die
Vektoren des Kerns) und 1 (fiir die Vektoren des Bildes) sind.

Bemerkung: Der Identititsoperator 1, auf dem Hilbert-Raum ist ein (besonderer!) Projektor.

Wenn die Zielmenge ¥ eines linearen Operators auf ¥ der Korper IK der Skalare ist, spricht
man von einer Linearform auf #. Der (Vektor)Raum der Linearforme auf 7 heifst (algebraischer)
Dualraum und wird mit #™* bezeichnet.

Sei {€'} eine Basis von #*, wobei Linearforme mit einer untergestellten Tilde bezeichnet werden.
In Ubereinstimmung mit Gl. ([.3) lautet die Zerlegung einer Linearform auf dieser Basis

h=> hie. (I1.11)

Somit lautet die Wirkung einer Linearform h auf einen Vektor @ = Z a’ €;
J

Q(&) = th a,jgi (é'j) (I.12>
0]

Dieser Ausdruck nimmt eine besonders einfache Form an, wenn {¢'} von #* die duale Basis zur
Basis {€;} von 7 ist, d.h. wenn ,
(&) =0y Vij (1.13)

gilt, mit dem KroneckeDelta d;5: dann wird Gl. ([.12)) zu
Wa) =Y hia'. (1.14)
i

Wenn der Vektorraum 7 endlichdimensional ist, so ist sein Dualraum ¥ und dim 7™ = dim 7.
Trégt man dann die Komponenten {h;} in einen N-komponentigen Zeilenvektor

mit N = dim ¥ ein, so lasst sich auch Gl. ([.14) in der Form des Matrixprodukts von diesem
Zeilenvektor mit dem Spaltenvektor d aus Gl. (|I.4)

N a
h@) =Y hia'= (b1 ... hy)| (1.16)
=1 aN

schreiben.

("), KRONECKER, 1823-1891
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I.1.2 ¢ Antilineare Operatoren

Seien ¥ und ¥’ zwei Vektorrdume iiber C. Ein antilinearer (oder semilinearer) Operator von

¥ nach ¥’ ist eine Abbildung A derart, dass fiir alle &',Z €V und A € C
AN +b) = A\*A(@) + A(D) (1.17)
gilt, Wokzei A* das komplex Konjugierte von A bezeichnet.

Sei A ein solcher Operator. Unter Einfithrung von Basen {&;} bzw. {&/} in ¥ bzw. ¥’ kann man
die Komponente A;; von A(€;) entlang €/ einfiihren:

A@) =) Ayd]. (1.18a)

Dann lésst sich die Wirkung des Operators auf einen Vektor d = Z a’ €; als
J

A@) =" A (') & (1.18b)
2%

schreiben. Wenn 7 und #” endlichdimensional sind, kann man mit den A;; eine Matrix A bilden,
und die letztere Gleichung lasst sich auch als

A~

Aa) = Aa” (I.18c¢)
darstellen, wobei @* fiir einen Spaltenvektor mit Eintréigen (a’) steht, vgl. GI. (L.4).

1.1.3 Metrische Struktur auf einem komplexen Vektorraum

I.1.3 a Hermitesches Skalarprodukt

Um die Norm eines Vektors oder den Abstand zwischen zwei Vektoren definieren zu kénnen, wird
ein hermitesche Skalarprodukt iiber dem komplexen Vektorraum ¥ eingefiihrt. Dabei handelt es
sich um eine Abbildung ¢ : ¥ x ¥ — C, welche die folgenden Eigenschaften hat:

e & ist linear im zweiten Argument:

®(d,\b+¢) = \0(a@,b) + ®(@,7)  Va,b,ce ¥ und X e C. (1.19a)

e & besitzt die hermitesche Symmetrie

®(d,b) = ®(b,a)*  Vi,be V. (1.19b)
o & ist positiv
®(d,a) >0 VaeV (I.19¢)
und definit
®(@,d) =0 genau dann, wenn @ = 0. (I.19d)

Versehen mit dem Skalarprodukt ® heift der Vektorraum 7#  (komplexer) Prc'ihilbertmum

Bemerkungen:
* Aus den Bedingungen (I.19a])—(I.19b|) folgt, dass ® antilinear im ersten Argument ist:

O(N\d +b,7) = \*®(d,2) + ®(@,8)  Va,b,ée ¥ und X e C. (1.19¢)
Somit ist ® eine (hermitesche) Sesquz’lmearform

() Mathematiker definieren iiblicherweise Sesquilinearforme mit Linearitit im ersten und Antilinearitdt im zweiten
Argument.

(©)C. HERMITE, 1822-1901 (YD. HILBERT, 1862-1943
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* Wiederum fiihrt die Positiv-Definitheit (I.19¢|)—(I.19d]) zur CauchfSchwar Ungleichung

|®(a@,b)| < \/®(@,a)®(b,b) (1.20)

fiir alle 6,5 € ¥, wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn @ und b linear abhéingig sind.
x Alternative gebrduchliche Notationen fiir das hermitesche Skalarprodukt sind
®(d,b) = (@,0) = (@,b).

In der Quantenmechanik wird noch eine weitere Notation benutzt, die im Abschn. eingefiihrt
wird.

x Die vom Skalarprodukt ® induzierte Norm auf ¥ ist definiert als
l|d|| = /@ (d,a) (I.21)
fiir jeden Vektor @ € V7.
Sei A = {&;} eine beliebige Basis von ¥ und {ai}izl,m’N, {bj}jzl,m,N die Komponenten zweier

Vektoren @, b auf Z. Unter Nutzung der Eigenschaften ([.19a)) und ([.19¢) lautet ihr Skalarprodukt
N

O(@,0) = Y _ (a') b (€, &). (1.22)

ij=1

Somit ist die Wirkung der Sesquilinearform vollig durch die komplexen Zahlen ®(&;, €;) bestimmt.
Dementsprechend definiert man eine N x N-Matrix M_(®) mit Elementen [M_(®)];; = ®(€;,€;).

B

Wegen der hermiteschen Symmetrie (L.19b) gilt [M,(®)];; = [M,(®)]}; bzw. in Matrixform

@) =M,

B

M

B
d.h. M (®) ist gleich ihrer adjungierten Matriz: M, (®) heilt hermitesch.

Schreibt man jetzt die Komponenten {#’} von b als cinen (auch mit b bezeichneten) Spalten-
vektor und die komplex-konjugierten Komponenten {(a’)'} von @ als einen mit @' bezeichneten
Zeilenvektor, so lasst sich Gl. ([.22]) als

®(a,b) = al M (®)b (1.24)

(@) = (M,

B

(@), (1.23)

umschreiben.

Die Ausdriicke ([.22)) oder (I.24]) vereinfachen sich im Fall einer Orthonormalbasis, d.h. wenn die
Basisvektoren {&;} orthogonal (fiir das Skalarprodukt ®) und auf 1 normiert sind:
O(&;,€)) = dij Vi, j. (1.25)

Anhand des GmSchmid Orthogonalisierungsverfahrens kann man ausgehend von einer
beliebigen Basis {€/'} erstens eine Orthogonalbasis {&/}, deren Basisvektoren orthogonal sind,
finden. Dann kann jeder &/ reskaliert werden, um einen neuen Vektor & mit Norm 1 zu geben,
woraus sich die Orthonormalbasis {&;} ergibt.

In einer Orthonormalbasis gilt ndmlich

@(,5) = Y (a")'b' = ((al)* (aN)*) | =ats. (1.26)

(A -L. Cavchy, 1789-1857 (H. A. Scuwarz, 1843-1921 (®J. P. GraMm, 1850-1916 ™E. ScuMIDT, 18761959
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Dabei sieht es dhnlich der Gl. aus, welche die Wirkung auf einen Vektor — hier b mit Kom-
ponenten {b'} — von einer Llnearform — hier mit Komponenten (a?)” — angibt. In der Tat ist die
Abbildung b — ®(d, b) bei festem @ € ¥ eine Linearform auf 7.

In einer Orthonormalbasis ldsst sich die Komponente eines Vektors d entlang eines der Basis-
vektoren einfach finden: indem man das Skalarprodukt aus €; mit der allgemeinen Zerlegung ([.27))
bildet, ergibt sich ndmlich

N
i=>) a8 mit o =d(Fad) (1.27)
j=1
Sei A ein Endomorphismus von #; die Beziehung (I.7a]) lautet dann

A (§ ) :ZAkjgk'
k

Wenn {€;} eine Orthonormalbasis ist, lautet das Skalarprodukt aus einem Basisvektor €; und dieser
Gleichung unter Verwendung der Linearitdt von ® im zweiten Argument

(¢, A ZAICJ (@, 8) =) Akj oin
k

d.h. noch A
Ay = ©(&, A(E))). (1.28)

1.1.3 ¢ Adjungierter Operator

Sei A ein linearer Operator, der Einfachheit halber von einem komplexen Préhilbertraum % in
s1ch selbbt Der dazu adjungierte Operator AT : ¥ — ¥ ist so definiert, dass fiir alle Vektoren
@, be ¥ die Gleichung
®(d, AT(0)) = ®(A(@),b) = ®(b, A(@))" (1.29)
gilt, wobei die zweite Gleichung einfach das Axiom ist.

Nach Angabe einer Orthonormalbasis % = {€;} gibt das Ersetzen von d bzw. b durch & bzw. €
in Gl. (I.29) R )
(&, A1())) = (8, @),
was unter Beriicksichtigung der Gl. (.28 zu
(AN, =45 (1.30)

fithrt. Wenn ¥ endlichdimensional ist, ist die Matrix des adjungierten Operators A' in der Basis 2
die adjungierte Matrix A" zur Matrix A, die den Operator A bezﬁglich P darstellt.

Aus der Definition oder der Charakterisierung (I.30) folgert man einfach, dass der ad-
jungierte Operator zum Produkt (Hintereinanderausfiihren) AB zweier Operatoren A, B auf einem
Prihilbertraum ¥ durch®)]

(AB) = Bt At (1.31)
gegeben ist.

Wenn ein Operator mit seinem adjungierten Operator iibereinstimmt, A = AT, wird er selbst-
adjungierter Operator genannt — oder auch, durch Physiker, hermitescher Operator. In diesem Fall
und in endlicher Dimension stimmen némlich auch die darstellenden Matrizen A und A’ in einer
Orthonormalbasis iiberein, d.h. die Matrix A ist hermitesch. Weitere Eigenschaften von hermiteschen
Operatoren werden in Abschn. diskutiert.

Wiederum heifit ein linearer Operator, der AT = — A erfiillt, antihermitesch.

() Betrachtet man einen linearen Operator A : ¥ — ¥, so ist dessen adjungierter Operator von #” nach # und man
soll in der definierenden Gleichung ([.29)) die Skalarprodukte auf ¥ und ¥’ unterscheiden.
(®)n diesem Skript wird das Produkt (die Verkettung) zweier Operatoren A und B einfach mit AB bezeichnet.
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1.1.3 d Unitarer Operator

Definition: Ein linearer Endomorphismus U auf einem Prihilbertraum ¥ heift unitir, wenn er die
Bedingung
Ot = o0t = iy (132)

mit dem Identititsoperator 1y auf ¥ erfiillt.
Aus diesen definierenden Eigenschaften folgt offensichtlich sofort, dass U invertierbar ist, mit

U-l=0t. (1.32b)

Wegen der Identitét @(U(a), (7(5)) ®(a, UT( (b ))) [vel. G ([.29)] lisst ein unitérer Operator
c}as Skalarprodukt invariant. Insbesondere bildet U einen Vektor @ € ¥ auf einen anderen Vektor
U(d) von ¥ mit derselben Norm ab:

|U@)]| = Ifdll, (1.33)

wie aus der Definition ([.21]) folgt. Umgekehrt ist jeder lineare Operator auf ¥, welcher die Norm
invariant lasst, unitéar.

Die unitéren Operatoren auf einem komplexen Prahilbertraum ¥ bilden eine Gruppe, die unitdre
Gruppe.

Neben den unitéren Operatoren, die linear sind, gibt es auch antiunitire Operatoren. Somit
heifst ein Endomorphismus U antiunitdr, wenn er antilinear ist and wenn fiir alle Vektoren a, b

®(U(@),U(b)) = @(d,b))" (1.34)

gilt. Daher lasst ein antiunitdrer Operator die Norm invariant — wie ein unitdrer Operator —,
das Skalarprodukt aber nicht.

Wenn der Vektorraum endlichdimensional ist, sei N = dim ¥, lasst sich ein unitdrer Operator
U durch eine quadratische Matrix U darstellen, welche den Bedingungen

U'U=0U"=15 baw. U '=U' (1.35)

mit der N-dimensionalen Einheitsmatrix 1 geniigt, d.h. durch eine unitdre Matriz. Die Menge sol-
cher Matrizen versehen mit der iblichen Matrizenmultiplikation ist eine Gruppe, die N-dimensionale
unitidre Gruppe U(N).

Insbesondere ist die Matrix der Transformation von einer Orthonormalbasis von ¥ zu einer
anderen eine unitdre Matrix.

Aus det UT = (det U)* folgt, dass die Determinante einer unitiren Matrix eine komplexe Zahl
mit Betrag 1 ist. Die unitdren N x N-Matrizen mit Determinante 1 bilden eine Untergruppe von
U(N), die spezielle unitire Gruppe SU(N).

I.1.3 e Orthogonaler Projektor

Definition: Sei 7] ein Unterraum eines Vektorraums 7. Das orthogonale Komplement #;+ von ¥4 in
¥ ist der Untervektorraum der Vektoren @ € ¥, die orthogonal zu allen Vektoren b € ¥7 sind.

Bemerkung: Wenn ¥ endlichdimensional ist, ist das orthogonale Komplement #;- komplementir
zu ¥ im Sinne des §[[.L1.Td Dies kann im Fall eines unendlichdimensionalen Vektorraums nicht der

Fall sein.

Definition: Ein Projektor auf einem Unterraum #; C # entlang des orthogonalen Komplements #;*
wird orthogonaler Projektor genannt.
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Bra-Ket-Notation

In der Quantenmechanik wird mit komplexen Vektorrdumen gearbeitet, auf denen ein hermitesches
Skalarprodukt und damit eine Norm definiert wird, fiir welche jede Cauchy-Folge konvergent ist.
Ein solcher Vektorraum heifst Hilbert- Raum und wird ab jetzt mit ¢ (anstatt ¥) bezeichnet.

In diesem Abschnitt wird eine giinstige Notation fiir die Arbeit mit den Elementen des Hilbert-
Raums 77 dargelegt, die durch Dira eingefithrt wurde [I]. Diese Schreibweise kann sowohl fiir
endlich- als fiir unendlichdimensionale Hilbert-Réume benutzt werden; hiernach wird nur der erstere
Fall behandelt.

I.2.1 Vektoren und Skalarprodukt

Die Vektoren von ¢ werden ab sofort |a) geschrieben — anstelle der in Abschn. [I.1] benutzten
Notation @ —, wobei Dirac die Bezeichnung Ket fiir das Symbol | ) vorgeschlagen hat:

Ket: |a) € 2. (1.36)

Wiederum werden die Linearforme auf ¢, d.h. die Vektoren von dessen Dualraum 57 als (a|,
ausgesprochen Bra, geschrieben:

[ Bra: (a| € 7. ] (1.37)

Die Motivation hinter den beiden Notationen wird klarer, wenn man das hermitesche Skalar-
produkt von |a) und |b) betrachtet: anstatt ®(d,b) wird die Schreibweise

Skalarprodukt: (a|b) € C (1.38)

benutzt, entsprechend dem Produkt aus einem Bra und einem Ket. Mit dieser Notation lautet die

hermitesche Symmetrie ([.19b)) des Skalarprodukts

[<ayb> — (bla)* V|a), |b) e%] (1.39)

und die Cauchy—Schwarz-Ungleichung ([I.20))
[{a|b)] < v/{a|a)(b|b). (1.40)

Angesichts der Schreibweise fiir das Skalarprodukt ist es naheliegend, dass es eine Korrespondenz
S — J* gibt, die einem Ket |a) einen Bra (a| zuordnet. Sei dann A € C. Damit die Korrespondenz
vereinbar mit dem Skalarprodukt ist, insbesondere mit der Antilinearitdt im ersten Argument, soll
der Ket |Aa) = A|a) auf den Bra

(\a| = \(a| (L41)

abgebildet sein.

Fiir jeden |b) € 4 muss ndmlich
{(Aalb) = (b]Aa)" = (A(b]a))” = A" (b]a)" = A"(a|b)

gelten, wobei die hermitesche Symmetrie ([.39) und die Linearitéit des Skalarprodukts im zweiten
Argument benutzt wurden.

P, A. M. DIrAC, 1902-1984
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Eine allgemeine Orthonormalbasis auf . wird mit {|n)} bezeichnet. Dabei ist implizit n
eine ganze Zahl: in endlicher Dimension besteht die Basis aus nur N = dim .7 Basisvektoren

|1),...,|N). Die Orthonormalitdtsbedingung (I.25)) der Basisvektoren lasst sich als
(n|m) = 6pm (1.42)
schreiben.

Dann lautet die Zerlegung eines Kets auf der Orthonormalbasis

N
la) = Zan|n) mit a, = (n|a), (1.43)
n=1

ahnlich der Gl. (I.27) in der ,alten* Notation.
Bemerkung: In diesem Skript wird der Null-Vektor des Hilbert-Raums mit |&) bezeichnet

1.2.2 Operatoren

Die Operatoren auf dem Hilbert-Raum % werden weiter mit A bezeichnet. Wenn nichts anderes
prézisiert wird, werden im Allgemeinen meistens lineare Endomorphismen von 5 betrachtet.
Das Bild eines Vektors |a) unter einem Operator A wird als

[ 140) = A(a | (L44)

geschrieben.
Damit lautet die Definition ([.29) des adjungierten Operators Af zu einem Operator A

(a|AT) = (Aa|b) = (b|Aa)* V|a), |b) € H. (1.45)

Sei |m) ein Basisvektor einer Orthonormalbasis von .. Sein Bild |Am) unter einem linearen

Operator A ist ebenfalls ein Vektor von 7, der sich deshalb wie in Gl. ([.43)) als Linearkombination

von Basisvektoren schreiben lasst:
|Am) =" Ay |n), (L46a)
wobei R
Apm = (n|Am) (I.46b)

die Komponente von |Am) auf |n) ist, entsprechend im Fall eines endlichdimensionalen Raums
einem Matrixelement der Matrix A, die den Operator darstellt.
Sei nun |a) =Y am,m|m) ein beliebiger Vektor von 7. Aus der Linearitét von A folgt

|Aa) =" am|Am),

d.h. unter Nutzung von Gl. ([.46b))
|Aa) =) Apmam|n). (1.47)

Dabei erkennt man, wenn .7 endlichdimensional bzw. die Basis { |n) } endlich ist, das Matrixprodukt
aus der Matrixdarstellung von A und dem Spaltenvektor mit Komponenten a,.

(©)Die {ibliche Notation fiir diesen Null-Vektor ist eher einfach 0, ohne Ket-Bezeichnung, was am Anfang irrefiihrend
sein konnte.
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Kommen wir zuriick zur Gleichung ([.46b). Anstatt (n|Am) schreibt man das ,Matrixelement*
ofter als

Apm = (n|Am) = (n|A|m), (1.48)
und allgemeiner fiir beliebige Vektoren |a), |b) €

[<b|A|a>=<b|Aa>.] (1.49)

Dementsprechend wir fiir A(|a)) neben |Aa) auch die Notation

Ala)

| Aa) (L.50)

benutzt. Die ,symmetrische* Schreibweise (b| A |a) soll an das Produkt aus einem Zeilenvektor, einer
quadratischen Matrix und einem Spaltenvektor erinnern, die im endlichdimensionalen Fall jeweils
den Bra, den Operator und den Ket darstellen.

In endlicher Dimension priift man einfach nach, dass der mit |Aa) = A|a) assoziierte Bra durch

[(flal = <a|/“] (L51)

gegeben ist

Bemerkung: Fiir den Operator A = M mit A € C fiihrt Gl. (I.51)) unter Beriicksichtigung der
(trivialen) Identitdten 1, |a) = |a) und (a|ly = (a| zur Gleichung (Aa| = A*(a|, d.h. sie ergibt

Gl. ([.41]) wieder.
Aus Gl. ([45) folgt (b|Aa) = (a| ATb)*, was sich unter Nutzung der Notation ([49) als

(b] Ala) = (al A |b)* (152)

fiir alle Vektoren |a), |b) € . und Operatoren A ausdriicken lisst.

1.2.3 Produkt aus einem Ket und einem Bra

Seien |a) und |b) zwei Ket-Vektoren eines Hilbert-Raums 7 und (b| € .77* der mit |b) assoziierte
Bra.

Definition: Die Notation |a)(b| definiert einen Operator auf .7, der auf einen beliebigen Vektor |c)
gemaf

|a){b](Ic)) = [a)((blc)) = ((blc)) a) (L.53)
wirkt, wobei im zweiten bzw. dritten Glied die komplexe Zahl (b|c) rechts bzw. links vom Vektor

|a) geschrieben wird.

Wenn man die Darstellungen von |a) bzw. (b| als ein Spalten- bzw. Zeilenvektor betrachtet,
so ergibt deren Matrixprodukt eine quadratische Matrix, die natiirlich die Matrixdarstellung des
Operators |a)(b| ist.

Mathematisch ist |a)(b| ein tensorielles Produkt.

(M Somit sind im Allgemeinen (Aa|b) und §a|flb> unterschiedlich — die Gleichheit fiir alle |a), |b) € S gilt genau
dann, wenn A selbstadjungiert ist, A = AF.
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Aus der Definition folgt, dass der Kern des Operators |a)(b| aus dem zu |b) orthogonalen
Unterraum von 7 besteht; Wiederum ist das Bild des Operators der durch |a) aufgespannte ein-
dimensionale Unterraum, d.h. |a)(b| ist von Rang 1, wenn |a) nicht der Null-Vektor ist. Schliefslich
gilt unter hermiteschen Konjugation

(la) (o))" = [0)¢al. (L54)

Die Definition des Operators |a)(b| ist auch der Ausgangspunkt einer niitzlichen Rechen-
regel. Lisst man die Klammer weg von den zwei ersten, so sieht man, dass sich die Kombination
la)(b|c) auf zwei Weisen interpretieren lasst, und zwar entweder als Wirkung eines Operators auf
einen Ket, oder als Produkt aus einem Ket mit einer Zahl — wobei die Zahl problemlos links vom

Ket geschrieben werden konnte:
il [1a)01()
la){blc) {|a>(<b|c>). (1.55)

Diese Zweideutigkeit wird in der Bra-Ket-Notation sténdig zu Nutze gemacht, denn beide Interpre-
tationen bezeichnen konstruktionsgeméf das gleiche mathematische Objekt.
Ein zweites Beispiel der ,yerallgemeinerten Assoziativitat® der Bra-Ket-Notation betrifft den

Ausdruck

(az[ar)(br[b2).
Er kénnte entweder als das Matrixelement des Rang-Eins-Operators |a1) (b | zwischen den Vektoren
(az| und |b2) angesehen werden, oder als das Produkt der Skalarprodukte (as|a1) und (by|b2). In
beiden Fillen soll (as|a1) (b1 |b2) eine komplexe Zahl sein, und die Definition (I.53) stellt sicher, dass
beide Interpretationen die gleiche Zahl liefern

Projektoren
Ein wichtiger Sonderfall von Operatoren des Typs ([.53]) ergibt sich, wenn |b) = |a) und |a)

auf 1 normiert ist. Dann ist

Pu = |a)(al (L56)
der orthogonale Projektor auf die Richtung von |a), wie aus der oben angegebenen Wirkung des

Operators auf Vektoren erkennbar ist.
Dabei liisst sich die charakteristische Eigenschaft P2 = P, von Projektoren als

(la){al)? = |a){ala)(a| = |a)(al

schreiben, wobei die Normierungsbedingung (a|a) = 1 benutzt wurde: dies stellt ein weiteres Beispiel
fiir die Assoziativitdt der Bra-Ket-Notation dar.

Bemerkungen:

« Falls |a) nicht normiert ist, lautet der orthogonale Projektor auf die Richtung von |a) einfach

P = |a){a] (1.57)

* Seien zwel normierte Vektoren |a) und |a’), die sich nur um einen Phasenfaktor unterscheiden:
la') = e'%]a) mit § € R. Wegen (a’| = e7%(a| [Gl. ([41))] sind die assoziierten Projektoren gleich:
|a)(al = |a")(d'].

Allgemeiner ist der orthogonale Projektor auf den N’-dimensionalen Unterraum, der durch N’
paarweise orthogonale normierte Vektoren |ay), ..., |ays) aufgespannt wird, durch

N/
P=>lan){an| (1.58)
n=1

gegeben. Wenn N’ gleich der Dimension N des Hilbert-Raums 7 ist, so dass die Vektoren {|ay)}
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eine Orthonormalbasis von J# bilden, ergibt sich die Vollstindigkeitsrelation

A N
]1,%” = Z |an><an|) (159)
n=1

weil der Projektor auf den ganzen Raum .# der Identitétsoperator 1, des Raums ist.

1.2.4 Spektraldarstellung eines hermiteschen Operators

Sei A ein linearer Operator auf einem Hilbert-Raum .5, Die Beziehung [vgl. ([L.8))], die ausdriickt,
dass ein Vektor |a,) € 2 mit |a,) # |@) Eigenvektor zu A mit dem Eigenwert a,, € C ist, lautet
in der Bra-Ket-Notation R

Alan) = anlay). (1.60a)
Unter hermiteschen Konjugation transformiert sich diese Beziehung in eine Eigenwertgleichung im
Dualraum 727*:

(an| AT = a? (ay| (1.60b)
mit dem adjungierten Operator At

Betrachte man nur einen hermiteschen Operator, d.h. AT = A. In diesem Fall gelten die zwei
folgenden wichtigen Resultate:

[ Die Figenwerte eines hermiteschen Operators sind reell. ] (I.61a)

und

Die FEigenvektoren eines hermiteschen Operators zu verschiedenen Figenwerten Lélb
sind orthogonal zueinander. (L.61b)

Diese Ergebnisse folgen problemlos aus den Gleichungen ([.60f). Seien namlich a,,, a, zwei Eigen-
werte und |a,), |a,) zugehorige Eigenvektoren. Multipliziert man Gl. (I.60a) links mit (a,,| und ,
so kommt

<CLm |A|an> = an<am |an> (I.62a)
Wiederum gibt das Skalarprodukt aus Gl. (.60b]), ausgedriickt fiir ), und (a,,|, und |a,)
(am | AT an) = aZ, (am | an). (1.62Db)

Zusammen fithren diese beiden Beziehungen zu
(am|A — AT ayn) = (an — a){am|an). (1.63)

Sei nun angenommen, dass A hermitesch ist: dann ist der Term auf der linken Seite Null. Betrachte
man zuerst den Fall |a,,) = |a,) — und dementsprechend a,, = a,. Dann ist {(a,|a,) auf der
rechten Seite von GI. ungleich Null, so dass die Differenz a,, — a;, verschwinden muss, was
genau die Reellwertigkeit von a,, d.h. die Eigenschaft , ausdriickt. Wiederum soll im Fall
am # ap, das Skalarprodukt (a, |a,) Null sein, was der Eigenschaft entspricht.

Bemerkungen:

x Die Resultate nehmen implizit an, dass der erwdhnte hermitesche Operator iiberhaupt
Eigenwerte hat. Im Fall eines endlichdimensionalen Hilbert-Raums .7 kann man beweisen, dass
jeder hermitesche Operator A Figenwerte hat Aus der Eigenschaft folgt dann die Diago-
nalisierbarkeit des Operators anhand einer unitdren Matrix.

(®)Die Idee ist, dass das charakteristische Polynom (L.9) ein Polynom(!) mit komplexen Koeffizienten ist, das laut dem
Fundamentalsatz der Algebra mindestens eine Wurzel in C — in der Tat, in R — haben muss.
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s+ Addiert man die Gl. ([.62a) und (L.62D)), so ergibt sich (an, |A + Af|a,) = (an + a,)(am|an),
wobei das Matrixelement auf der linken Seite nun fiir einen antihermiteschen Operator Null ist.
Dann findet man mit |a,) = |ay), dass a,, + a, verschwinden soll, d.h. dass a,, rein imaginér ist:

[Dz’e Eigenwerte eines antihermiteschen Operators sind rein imagindr. ] (1.64)

Wiederum gibt a,, # a, erneut die Orthogonalitdt der Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten,
wie bei hermiteschen Operatoren.

Sei A ein hermitescher Operator auf einem endlichdimensionalen Hilbert-Raum. Die endlich
vielen Eigenwerte von A seien mit {an} bezeichnet, wobei a,, # a, fir m # n. Einige dieser
Eigenwerte konnten entartet sein: die Dimension g(n) > 1 des Eigenraums J%,, zum Eigenwert
ap, heilt Entartungsgrad des Eigenwerts, wobei g(n) eigentlich bedeutet, dass der Eigenwert nicht
entartet ist. Sei {|a,,r)} mit 7 =1,..., g(n) eine Orthonormalbasis von J,,.

Auf dem Eigenraum 7, ist die Elnschrankung A\ #,, des Operators A proportional zur Ein-
schrankung des Identitdtsoperators: A[ S, = G;n]1|e/fa - Wlederum lasst sich diese Einschrinkung
der Identitdt anhand der Vollstandlgkeltsrelation im Eigenraum als

g(n)
]l|%”an = Z lan, ) (an, 7|
r=1

schreiben. Daraus folgert man, dass der hermitesche Operator A durch seine Figenwerte und eine
Orthonormalbasis seiner Eigenvektoren als die Spektraldarstellung

g9(n)
A= ZZan|an,r><an,r| (1.65)

w =l

ausgedriickt werden kann.

Ausgehend von dieser Spektraldarstellung findet man, dass fiir einen hermiteschen Operator A

(a|Ala) € R fiir jeden |a) € . (1.66)
Die Spektraldarstellung und die Linearitdt des Skalarprodukts geben ndmlich
g(n) g(n)
(a]A|a) \ZZanmn, an,r|a>:22an<a|an, (an,r|a) ZZan| (an,r|a)
n r=1 n r=1 n r=1
was mit der Reellwertigkeit (I.61al) der Eigenwerte a,, — und nattirlich auch der Betragsquadrate
|(an,r|a)|?> — das gesuchte Ergebnis ergibt. O

Bemerkung: Mit einem dhnlichen Beweis zeigt man, dass im Fall eines antihermiteschen Operators
A das diagonale Matrixelement (a|A|a) fiir jeden |a) rein imaginér ist.

Hilbert-Raume unendlicher Dimension
bald!



KAPITEL Il

Grundlagen der Quantenmechanik

II.1 Einleitung: Experimente mit einem Spin-%-System

Einige wichtigen Merkmale des quantenmechanischen Verhaltens lassen sich am Beispiel des 1922
durch Gerlach"/| und Ster durchgefiihrten Versuchs (Abschn. [I1.1.1]) sowie weiterfithrender ver-
wandter Experimente (Abschn. [[I.1.2)) illustrieren.

1.1.1 Stern—Gerlach-Versuch

Im originellen Versuch von Gerlach und Stern [2], 3, 4] durchqueren Silber-Atome aus einem Ofen
erstens einen Kollimator, an dessen Ausgang sie sich alle in die gleiche Richtung bewegen, und dann
einen Raumbereich, in dem sich ein inhomogenes magnetisches Feld B (7) befindet. Der Einfachheit
halber wird angenommen, dass die Komponenten des Feldes und dessen Gradienten entlang einer
Richtung — hiernach der z-Achse — viel grofer ist als die dazu senkrechten Komponenten.

Detektor
Kollimator

\

\ I\

Ofen Ag-Atome =

\

Abbildung Il.1 — Schematische Darstellung des Stern—Gerlach-Versuchs.

Im inhomogenen magnetischen Feld erfihrt jedes Silber-Atom eine Kraft
~ =, ., = 0B,
F=-V(-fi-B)=~p.—~¢

wobei ji das magnetische Dipolmoment des Atoms und u, dessen z-Komponente ist.
Im Nachhinein wurde vorgeschlagen, dass das magnetische Dipolmoment mit einer anderen
Eigenschaft der Atome, deren Spin S, zusammenhéngt:

fi = —g%ﬁ (IL.1)

mit
e dem LandFaktor g, der hier ungefdhr gleich 2 ist;
e dem reduzierten PlanckscheWirkungsquantum he~1,05-1073%J.;

(W. GErRLACH, 1889-1979 (0. STERN, 1888-1969 (VA. LANDE, 1888-1976 (™ M. PLANCK, 18581947
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e und dem Bohrsche Magneton p, ~ 9,27 - 10724 7.7

In der Tat ist der Spin eines Silber-Atoms gleich der Summe aus den Spins seiner 47 Elektronen.
Dabei heben sich eigentlich die Spins von 46 der Elektronen auf, so dass der Spin des Silber-
Atoms gleich dem Spin eines einzelnen Elektrons ist. Die Kopplung von Spins wird im Kapitel 77
behandelt.

Insgesamt ist die Kraft auf ein Atom anndhernd proportional zur z-Komponente des Spins:

F SZ% g, (11.2)
Wegen dieser Kraft wird jedes Atom ausgelenkt in z-Richtung, mit einer Ablenkung proportional
zu S, so dass eine Messung der Ablenkung auf den Wert der Spin-Komponente riickschlieften l&sst.
Klassisch wiirde man sagen, dass die Orientierung der Spins der Atome am Ausgang des Ofens
beliebig ist — keine Raumrichtung wird bevorzugt. Dementsprechend sollte die z-Komponente des
Spin-Vektors einen beliebigen Wert in einem kontinuierlichen Intervall —S.x < S, < Smax anneh-
men, d.h. man erwartet ein kontinuierliches Ablenkungsspektrum.
Dieses ,klassische* Szenario wird experimentell nicht bestétigt. Stattdessen werden in einem
Experiment mit Silber-Atomen nur zwei Flecke beobachtet, die den Werten

h h
SZ = +§ und SZ = —5
der Spin-Komponente entsprechen. Somit wird im Stern—Gerlach-Versuch die Quantisierung des
Spins — oder genauer des Werts der Komponente des Spins entlang einer (beliebigen) Richtung —

nachgewiesen.

Da der maximale mégliche Wert der Spin-Komponente, gemessen in Einheiten von A, s = %
betragt, werden die Silber-Atome als Spm—%—Teilchen bezeichnet.

Im néchsten Paragraph wird die schematische Darstellung des Versuchs noch weiter vereinfacht:
der Stern—Gerlach-Apparat wird als ein mit SGA(x) gekennzeichnetes Gatter mit einem Input und
zwei Outputs, die die zwei moglichen Werte +5h/2 der Spin-Komponente entlang der *-Richtung
symbolisieren, s. Abb Dabei wird die S,-Komponente mit positivem bzw. negativem Spin-Wert
der Kurze halber als S, bzw. S} geschrieben.

+
= 50%

Ofen —— SGA(z)

—— 50%

z

Abbildung Il.2 — Symbolische Darstellung des Versuchs der Abb. mit einem entlang der
z-Richtung gerichteten ,Stern—Gerlach-Apparat®.

I1.1.2 Reihenschaltung von Stern—-Gerlach-Versuchen

In diesem Paragraph werden Experimente mit zwei oder mehr hintereinander geschalteten Stern—
Gerlach-Apparaten und deren Ergebnisse vorgestellt. Dabei wird der erste Apparat immer entlang
der z-Richtung gerichtet sein. Somit dient er dazu, zwei Strahlen aus Atomen mit jeweils nur der
Spin-Komponente S, = +h/2 bzw. S, = —h/2 zu vorbereiten: jeder Strahl besteht aus sog. gleich-
praparierten S,-Zustinden des Spin—%—Systems.

Dagegen sind die Spins am Ausgang des Ofens, vor dem ersten Stern—Gerlach-Apparat, nicht

alle im gleichen S,-Zustand.

(")N. BOHR, 18851962



[I.1 Einleitung: Experimente mit einem Spin-%-System 17

11.1.2 a Anordnung mit zwei gleich-gerichteten Apparaten

In einem ersten Versuch werden die gleichpraparierten Zustdnde mit positiver S,-Komponente
ST in einen zweiten Stern—Gerlach-Apparat geschickt, der ebenfalls entlang der 2-Richtung gerichtet

ist (Abb. [[T.3).

St St
o ——=— 100%
Ofen =——— SGA(z2) SGA(z)
—— > 0%
0 =

z

Abbildung 1.3 — Reihenschaltung von zwei Stern—Gerlach-Versuchen mit Apparaten entlang
der z-Richtung.

Am Ausgang des zweiten Apparats findet man, dass alle dadurch geflogenen Spins weiter eine
Komponente S, = +h/2 haben. Somit dient der zweite, gleich-gerichtete Apparat zur Bestitigung
der Ergebnisse am Ausgang des ersten: die Messung des Werts der z-Komponente des Spins ist
reproduzierbar — was zu erwarten war.

Bemerkung: Man kann noch den mit (S,) bezeichneten Erwartungswert der S,-Komponente am
Ausgang des zweiten Stern—Gerlach-Apparats berechnen, d.h. den ,mittleren Wert — im Sinne
einer arithmetischen Mittelung — der Messergebnisse. Da hier nur der Wert S, = +%/2 vorkommt,
ist dieser Erwartungswert trivial (S,) = +h/2.

II.1.2b Anordnung mit zwei senkrechten Apparaten
Im zweiten Experiment kommen die gleichpriparierten S -Zustinde auf einen Stern—Gerlach-
Apparat, der entlang einer auf z senkrechten Richtung gerichtet ist — z.B. entlang der z-Richtung.

Somit misst der zweite Apparat die z-Komponente des Spins (Abb. [I1.4)).

St Sk .
> " 50%

Ofen =—— SGA(z) SGA(z)

-0 ——— 50%

xT

Abbildung 1.4 — Reihenschaltung von zwei Stern—Gerlach-Versuchen mit dem ersten bzw.
zweiten Apparat entlang der z- bzw. z-Richtung.

Am Ausgang des zweiten Apparats beobachtet man 50% von Spins mit einer z-Komponente
Sy = +h/2 und ebenso 50% mit einer z-Komponente S, = —h/2.

Die ,klassisch-physikalische Deutung dieses Resultats wére, dass der Strahl am Eingang des
SGA (z)-Messapparats zwar aus gleichpréiparierten S -Zusténden bestand, dass die Hilfte der Ato-
me aber S, = +h/2 und S, = +h/2 hatte, die andere Hélfte S, = +h/2 und S, = —h/2. Wir werden
in §[II.1.2d] sehen, dass sich diese Interpretation durch eine erneute Messung von S, widersprechen
lasst, und somit ungiiltig ist.

Bemerkung: In diesem Versuch ist der Erwartungswert der zuletzt gemessenen Grofse

(Sz) = 0,5<+§> +0,5<—Z> =0 wenn S, = +g, (11.3)

wobei wir spezifiziert haben, dass vor der Messung von S, die Spin-Komponente S, bekannt war
und S, = +h/2 betrug.
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11.1.2 ¢ Anordnung mit zwei Apparaten entlang unterschiedlicher Richtungen

Jetzt betrachten wir den Fall, wo ein Strahl von Spin—%—Teilchen mit z
positiver S,-Komponente auf einen Stern—Gerlach-Apparat féllt, der langs
einer Richtung liegt, die einen Winkel # mit der z-Achse macht. Sei Sy die
Komponente des Spins entlang dieser Achse.

T
st C ) S
o L 30 cos? g
Ofen =——— SGA(z) SGA(0)
+' e sin® g
— 59

Abbildung II.5 — Reihenschaltung von zwei Stern—Gerlach-Versuchen mit Apparaten entlang
unterschiedlicher Richtungen.

Am Ausgang findet man wieder nur zwei mogliche Messwerte fiir die Spin-Komponente, und

zwar Syp = +h/2, die mit der Wahrscheinlichkeit p; = COSQg vorkommt, und Sy = —h/2 mit
Wahrscheinlichkeit p, = sin? g =1- p;.
Daraus folgert man den Erwartungswert von Spy:
0 h 0( h h h
(Sg) = cos? 3 <—i—2> + sin? B (—2> =5 cosf) wenn S, = —1—5, (I1.4)

wobei die Vorkenntnisse {iber die Spin-Komponente S, spezifiziert wurde.

Bemerkung: Fiir 6 = 0 bzw. 6 = 7/2 liegt der zweite Stern-Gerlach-Apparat entlang der z- bzw.
z-Richtung, und man findet das Ergebnis aus §[[I.1.2a] bzw. §[[I.T.2D wieder.

I.1.2d Anordnung mit drei Apparaten entlang alternierender Richtungen

Ein Experiment, das der vorgeschlagenen Interpretation des Versuchs des § [[I.1.2b| eindeutig wi-
derspricht, besteht im Hinzufiigen eines dritten Stern—Gerlach-Apparats, der die Spin-Komponente
entlang der z-Richtung in einem der Strahlen mit bekannter S,-Komponente misst (Abb. |IL.6)).

ST St St
> > = 50%
Ofen =———— SGA(z) SGA(z) SGA(z)
- () L 50%
R Sy

Abbildung 1.6 — Reihenschaltung von zwei Stern—Gerlach-Versuchen mit dem ersten bzw.
zweiten Apparat entlang der z- bzw. z-Richtung.

Am Ausgang des dritten Apparats werden ndmlich sowohl Spins mit positiver als mit negativer
z-Komponente beobachtet, obwohl es am Eingang des zweiten, entlang = ausgerichteten Apparats
nur gleichpréiparierte S -Zustéinde gab.

Um dieses unerwartetes Resultat nachzuvollziehen, muss man akzeptieren, dass die Messung der
x-Komponente des Spins den vorher préparierten S -Zustand zerstort hat, d.h. dass die Messung
nicht harmlos fiir das System ist.
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Postulate der Quantenmechanik (erster Teil)

11.2.1 Zustande und Observablen

Zwei erste Postulate beziehen sich auf die mathematische Darstellung von quantenmechanischen
Systemen und den daran messbaren physikalischen Grofsen.

11.2.1 a Zustande eines quantenmechanischen Systems

Postulat I:

Die reinen Zustande eines quantenmechanischen Systems werden durch (normierte)
Vektoren eines geeigneten Hilbert-Raums 7 dargestellt. Umgekehrt beschreibt jeder | (11.5)
Vektor von € einen moglichen physikalischen Zustand des Systems.

Die Vektoren des Hilbert-Raums fiir ein gegebenes System werden Zustandsvektoren genannt. Wie
spater weiter diskutiert wird, stellen zwei solche Vektoren [¢) und a|w), wobei « eine komplexe
Zahl ist den gleichen physikalischen Zustand dar.

In diesem Postulat tritt der Begriff des reinen Zustands auf. Dessen genauere Bedeutung wird
spéter prézisiert, nachdem Observablen und Messergebnisse diskutiert worden sind. Es sei vorerst
nur gesagt, dass die Spins in einem der Strahlen am Ausgang des Stern—Gerlach-Apparats im Versuch
des Abschn. in einem reinen Zustand préapariert sind, wihrend die Spins am Eingang des
Apparats, d.h. am Ausgang des Ofens, nicht in einem reinen Zustand sind.

Bemerkung: Ein wichtiges Merkmal in diesem Postulat ist die Linearitdt des Hilbert-Raums: wenn
[11), [12) zwei mogliche Zustdnde eines physikalischen Systems sind, dann entspricht jede beliebige
Linearkombination der beiden Vektoren einem prinzipiell physikalisch realisierbaren Zustand des
Systems — auch wenn dies in einem klassischen Rahmen absurd aussieht.

I1.2.1 b Messbare GroBen eines quantenmechanischen Systems

Postulat Il:

Jede messbare physikalische Grifle eines physikalischen Systems wird in der Quanten-
mechanik durch einen linearen selbstadjungierten Operator auf dem Hilbert-Raum des
Systems dargestellt.

Die méglichen Messwerte der Grifie sind die Eigenwerte des assoziierten Operators.

(11.6)

Die messbaren physikalischen Grofsen werden kiirzer Observablen des Systems genannt. Die Bezeich-
nung wird auch im weiteren Sinne fiir die zugehorigen hermiteschen Operatoren benutzt.

Eine wichtige Schlussfolgerung dieses Postulats ist, dass die mdglichen Ergebnisse der Messung

einer physikalischen Grofe reelle Zahlen sind (vgl. §[I.2.4]).

Im Abschn. wird auf die Frage nach der gleichzeitigen Messbarkeit zweier oder mehr
Observablen eingegangen.

I1.2.2 Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Quantenmechanik

Die drei néchsten Postulate befassen sich mit den Resultaten von Messungen. Diese liegen zu-
grunde der sog. Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Quantenmechanik, laut der die Ergebnisse
von Messungen einer gegebenen Observablen an einem physikalischen System zufillig sind, wobei
die unterliegende Wahrscheinlichkeitsverteilung vom Zustand des Systems abhéngt.

<9)VVegen der Normierung des Zustandsvektors sollte & vom Betrag 1 sein.
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1.2.2 a Erwartungswert
Bis auf Sonderfille, die sich aus den Postulaten der §[[T.2.2b}-§[I1.2.2 folgern lassen, ist das

Ergebnis der Messung einer Observablen an einem einzigen System ist zuféllig — dem zweiten
Postulat nach soll es nur einer der Eigenwerte zum betroffenen Operator sein. Nichtsdesto-
trotz ist der Frwartungswert, d.h. der arithmetische Mittelwert, der moéglichen Messwerte eindeutig
bestimmt durch den Zustand des Systems vor der Messung.

Postulat lli:

[ Der Erwartungswert der Observablen A im Zustand |v) ist durch (Y| A1) gegeben. ] (I1.7)

Fiir den Erwartungswert werden die alternativen Notationen

(WIAly) = (A)y = (4) (IL.8)

benutzt, wobei die letzte — die auch die iiblichste ist! — den Nachteil hat, dass der Zustand |[)
des Systems nicht prézisiert wird.

1.2.2 b Wahrscheinlichkeit eines Ergebnisses

Die zwei nichsten Postulate beziehen sich auf Observablen A mit einem diskreten Spektrum
von Eigenwerten {an} Dabei bezeichnet {|a,, )} einen vollstdndigen Satz von orthonormierten
Eigenzustanden zu A, wobei der Eigenwert a,, moglicherweise g(n)-fach entartet ist.

Postulat IV:

Die Wahrscheinlichkeit, in einer Messung der Observablen A am Zustand |) eines
Systems den Figenwert a, zu messen, ist

g(n)

pn=3" [{an, I8}, (IL.92)
r=1

wobei g(n) den Entartungsgrad des Eigenwerts a, bezeichnet.

Insbesondere ist die Wahrscheinlichkeit, einen nicht-entarteten Eigenwert a,, zu messen, durch
2
P = [{an )] (IL.9b)
gegeben, wobei |a,) der zugehorige Eigenvektor ist

Bemerkungen:

* In dem Zusammenhang wird das Skalarprodukt (a, |v) (oder (a,,r|®)) aus dem Eigenzustand
zur Observablen und dem Zustandsvektor als Wahrscheinlichkeitsamplitude bezeichnet.

* Die Zerlegung ([.43) des Zustandsvektors |¢) auf der Orthonormalbasis {|a,,r)} lautet

g(n)
[9) =D anslan,r) mit an; = {an,r[), (11.10)

n r=1

so dass die Wahrscheinlichkeitsamplitude (a,, |%) die Komponente von |¢) entlang |a,,r) ist. Die
Normierung des Zustandsvektors ergibt dann

g(n) g(n)
<¢’¢» =1 ::jz:jzz‘anm|2:ZEE:EE:‘<an7T‘w>

n r=1 n r=1

2
)

(IL.11)

19 Oder allgemeiner, bei Observablen mit einem teilweise diskreten und teilweise kontinuierlichen Spektrum, auf den
diskreten Anteil des Spektrums.
(1) der eigentlich nur bis auf einen Phasenfaktor e!® mit § € R eindeutig definiert ist.
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entsprechend der Aussage, dass die Summe der Wahrscheinlichkeiten ([[1.9al), irgendeinen Eigenwert
von A zu messen, 1 betrigt.

% Aus den Wahrscheinlichkeiten ([1.9a]) fiir die Einzelergebnisse folgt fiir den Erwartungswert der
Messwerte:

g(n) g(n) g(n)
Zzpnanfzz‘ an;ﬂw ‘ an*ZZ an,TW) Gnﬂ“W an*ZZ Wam an7r‘w>an
n r=1 n r=1 n r=1 n r=1

Dabei kann das Produkt aus den komplexen Zahlen (¢ |ay,,r) und (a,,r|1) als Matrixelement des
(Projektions-)Operator |ay,r)(an,r| zwischen dem Bra (¢| und dem Ket |¢). Unter Nutzung der
Linearitdt wird der Erwartungswert zu

g(n) g(n)
S S 6 n, ) (an, [ an = (9] (Zzanmn,man,w) ) = (] Al ),

n r=1 n r=1

wobei die Spektraldarstellung (I.65]) des Operators A anerkannt wurde. Somit findet man das dritte
Postulat (I1.7)) wieder.

Die Verallgemeinerung dieses Postulats auf den Fall einer Observablen mit einem kontinuierlichen
Spektrum wird spéter angegeben.

I.2.2 c Zustand des Systems nach einer Messun

Schlieflich beschéftigt sich das n#chste Postulat mit dem Effekt eines Messprozesses auf ein
quantenmechanisches System.

Postulat V:

Unmittelbar nach einer Messung der Observablen A mit Ergebnis a,, befindet sich

das System in einem Figenzustand zu A mit FEigenwert a, . (IL.12)

Diese Projektion des Zustandsvektors des Systems auf den Eigenraum zum gefundenen Eigenwert
wird Zustandsreduktion oder — im Rahmen der Wellenmechanik — Kollaps der Wellenfunktion
genannt.

11.2.3 Kompatible und inkompatible Observablen

In diesem Abschnitt sind A, B... Observablen, d.h. hermitesche Operatoren, auf einem Hilbert-
Raum 47, der einem bestimmten physikalischen System entspricht.

11.2.3 a Kompatible Observablen: vollstindige Satze

Definition: Zwei Observablen A und B auf einem Hilbert-Raum ¢ werden kompatibel genannt,
wenn sie kommutieren, d.h. wenn deren Kommutator gleich dem Null-Operator ist:

[ A und B sind kompatibel < [/Al, B] = 0. ] (I1.13)

Wenn A und B nicht kommutieren, werden sie als inkompatibel bezeichnet.

Bemerkung: Die in Gl. ([L.13) benutzte Notation 0 fiir den Null-Operator, der jeden Ket |¢)) € #
auf den Null-Vektor von .7 abbildet, ist ungewohnlich. Ublicherweise wird eher [A B] = ( geschrie-
ben, wobei die Null implizit mit dem Identitatsoperator von J# (oder eigentlich mit irgendeinem
Operator) zu multiplizieren ist.

Kompatible Observablen sind dadurch niitzlich, dass sie sich simultan diagonalisieren lassen. Das
heifst, dass man eine (Orthonormal)Basis von gemeinsamen Eigenvektoren zu den beiden Operatoren
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finden kann. Ein simultaner Eigenket zu kompatiblen Operatoren 121, B wird hiernach generisch mit
|anbm) bezeichnet:
Alanbpm) = apl|anbp) ,  Blanbm) = by |anbm) (I1.14)

Beweis: Sei {|a,)} eine Basis von Eigenvektoren zu A mit den Eigenwerten {a,}. Wenn A
und B kommutieren, gilt fiir alle |a,,), |a,) trivial (a,,|[A, B]|a,) = 0, wihrend eine direkte
Berechnung zu
(am | [A’ B} lan) = (am ‘AB|GH> - <@m|BA|an> = a:n<@m|B‘an> — an{am |B|an>
flihrt, d.h., unter Beriicksichtigung der Reellwertigkeit von a,,
(am|[A, Bllan) = (am — an){am|Blan).

Falls a,, # a,, soll somit (a,, | B|a,) = 0 gelten, d.h. B ist diagonalisiert.

Wenn |a,,) und |a,) orthogonale Eigenvektoren mit dem gleichen Eigenwert a,, = a,,, sind, d.h.
wenn a,, entartet ist, muss man im Eigenraum 47, zu a,, arbeiten. Darauf ist die Einschrénkung
fl\ s,, des Operators A proportional zur Einschrinkung der Identitit: fl| A, = andl| s,,- Dann
ist die Einschréankung von B auf dem Eigenraum hermitesch, so dass sie sich diagonalisieren
lasst. In einer Basis von J7;, , die B diagonalisiert, bleibt 121| s,, diagonal, d.h. beide Operator
sind nun simultan diagonal.

Dank der Existenz einer Basis solcher simultanen Eigenzusténde lassen sich die physikalischen
Grofen, die durch kompatible Observablen Aund B dargestellt sind, ,,gleichzeitig” an einem Zustand
messen.

Sei namlich |1) der urspriingliche Zustandsvektor des Systems. Nach einer ersten Messung von
A mit Ergebnis a,, ist das System laut dem Postulat in einem Eigenzustand |anby,,) zu A.
Dabei ist by, schon festgelegt, falls a, nicht-entartet ist; sonst befindet sich das System in einem
Zustand der Art |an(bm)) = >, ¢m|anbm), Linearkombination der Basisvektoren im Eigenraum
des Eigenwerts a,.

FEine darauffolgende Messung von B projiziert den Zustandsvektor auf einen Eigenvektor zu
B, der ein nicht-verschwindendes Skalarprodukt mit |a, (b)) haben soll [Postulat (L.9)]: dieser
Eigenvektor soll somit einer der Basisvektoren |a,by,) sein.

Eine erneute Messung von A an diesem Zustand wird wieder den Wert ay, ergeben und den
Zustandsvektor unverandert lassen. Diese drei sukzessiven Messprozesse mit deren jeweiligen Er-
gebnissen konnen wie folgt symbolisch dargestellt werden:

Messun Messun Messun
) 1) B Janbi) "8 e Janbi)
von A von B von A

Vollstandiger Satz kommutierender Observablen
Sei jetzt eine Menge von Observablen AW, A®) . AM) it den folgenden Eigenschaften:

e Die Observablen kommutieren paarweise, d.h. [A(i),fl(j)] = 0 fiir alle 4, j. Dann lassen sich
die M Operatoren simultan diagonalisieren.

e Jeder gemeinsame Eigenvektor \aﬁ,}b) a7(12) . ..al(,M)> ist durch die Angabe der Eigenwerte a%),
ag), ceey aé,M) eindeuti festgelegt. Anders gesagt sind alle gemeinsamen Eigenrdume von

Dimension 1.

Eine solche Menge wird wvollstindiger Satz kommutierender (oder kompatibler) Observablen (kurz:
v.5.k.0.) genannt.

11.2.3 b Inkompatible Observablen und Unbestimmtheitsrelation

Im Fall inkompatibler Observablen /Al, B kann man keine Basis von simultanen Eigenvektoren
finden, wie sich ad Absurdum tiberpriifen lasst.

(12) 5

wie immer bei Kets, bis auf einen Faktor e'°.
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Beweis: Sei angenommen, dass eine gemeinsame Basis {|a,by,)} von J€ existiert. Dann gilt fiir
jeden Basisvektor |a,b,,) einerseits

AB|anbm> = A(bm |anbm>) = anbm |anbm>

und andererseits
BAlanbm) = B(an|anbm)) = bman|anby),
d.h. insgesamt
[121, B] |anbm) = anbm|anbm) — bman|anbm) = |2).

Somit schickt der Operator [121, E] alle Vektoren einer Basis auf den Nullvektor |&), was einfach
bedeutet, dass [/1, B] der Null-Operator ist — d.h. die Observablen miissten kompatibel sein.

Dementsprechend wird eine Messung von B im Allgemeinen ein in einem Eigenzustand von A
prapariertes System ,stéren” und auf einen Eigenket von B projizieren, der nicht mehr Eigenzustand
zu A ist.

Varianz einer Observablen

In der Tat ist es sogar moglich, eine untere Schranke fiir das Produkt der Varianzen der jeweiligen
statistischen Verteilungen der Messwerte von zwei Observablen, die am gleichen Zustandsvektor
gemessen werden. Fiir eine Observable A wird diese Varianz im Zustand |1) als

2 P AU IR
<(A¢A) >¢ = <(A — (A)yLy) >¢ (I1.15a)
definiert. Indem man die Erwartungswerte im Zustand [v) explizit schreibt, lautet dies noch
2 5 s 2
((QpA)) = (] (A~ (L)L) |v). (I115b)
Anhand einer einfachen Berechnung iiberpriift man, dass sich diese Varianz auch in der Form
A 2 A A A A
((BpAf) = (A2 — (A} = I 210) - (w|A])? (11.16)
umschreiben lasst.
Das Ausmultiplizieren des Quadrats in der Definition gibt
e\ /A2 oAy A ACE
<(A¢A) >w - <A 2A) A + <A>wnﬁ>¢.
Dank der Linearitdt des Erwartungswerts wird diese Gleichung zu
((B4d)) =A%)y —2(A)s(d)y + (A {Hr )y = (47)y —24A)] + (A ().
Das gesuchte Resultat folgt dann aus (i, ), = 1, unabhiingig vom Ket [1)) O

Die Varianz der Observablen A im Zustand |1) ist ein Maf fiir die statistische Streuung der
Messwerte von A um den Erwartungswert (A ), wenn die Messungen am Zustand |v) durchgefiihrt
werden:

e Wenn [9) ein Eigenvektor zu A mit dem Erwartungswert a,, ist, ist er auch Eigenvektor zu A?
mit dem Erwartungswert afb, so dass (A)y = ay und (A?),, = ai und daher ((AyA)?), =0
gelten.

e Umgekehrt ist die Varianz (A, A)?),, eine nicht-negative Zahl, wenn |) kein Eigenvektor zu
A ist, sondern eine Linearkombination Y ¢, |a,) davon. Es gelten némlich (A)y, = 3 ppan, —
wobei p, = |¢,|* die Wahrscheinlichkeit ist, den Eigenwert a,, zu messen [Postulat ([L.9)] —
und (A?),, = > pna?, und eine Variante der Cauchy—Schwarz-Ungleichung gibt

1/2 1/2
‘anan S(Zmﬁ) <an> ,

was unter Berticksichtigung der Normierung >, p, = 1 genau (A), < \/(A%)y ist.
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Bemerkungen:
+ Da die Eigenwerte {a,} von A reell sind, sind solche von A2 — die Quadrate {a2} — alle
nicht-negativ.

* AWZl =A-— <A>¢]Al)gj ist eine ,zentrierte Observable®, deren Erwartungswert 0 ist.

x Die Varianz ist ein statisches Konzept und hat deshalb nichts zu tun mit der Auflésung von
Messapparaten. Zur experimentellen Bestimmung von ((Aw/l)2>w sollen (idealerweise unendlich)
viele Kopien des physikalischen Systems im gleichen Zustand |v¢) prapariert werden, an denen A
gemessen wird. Auch wenn der Messapparat unendlich scharf ist, wird die Prozedur eine endliche
Varianz liefern, falls |1)) kein Eigenzustand zu A ist.

Unbestimmtheitsrelation
Seien A und B zwei Observablen. Das Produkt ihrer Varianzen geniigt der Heisenberg’sche
Unbestimmtheitsrelation (oder Unschdrferelation)

<(A¢A)2>w <(A¢E)2> %K[A B] >w‘2'] (1.17)

Bemerkung: Die untere Schranke auf der rechten Seite dieser Ungleichung wird auch oft anders
geschrieben, vgl. den folgenden Beweis.

Beweis der Unbestimmtheitsrelation (I1.17): R R
Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung ([.40) mit [a) = AyA|¢) und |b) = AyB|y), wobei 1)
eigentlich beliebig ist, lautet

(BpA))p((ApB))y > 1A, AN BIY)[* = Ay AL, B), [, (IL18)

wobei die Hermitizitéit von Ay A benutzt wurde, um (a| = ()| Ay A zu schreiben. Der Term auf
der linken Seite dieser Ungleichung ist schon der gleiche wie in Gl. (I1.17]). Der Operator des
Terms auf der rechten Seite lésst sich wie folgt umschreiben:

~ N 1 A N 1 ~ .
ApAAGB =5 [AyA,AyB] + §{AwA, AyB} (I1.19)

wobei [b, 8] = b — b bzw. {b,f} = bt + b den Kommutator bzw. Antikommutator zweier
Operatoren (oder Matrizen) bezeichnet Wenn b und £ hermitesch sind, was hier der Fall der
Observablen Ay A und Ay B ist, ist deren Antikommutator offensichtlich hermitesch:

(.8 =g+ 40T =4TbT +oT 4T = b+ 8 = {80} = {b,4}

dagegen ist deren Kommutator antihermitesch:

b.e]f = (bt — b)) =o" b st =4p —bg = [8,0] = —, 8.

Laut GL und der darauffolgenden Bemerkung sind daher die diagonalen Matrixelemente
{ALA, AwB}M, und ([Ay A, Ay Bl)y jeweils reell und rein imaginér, woraus

(AuAnyB) [ = ZI(1AA AuBl)y + ({8pA, Ay BY) [
= L1804 A B[ + 1 [({AuA, AyBY ),

folgt, d.h.
1 A A
(ApAA,B)u|" = Z[(1AsA Ay B[, (11.20)

weil der andere Summand nicht negativ ist.

(13 Der Antikommutator wird oft auch mit [b, ]+ bezeichnet, um Verwechslung mit der Poisson-Klammer zu vermei-
den.

(©)W. HEISENBERG, 1901-1976
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Dann gilt definitionsgemiif [AyA, AyB] = [A — (A)y 10, B— (B) 4], was unter Nutzung der
Linearitdt des Kommutators und der Tatsache, dass der Identitédtsoperator mit jedem Operator
kommutiert, zu [AyA, Ay, B] = [A, B] fithrt. Daraus folgt ([AyA, AyB])y = ([A, B])y, was mit
Ungleichung und Gl. ([I.20) zum gesuchten Ergebnis fiihrt. O
Da das Matrixelement des Kommutators auf der rechten Seite der Unbestimmtheitsrelation rein
imaginér ist, wird diese rechte Seite auch in der Form

o (A
S, B = |2

geschrieben, wobei der Betragsquadrat eigentlich durch ein Quadrat ersetzt werden kann.

2

Wenn A und B nicht kommutieren, existiert immer ein Ket [4), fiir welchen ([A, B] )y ungleich
Null ist. Dann ist der Term auf der rechten Seite der Ungleichung grofer Null: wenn man
die Varianzen <(A¢A)2 )y und <(A¢B)2 )y misst — auch mithilfe perfekter, unendlich scharfer Mes-
sapparate —, wird man ebenfalls streng positive Ergebnisse finden, deren Produkt der Ungleichung
geniigen wird. Dabei werden die zwei Varianzen typischerweise aus unterschiedlichen Kopien des in
|1)) préparierten Systems gewonnen, d.h. die Messungen sind genau gesagt nicht ,gleichzeitig —
und die Ungleichung besagt nichts iiber die Schérfe der Messungen.

Ein beriithmtes Beispiel von Unbestimmtheitsrelation ist die Ort-Impuls-Unschérferelation, bei
der A bzw. B der Orts- bzw. Impulsoperator ist, die sich auch im Rahmen der Wellenmechanik

herleiten lasst (vgl. Abschn. [II1.3.3 bj).
Weitere Beispiele im Spin—%—System werden hiernach in Abschn. [[1.3.3| angegeben.

Als Beispiel wird auch noch eine Energie-Zeit-Unschérferelation oft erwidhnt. Dabei ist aber
aufzupassen, dass es in der Quantenmechani keinen Zeitoperator gibt — Zeit ist ein Para-
meter. Daher kann es kein Sonderfall der Unbestimmtheitsrelation sein. Stattdessen ist
diese Unschérferelation eher eine Aussage heuristischer Natur, wihrend die Ungleichung
ein (bewiesenes!) Theorem ist.

lllustration der Postulate anhand des Spin-%-Systems

11.3.1 Hilbert-Raum und Orthonormalbasis fur das Spin-%-System

In einer Messung kann der Spin-Zustand entlang einer gegebenen Richtung immer nur maximal
zwei Werte annehmen. Dazu sieht es unmoglich aus, die Spin-Komponenten entlang unterschiedlicher
Richtungen gleichzeitig zu messen. Dementsprechend kann man zunéchst versuchen, die moglichen
Spin-Zusténde als Kets eines zweidimensionalen Hilbert-Raums 7 darzustellen.

Am Ausgang der Messung des Spins entlang einer irgendeiner Richtung kommen zwei méogliche
Spin-Zustédnde mit Komponente +#/2 oder —h/2. Jedes Paar solcher Zustdnde konnte als Basis
des Hilbert-Raums dienen. Traditionell werden die zwei Zustédnde gewahlt, die in einer Messung
der z-Komponente des Spins prépariert werden; die entsprechenden Zustandsvektoren bzw. die
Orthonormalbasis von 5 werden hiernach als

(155),15.)) = 2. (I1.21a)
bezeichnet, wobei die Vektoren auf 1 normiert und orthogonal zueinander sind:
(ST|1SH) =(S;|S;)=1 und (S]|S.)=0. (I1.21Db)

Die Zerlegung eines beliebigen Kets des Hilbert-Raums auf dieser Basis lautet
) = as]S) +a_|S5) (11.22a)

(Sowohl in der nicht-relativistischen als in der relativistischen Quantenmechanik bzw. in der Quantenfeldtheorie.
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oder dquivalent in Matrixdarstellung

|1) = <a+> in der Basis 4., (I1.22b)
o

wobei die zwei komplexen Zahlen ay = (SF|v) die Normierungsbedingung
W) =1=]ar]*+ Ja_| (11.22¢)

erfillen miissen.

11.3.2 Spin-Operatoren

II.3.2 a 2-Komponente des Spins

Der Spin-Operator in z-Richtung S, lisst sich aus seiner Spektraldarstellung folgern. Da seine
Eigenzustinde die Basisvektoren |S7), |S;) mit jeweiligen Eigenwerten +%/2, —h/2 sind, ergibt
Gl. (I.65))

5. = SI8T)ST] - 515750, (11.230)

Dies entspricht in der Basis %, der diagonalen Matrixdarstellung

h

5 0

(2) h) : (I1.23b)
2

11.3.2 b x-Komponente des Spins

Den physikalischen Zustédnden mit bestimmter Komponente des Spins entlang der z-Richtung
werden Zustandsvektoren |S;), |S; ) des Hilbert-Raums zugeordnet.

In der Basis 4, lisst sich |S;) geméf Gl. ([I.22a) in der Form
S5) = o |ST) +a-|S) mit ap=(ST[S]), am = (SIS

und der Normierungsbedingung |as > + |a_|*> = 1 schreiben. Dabei folgt aus dem Versuch des
§[I1.1.2 bjund dem vierten Postulat (I1.9), dass der Betragsquadrat der Wahrscheinlichkeitsamplitude
(ST1S7) gleich 1 sein soll: .
2
(SIS =l P =
Dies gibt sofort |a_|? = 1— |a;|? = 4, d.h. ay und a_ sind komplexe Zahlen mit Betrag 1/v/2, so
dass | S;") der Form
ei51
V2

mit reellen Zahlen d;, d5 ist. Dabei ist !9 ein globaler Phasenfaktor, der keine Rolle spielt, denn
Zustandsvektoren sind bis auf einen solchen Faktor definiert. Somit kann man §; = 0 setzen.

|152) (155) +e'2[52))

Dann wahlt man konventionell auch d9 = 0 — diese Wahl ist dquivalent zur Entscheidung,
welche Richtung in der zur z-Richtung senkrechten Ebene die z-Richtung sein soll —, d.h.
1 _
1S5y = —=(]SH) +15.)). (I1.24a)

V2
Der andere Zustandsvektor mit bestimmter z-Komponente des Spins, |S; ), ist normiert:
(57 19:) =1,

und soll orthogonal zu |S}) sein:
(5 157) =0,
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denn beide Zustédnde sind Eigenvektoren zu einem hermiteschen Operator (S’m) Ein Ansatz, der
diesen Bedingungen geniigt, ist .
V2
Dieser Ket kénnte noch durch einen Phasenfaktor ¢!’ multipliziert werden, der aber irrelevant fiir
die Physik ist, und somit weggelassen wird.

Anhand der Eigenzusténde |S;), |S, ) ldsst sich die Spektraldarstellung des Spin-Operators in
z-Richtung schreiben:

15:) = —=(155) = 152)). (I.24b)

. h Dy e
Sz = 515 )8z | = 515 (S5 |-

Um diesen Operator in der Basis %, der Eigenzustidnde zu S. zu schreiben, kann man die Aus-
driicke (II.24al), (II.24b) benutzen:
A hl 1 1 Al 1 1
Sy == |—=(|SH) +|S; H ST+ (S, ]—[ SHYy —|So M ST —(S: |-
2\/§(|z> 152)) ﬁ(<z| (S:1) 2\/§(IZ> 152)) \/5(<z| (S71)

Das Ausmultiplizieren der (duferen) Produkte aus Kets und Bras ergibt nach Vereinfachung

Se = R(1S5(Sz |+ 185)(521), (1L.25)

entsprechend in der Basis %4, der Matrixdarstellung

. 0 o
Se={, 2. (I1.25b)
b

An dieser Darstellung sieht man sofort den schon in Gl. ([I.3)) bestimmten Erwartungswert von S,

im Zustand |S):
) <1>
-0,
0
I1.3.2 c y-Komponente des Spins
Schlieklich konnen wir die Zustandsvektoren |S,7), | S, ) entsprechend Zustéanden mit bestimmter
y-Komponente des Spins sowie den Operator S, herleiten.

(Su)gr = (ST18.157) = (1 0)(

wobei das dritte Postulat (I1.7)) benutzt wurde.

s O
O ol

Die Herangehensweise ist die gleiche wie im letzten Paragraph. Diese Zustédnde lassen sich auf
der Basis 4, zerlegen:

|Sy) = ar]SF) +a_|S7) mit ay=(STIST) . a = (S/[S)) . las]’ +]a_? =1,
1S,y = B4|ST) +B-1ST) mit Bi = (STIS;), B =(STIS;), B+ + 8- =1.

Dabei kann man fiir die Komponenten a4 und g4 positive reelle Zahlen wihlen, weil die globale
Phase der Kets |SJ ), |18, ) irrelevant ist. Die zwei Vektoren sollen senkrecht aufeinander sein, denn
sie entsprechen physikalischen Zusténden, die sich ausschliefsen:

(S, 18 =Bray + - a=0.

Die y-Richtung ist orthogonal auf die z- und 2z-Richtungen, genau wie die z- und z-Richtungen
senkrecht aufeinander sind. Dementsprechend ist die Wahrscheinlichkeit, in einer Messung von S
oder S, am Zustand [S;) (oder an [S,)) den Wert +-1/2 zu finden, gleich 3 — wie in der Messung

von S, am Zustand |S;) im Versuch des §[I1.1.2d, Unter Beriicksichtigung des vierten Postu-
lats (TL.9) heift das, dass die Wahrscheinlichkeitsamplituden (S |S,") oder (S;|S,") das Betrags-

quadrat % haben: .
(STISHP =02 =,
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wobei die Konvention oy € R benutzt wurde, und, dank der Zerlegung ([1.24a)) von |S;F) auf der

Basis 4, )
1 1

1 , 1
—aL + —=a_| =Z|lart+a | =<
NG glow ta-l=3

Diese Anforderungen und die Normierungsbedingung | |2 + |a_|> = 1 fithren zu ay = 1/4/2 und
a_ = +i/ V2, wobei konventionell a_ = i / V2 gewihlt wird:

2
(ST 1Sy =

1
V2
Daraus folgt dann fiir den anderen Zustandsvektor mit bestimmter y-Komponente

1
V2

Der Operator S'y lasst sich ausgehend von seiner Spektraldarstellung

|S5) = —=(1SF) +i]57)). (I1.26a)

15,) = —=(155) ~il5.)). (11.26D)

. h Ry ae
Sy = 515708y | = 515,y |
herleiten. Unter Nutzung der Ausdriicke (II.26a)) und (II.26b|) findet man
A h
Sy =15 (1900271 = 152)(S 1), (IL.27a)

entsprechend in der Basis %4, der Matrixdarstellung

R 0 —il
g, = <'h 12) . (I1.27b)
1§ 0

Sowohl bei diesem Operator als bei den Eigenzustdnden treten komplexe (sogar rein ima-
gindre) Komponenten in der Basis % auf: der Vektorraum der Zustdnde des Spin—%—Systems ist
ein komplexer Raum, in dem auch die Kets mit komplexen Komponenten physikalisch relevante
Zustande darstellen.

I1.3.2 d Spin-Komponente entlang einer beliebigen Richtun
Sei &g, der Einheitsvektor im Ortsraum in Richtung (6, ), wobei § und ¢ die iiblichen Polar-

und Azimutwinkel eines Kugelkoordinatensystems sind Mithilfe dessen kartesischen Komponenten
(sinf cos ¢, sin O sin ¢, cos §) und der drei Spin-Operatoren S, Sy, S, kann man einen Operator

S(GW) =€) S =9, sin6 cos w+ S'y sinfsin ¢ + S, cos (I1.28a)
definieren, dessen Matrixdarstellung in der Basis 4,
A h{ cosf e ¥sinh
S ~ 11.28b
0:9) = 3 (e“" sinf  —cosf ) ( )

lautet. Die Eigenvektoren zu diesem Operator sind die Zustéinde mit bestimmter Spin-Komponente
+h/2 oder —h/2 entlang der Richtung von €y ), und zwar

0 ; 0 cos &
|55 ) = cos - |ST) +e¥sin-|S]) = (i -2(9)7 (11.29a)
(0,) 2 2 e(pslni
187 ) = sin 01 SF) — €% cos 287 = < sin ) (I1.29b)
0 - o z - 9 z = i 4] ) .
(6:) 2 2 —e'¥ cos §

wobei noch einmal eine positive reelle Komponente entlang |S7) gewihlt wurde.
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11.3.2 e Aufsteige- und Absteigeoperator

Auf dem Hilbert-Raum des Spin—%—Systems werden noch zwei Operatoren durch
Sy =8, +iS, (11.30a)
definiert.

Im Gegensatz zu den Spin-Operatoren S, S’y, S, oder 5’(9,@) sind diese Operatoren nicht her-
mitesch. Genauer priift man sofort, dass

(8:)F=5-.
Aus den Spektraldarstellungen , von S, und Sy folgt
Sy =hISINST| S =h|S)(ST. (I1.30b)
Dabei handelt es sich aber nicht um die Spektraldarstellungen von S’Jr und S_ — diese Operatoren

sind nidmlich nicht diagonalisierbar! In der Basis %, lautet deren Matrixdarstellung

. 0 & . 0 0
Sy = S_ = : 11.30
=) =0 0) 300

Der Operator Sy bildet den Zustand |S;) auf |ST) ab, d.h. er erhoht die z-Komponente des
Spins um eine Einheit von A, weshalb er Aufsteigeoperator genannt wird. Der Zustand mit maxima-
lem Spin, |S;), wird auf den Null-Ket |&) abgebildet.

Wiederum ist S_ der Absteigeoperator, der den Spin-Zustand in z-Richtung um 1 (in Einheiten
von h) vermindert.

11.3.3 Kompatible und inkompatible Observablen

Die verschiedenen Spin-Operatoren des vorigen Abschnitts[II.3.2|lassen sich anhand der Paul

Matrizen
__ (01 _ (0 —i ___(1 0

einfach umschreiben, indem man die letzteren als die jeweiligen Matrixdarstellungen von Operatoren
Oz, Oy, 0, in der Basis %, betrachtet. Offensichtlich gilt ndmlich

5 h
5y = 5@ firi =x,y,z2. (I1.32)

Diese Matrizen bzw. die damit assoziierten Operatoren geniigen einige einfachen Beziehungen,
die hiernach aufgelistet werden.

e Die Pauli-Matrizen sind hermitesch, unitdr (mit Determinante —1) und spurlos.

Diesen Eigenschaften bedeuten, dass die Eigenwerte einer Pauli-Matrix o; reell sind (Her-
mitizitit), dass deren Betrag 1 ist (Unitaritéit) und deren Summe Null (Spurlosigkeit), d.h.
diese Eigenwerte sind +1 und —1 — entsprechend nach Multiplikation mit /2 [Gl. (II.32)]

den zwei moglichen Eigenwerten von Spin-Operatoren.

e Das Produkt zweier beliebiger Pauli-Matrizen lasst sich kurz als

3
0j0j = 51']' 1, —i—iZeiijk (11.33)
k=1

(»)W. PauLl, 1900-1958
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fur alle i, j € {1,2, 3} schreiben, wobei 1, die 2x 2-Identitatsmatrix und e;;, das vollig antisym-
metrische Levi—CivitSymbol bezeichnet. Insbesondere erfiillt jede Pauli-Matrix (0;)? = 1o,
was mit der Hermitizitat O';r = ¢0; die Unitaritat ausdriickt.

e Aus GI. (I1.33) folgt einerseits der Kommutator zweier Pauli-Matrizen

3

03,051 =21 ) _ €iju0% (I1.34)
k=1

fir alle i,7 € {1,2,3}, der die in §[II.3.3 b| diskutierte Kompatibilitit von Spin-Operatoren

bestimmt;
e und andererseits der Antikommutator
{0i,0j} =0i0j+0j0; =281 (I1.35)
fir alle 4,5 € {1, 2, 3}.

Ausgehend von den Pauli-Matrizen (II.31)) und von einer Orthonormalbasis (€1, €2,€3) des drei-

dimensionalen euklidischen Raums wird noch der Pauli- Vektor
0 =016, + 026 + 0363 (11.36)

definiert, mit dessen Hilfe sich die hermitesche 2 x 2-Matrix a'oy + a?09 + ao3 kurz als

1 2 .3

v o 1 9 3 a a® —ia
ia-d=a +a +a = 11.37
7 o1 o2 3 <a2 +1iad —al ) ( )

schreiben lisst, wobei @ = a' & + a?& + a3&5. Insbesondere kann der Spin-Operator entlang einer
beliebigen Richtung (II.28]) durch den Pauli-Vektor ausgedriickt werden.

Bemerkungen:
x Aus den Vertauschungsrelationen ([1.34)—(I1.35|) folgt fir alle Vektoren d, b die Identitit

@-3)b-3)=(d-b)1y+i(@xb)-é (11.38)

x Die allgemeinste hermitesche 2 x 2-Matrix kann mithilfe des Pauli-Vektors und der zweidimen-
sionalen Identitatsmatrix als

a’+a' a®—id® 0 L.
H = 9 . .3 0 | =alat+a-o
a” +1a a’ —a

geschrieben werden, wobei a = 2Tr H ist.

I1.3.3 b Kompatibilitét der Spin-Operatoren
Aus der Beziehung ([1.32) und dem Kommutator ([I.34]) folgt sofort der Kommutator von zwei

der Spin-Operatoren entlang der z-, y- oder z-Richtungen:

3
(55,951 = i8> €ijSh (11.39)
k=1

fir alle 4, j € {x,y, 2}.

(DT, Levi-CIviTa, 1873-1941
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Daher sind die Observablen fiir die Spin-Komponenten entlang zwei unterschiedlicher Richtungen
immer inkompatibel, so dass zwei solche Komponenten nicht simultan festgelegt werden kénnen, wie

in den Versuchen der §[IL.T.2H}-{IT.1.2d]

Sei angenommen, dass viele Kopien des Spin—%—Systems im Zustand |S}), Eigenzustand zum
Eigenwert +5/2 des Operators S, pripariert wurden. Die Messung der Spin-Komponente entlang
der z- bzw. y-Richtung an diesem Zustand ergibt den Erwartungswert [vgl. Postulat (I1.7))]

(ST18.18F) =0 baw. (SF]S,|8F) =0.
Die durch GI. ([I.15]) definierten jeweiligen Varianzen dieser Messungen sind

. . R A h? . h?
((Bs8af'), = (8o = (Sedsson '), = (ST182183) = (ST T w85 =

und auf dhnliche Weise 2
4 N\2
<(ASZ+Sy) >s;r T4
Daher lautet die linke Seite der Unbestimmtheitsrelation ([1.17)) in diesem Fall
& \2 & \2 h
<(ASJSZ) >sj <(A5j5y) >Sj T 16

Wiederum ist die rechte Seite der Unbestimmtheitsrelation durch

1(/ca A 2 1,4 h?, -
1‘<[S~”?’Sy]>sj :Z|<IHSZ>S+2 7 (52 )g

z - 4

gegeben, wobei der Erwartungswert (S, >Sj gleich +h/2 ist, d.h.
L /ra & A

ZK[SI’S?/DS;‘ T 16

Somit ist die Heisenberg’sche Unbestimmtheitsrelation ([I.17]) erfiillt — in diesem Fall gilt sogar das
Gleichheitszeichen.

2

Zeitentwicklung eines quantenmechanischen Systems

Dieser Abschnitt befasst sich mit der Beschreibung der Zeitentwicklung eines quantenmechanischen
Systems. Sei 47 der passende Hilbert-Raum, dessen normierte Vektoren die physikalischen Zusténde
darstellen. Mit der Zeittranslation wird ein Operator auf J# assoziiert, der einem Zustandsvektor
des Systems zu einer gegebenen Zeit einen zweiten Zustandsvektor zuordnet, der den Zustand des
Systems zu einem anderen Zeitpunkt darstellt (Abschn. . Dieser Operator, sowie der zeit-
abhéangige Ket, der den Zustand des Systems zu sukzessiven Zeitpunkten darstellt, geniigt einer
linearen Differentialgleichung, die in Abschn. ausgehend von den Eigenschaften des Operators
hergeleitet wird.

11.4.1 Zeitentwicklungsoperator

Sei tg ein beliebiger Bezugszeitpunkt und ¢ ein anderer Zeitpunkt, egal ob t < tg oder t > tg.
Zu to wird der physikalische Zustand des Systems unter Betrachtung durch den Ket |9 (ty)) €
dargestellt, und zur Zeit ¢, durch |(t)). Der Zeitentwicklungsoperator U(t, ty) zwischen to und ¢ ist
so definiert, dass er den Vektor |¢(tp)) auf den anderen Ket | (¢)) abbildet:

[ 1v) = d.10)1p00)). | (1L40)

Das heift, U(t,to) ist eine Abbildung von . nach .
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Bemerkungen:

x Sprachlich sagt man gerne, dass sich der Zustandsvektor unter der Wirkung von U (t,to) ,von tg
bis t“ entwickelt, auch wenn ¢ < ¢y gilt.

x Fir t = ¢ fithrt Gl. (I1.40]) offensichtlich zur Bedingung
Ulto, to) = 1. (11.41)

11.4.1 a Eigenschaften des Zeitentwicklungsoperators

Um die grundsétzliche Linearitdt der Quantenmechanik zu respektieren, soll der Zeitentwick-
lungsoperator fiir jeden Bezugszeitpunkt tp und jede Zeit t linear sein: fiir alle A € C und |x1),
|x2) €  soll

Ut to) (Ix1) + Alxa)) = Ut to) [x1) + AU, to) [ x2). (I1.42)
gelten. Wenn |x1) und |x2) die Zustandsvektoren zur Zeit ¢y fiir zwei mogliche Zeitentwicklungen
des Systems darstellt, |x1) = |¥1(to)) und |x2) = |¥2(to)), so stellt |x1) + Alx2) = |¥3(to)) den
Zustandsvektor einer dritten moglichen Geschichte dar, und die Linearitét bedeutet, dass
die Beziehung |13(t)) = [1¥1(t)) + A2 () zu jeder Zeit ¢ giiltig bleibt.

Um die gewiinschte physikalische Bedeutung zu haben, sollte der Zeitentwicklungsoperator auch
eine Transitivititseigenschaft erfiillen, und zwar

Ul(ta, to) = Ult, t1)U(t1, L) Vo, b1, to. (I1.43)

Eine dritte Eigenschaft des Zeitentwicklungsoperators U (t,to) ist dessen Unitaritét. Diese folgt
einfach aus der Linearitdt sowie aus der Definition (I1.40): da [ (o)) und |¢(¢)) auf 1 normiert
sind, ist U(¢,to) ein linearer Operator, der die Norm invariant ldsst, d.h. laut §|[.1.3 d| ein unitérer

Operator: ) N ) . .
U(t, o) UL, to) = UL, to) U(t, o) = 1. (I1.44)

Schlieflich wird vom Zeitentwicklungsoperator gefordert, dass er stetig und sogar kontinuierlich
differenzierbar beziiglich seiner zwei Argumente ist. Mathematisch sind diese Bedingungen notig
fiir die Herleitung der durch U(¢,to) erfiillten Differentialgleichung in Abschn. Physikalisch
bedeutet die Kontinuitét relativ zum ersten Argument, dass der Zustandsvektor |1 (t)) keine Spriinge
macht.

Bemerkung: Die letztere Anforderung widerspricht offensichtlich dem Postulat der Zustands-
reduktion. Eigentlich soll das Postulat nur eine Vereinfachung des Messprozesses darstellen: in einer
genaueren — aber nicht unbedingt immer explizit formulierbaren — Beschreibung des Prozesses
soll sich der ,Zustandsvektor des gekoppelten Systems bestehend aus dem gemessenen quanten-
mechanischen System und dem Messapparat kontinuierlich entwickeln.

I.4.1 b Infinitesimaler Zeitentwicklungsoperator
Der durch GI. (I1.40) definierte Operator verschiebt das System in der Zeit. Da der ,,Parameter

t — to solcher zeitlichen Verschiebungen kontinuierliche Werte annehmen kann — ¢ — {5 € R —,
lohnt es sich, infinitesimale Zeitentwicklungen zu betrachten, z.B. von tg bis ¢ + dt.
Wegen der angenommenen Kontinuitat des Zeitentwicklungsoperators gilt
lim U(t,t) = 1 11.45
Jim U(E, to) = L, (I1.45)
was bedeutet, dass unmittelbar vor (falls ¢ — t;) oder nach (fiir t — ¢{) to das System in einem
Zustand ist, der unendlich nah an |1 (tg)) ist.
Als néchstes kann man fiir den Zeitentwicklungsoperator von g bis tg+dt, wobei dt infinitesimal
klein sein soll, die zwei ersten Terme einer Taylor-Reihenentwicklung schreiben:
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U(to+dt, o) = Ty — iQ(to) dt + O((dt)?), (11.46)

mit einem linearen Operator €)(tg) auf 7. Dabei soll das Produkt aus |d¢| und dem Betrag jedes
Matrixelements (zwischen Vektoren irgendeiner Basis) von Q(tg) klein gegen 1 sein, damit der zweite
Term viel kleiner als der erste ist.

Nun kann man den hermitesch konjugierten Operator

U(to+dt, to)T = 1y +iQ(to)T dt + O((dt)?)
betrachten und dessen mit U (to+dt, ty) schreiben:
U(to+dt, to) U(to+dt, o) = L +1(Qto)T — Q(to)) dt + O((dt)?).

Die Anforderung Z)(t0+(f}t,to)TL?(to+dt,to) = 1, ist erfiillt, vorausgesetzt Q(to)T = Q(to) gilt,
d.h. wenn der Operator 2(¢p) hermitesch ist, was im Nachhinein die Einfiihrung des Faktors i in

Gl. (I1.46)) begriindet.

Definiert man einen neuen hermiteschen Operator iiber H (ty) = h{)(to), so lautet der infinitesi-
male Zeitenwicklungsoperator

U(to+dt, to) ~ 1p — %Fl(to) dt, (11.47)

wobei die Terme O((dt)?) weggelassen wurden. H(to) heift Hamz'lto Operator des Systems.

Unter Betrachtung der physikalischen Dimensionen von d¢ und £ findet man, dass H(to) die
Dimension einer Energie hat.

11.4.2 Schrodinger-Gleichung

Anhand der Eigenschaften des Zeitentwicklungsoperators und der Form ([I.47) fiir eine infinite-
simale Zeitentwicklung kann man nun eine Differentialgleichung fiir U(¢,¢p) und dadurch fiir [¢(¢))
bestimmen.

11.4.2 a Zeitentwicklung des Zeitentwicklungsoperators
Die Transitivitatseigenschaft ([1.43)) mit ¢t; = ¢ und t5 = ¢t + dt lautet

~ ~ ~

U(t+dt, to) = U(t+dt, 1) U(L, to).

Dabei ist die Zeitentwicklung von ¢ bis ¢ + dt infinitesimal, so dass sich der zugehérige Operator

gemif Gl. ([1.47) als
U(t+dt, to) = <ﬂjf — %f[(t) dt)sz(t, to)

schreiben ldsst. Nach Ausmultiplizieren der Terme auf der rechten Seite und einfachen Berechnungen
kommt . .
U(t+dt, to) — UL, to)
dt
Betrachtet man nun den Limes dt — 0, so dndert sich die rechte Seite nicht, wéhrend der Beitrag
der linken Seite die partielle Ableitung des Zeitentwicklungsoperators nach dessen ersten Argument
liefert. Nach einfacher Umschreibung ergibt sich die Schr(')'dinge Gleichung

= —ihﬁ(t)a(t,to).

maz;’gﬁ = H(t)U(t, to), (11.48)

d.h. eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung.

W. R. HAMILTON, 1805-1865 )E. SCHRODINGER, 1887-1961
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I1.4.2 b Zeitentwicklung von Zustandsvektoren
Man kann problemlos beide Seiten der Gl. (I1.48) mit dem Zustandsvektor |1(tp)) multiplizie-

ren — d.h. die Operatoren auf beiden Seiten der Gleichung auf jenen Ket anwenden:

o OUt, to)w( to)) = H(t)U(t, to) |1 (o).

Dabei kann man [¢(¢9)) im linken Glied in die partielle Ableitung hineinziehen, weil |4 (%)) zeitun-
abhéngig ist. Dann tritt sowohl auf der linken als auf der rechten Seite U(¢,t0) |1 (to)) = |¢(t)) auf,
was zur Schrédinger-Gleichung

lhahgit)) = H(t) |1(t)) (11.49)

fir den Zustandsvektor fihrt.

Bemerkungen:

x Dabei konnte man eine totale Zeitableitung anstatt der partiellen Ableitung schreiben, denn
|1(t)) héngt hier nur von einer Variablen ab. Traditionell wird aber die Notation mit einer partiellen
Ableitung benutzt, vgl. auch die Bemerkung unten Gl. (I1.60]).

x Die Gleichung ([1.49) wird auch zeitabhdingig — weil sie die Zeitentwicklung angibt! — und
verallgemeinert — im Vergleich zur Gleichung (III.1bf) der Wellenmechanik — genannt.

Im Fall eines zeitunabhéngigen Hamilton-Operators H ist die Schrédinger-Gleichung eine
lineare Differentialgleichung erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Die Losung zu dieser
Gleichung, die die Anfangsbedingung erfiillt, ist

i) = [—i(t - to)ﬁ]. (11.50)

h

Beweis: Taylor-Reihenentwicklung des Exponentials.

Falls H (t) explizit von der Zeit abhéngt... spater!

Ab jetzt ist, wenn nicht anders gesagt wird, der Hamilton-Operator automatisch zeitunabhéngig.

11.4.2 d Schrodinger-Gleichung in der Energiebasis

Die Zeitentwicklung eines Zustandsvektors | (¢)) nimmt eine relativ einfache Form an, wenn
|4(t)) auf der Basis der Eigenvektoren {|¢,)} zum Hamilton-Operator H zerlegt.

Diese sog. Energiebasis und die zugehorigen (moglicherweise entarteten) Eigenwerte {E, } erge-
ben sich, indem man die Eigenwertgleichung

[ #160) = Balsn | (IL51)

16st, die oft als stationdre Schridinger-Gleichung bezeichnet wird.

Sei angenommen, dass die Eigenvektoren {|¢,)} und Eigenwerte {E,,} bekannt sind. Dank der
Zeitunabhéngigkeit von H sind diese Eigenelemente auch zeitunabhéngig. Dann kann man einen
Zustandsvektor | (t)) als

an (6 |0(t) ch (O)|pn) mit  cn(t) = (n V(1)) (I1.52a)

schreiben. Insbesondere gilt zur Zeit tg
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= calto)én) mit culto) = (dn |¥(t0)). (11.52D)

Das Einsetzen des Ansatzes ([1.52a]) in die Schrodinger-Gleichung ([1.49)) gibt
ihzén(t)|¢n> = ch(t)ﬁ|¢n> = ch(t)En‘¢n>7
n n n

wobei die iibliche Notation ¢,(t) = dey,(t)/dt eingefithrt wurde. Das Skalarprodukt aus dem Bra
(¢m| und dieser Gleichung lautet

lhzcn ¢m’¢n = ch(t)En<¢m|¢n>v

was dank der Orthonormalitdtsbedingung (¢, |¢n) = Iy fiir die Eigenvektoren zum hermiteschen
Operator H zu
1hén (t) = Epncem(t) (I1.53)
fiir jeden Koeffizienten ¢, fiihrt. Die Losung dieser linearen Differentialgleichung mit der Anfangs-
bedingung ¢, (tp) ist einfach
em(t) = e (to) e 1) Em/h (I1.54)

woraus die Zeitabhéngigkeit des Zustandsvektors |1 (t)) folgt

Zcm to) e (=t Em/h gy (I1.55)

Dabei merkt man, dass der Betrag |c,(t)| zeitunabhéngig ist:
ealt)] = lenlto)] V.

Laut dem Postulat ( - ) bedeutet dieses Resultat, dass die Wahrscheinlichkeit, in einer Messung
der Observablen H am Zustand |1) den Eigenwert E,, zu messen, nicht von der Zeit abhéngt.

Schreibt man jetzt cp,(to)|dm) = (dm |¥(t0))|dm) = |dm){(Pm |1 (o)) und interpretiert man
dabei das Produkt aus Ket und Bra als der Projektor auf |¢,), so lautet Gl. (I1.55]) noch

() (Z o) ] ) i)

Aus dem Vergleich mit Gl. ([1.40)) folgt, dass der Term in Klammern genau der Zeitentwicklungs-
operator sein muss:

Ut to) = Ze“t 0 61 (b (I1.56)

was in der Tat die Spektraldarstellung der Form (II.50) ist.

Sei A ein diagonalisierbarer Operator mit Spektraldarstellung A = 3" ay, |ay)(a, | und f(z) eine
in z = 0 analytische Funktion der komplexen Variablen z. Wenn alle Eigenwerte {a,, } im Inneren
des Konvergenzkreises der Taylor-Reihenentwicklung in z = 0 von f(z) sind, kann man einen
Operator f(A) definieren, dessen Spektraldarstellung f(A) = S f(an)|an){(ay,| ist.

Gleichung stellt nur ein Sonderfall dieses allgemeinen Resultats dar.

11.4.3 Zeitentwicklung von Erwartungswerten

Sei A eine Observable, die nicht explizit von der Zeit abhéngt. Im Allgemeinen kénnte deren
Erwartungswert im Zustandsvektor |1 (t))

A~

(A)yry = (WO Alo() (IL.57a)
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von der Zeit abhidngen. Traditionell wird diese Zeitabhingigkeit mithilfe der Notation
(A)y(t) = (O Al (1)) (IL.57b)

gekennzeichnet.
Ausgehend von der Schrédinger-Gleichung fir [4(¢)) und der dazu hermitesch konjugier-
ten Gleichung
Oy ()]

ot

wobei die Hermitizitéit von H benutzt wurde, kann man eine Zeitentwicklungsgleichung fiir <121>¢(t)
herleiten. Die Produktregel gibt ndmlich erstens

—ih = (p(t)|H, (I1.58)

iyt = O Gy + wip 4 D40
Dabei konnen die zwei Zeitableitungen ersetzt werden:
AN (1) =~ (0(0) HLA () + - (w(0)| AB (1),
Somit gilt
CWOIAR0) = 2 () [A A (). (1159

Wenn die Observable A mit dem Hamilton-Operator H kommutiert, ist die rechte Seite dieser
Gleichung automatisch Null, und daher (A),(t) zeitunabhéngig. Anders gesagt sind die Erwar-
tungswerte von Observablen, die mit dem Hamilton-Operator kommutieren, Erhaltungsgrofien des
Systems.

Falls A explizit von der Zeit abhéngt, d.h. der Form A(t) ist, kommt noch ein zusétzlicher Term
beim Ableiten von (¢(t)| A(t)|1(t)) nach der Zeit, entsprechend der Ableitung von A(t) in der
Anwendung der Produktregel. Insgesamt gilt dann das Ehrenfes Theorem

d 1 DA(t)

SWOIAO19®) = o @O [A®), B]190) + BE)| =5 19(0)- (11.60)

Bemerkung: Auch wenn die Bezeichnung fl(t) suggeriert, dass der Operator A nur Funktion der
Zeit ist, wird dessen Zeitableitung traditionell mit einer partiellen Ableitung bezeichnet, um den
Unterschied mit der totalen Ableitung auf der linke Seite des Theorems zu betonen.

1.4.4 ,,Bilder” in der Quantenmechanik

Aus historischen Griinden — und zwar der parallelen Entwicklung unterschiedlicher quanten-
mechanischen Formalismen, die sich im Nachhinein als dquivalent herausgestellt haben — kann die
Zeitentwicklung eines Systems in verschiedenen sog. Bildern beschrieben werden.

11.4.4 a Schrédinger-Bild
Die im Abschn. [T.4.2] eingefiihrte Beschreibung geht auf E. Schrodinger zuriick und basiert auf

e zeitabhingigen Zustandsvektoren [¢(t)), die der Schrodinger-Gleichung (II.49)) gentigen, und

e (oft) zeitunabhiingigen Observablen A — obwohl einige zeitabhéingig sein kénnen.

(P, EHRENFEST, 1880-1933
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Anhand dieser ,nicht direkt physikalisch beobachtbaren* Bestandteilen des Schridinger-Bildes
lassen sich die messbaren Erwartungswerte in einem Zustand geméfs

(A)(t) = (B Ale(t) (IL.61)

berechnen.

11.4.4 b Heisenberg-Bild

In der als Heisenberg-Bild bekannten dquivalenten Beschreibung werden Zustdnde und Operator
neu definiert: nach Angabe eines beliebigen Bezugszeitpunkt tg — fiir den man oft £y = 0 annimmt —
betrachtet man

e cinen zeitunabhéngigen Zustandsvektor

[Vyu = |¥(t)); (11.62a)

e (meistens) zeitabhéngige Observablen
An(t) = U(t, to)TA@) U, to), (I1.62b)
wobei eine mogliche explizite Zeitabhéngigkeit der Schrédinger-Bild-Observablen A erlaubt

wurde.

(A(t)) = u(W | Au(t)|¥)u = < (t0)|u(t to) A(t) U(t, o) Y (o)),

Mit diesen Definitionen lautet der Erwartungswert von Ag(t) im Zustand |¢)y
FA@

d.h. unter Beriicksichtigung der Gl. (IL.40) (A(t)) = (¢ (t)| A(t) |1 (t)), entsprechend dem gleichen
Erwartungswert wie im Schrédinger-Bild:
() = () (o). (11.63)

Aus der Definition (IT.62b) der Heisenberg-Bild-Observablen Ag(t) findet man fiir deren totale
Ableitung nach der Zeit

dt ih ot

dAult) _ Lrg o )] + <‘9A@)>H, (I.64)

wobei A(@fl(t) /O0t)y den Operator bezeichnet, der aus der Anwendung der Transformation (II.62b))
auf 0A(t)/0t folgt. Diese Differentialgleichung wird Heisenberg-Gleichung genannt.

Beweis: kommt!
Bemerkungen:

x Die Heisenberg-Gleichung ([1.64]) und die Unabhéngigkeit der Erwartungswerte vom Bild, in dem
sie berechnet sind [Gl. (I1.63))], fithren sofort zum Ehrenfest-Theorem (I1.60)).

+ Falls der Hamilton-Operator H des Schrédinger—Bildes zeitunabhéangig ist, so dass der zugehorige
Zeitentwicklungsoperator durch Gl. (I1.50) gegeben ist, wird die Definition (II.62b)) zu

AH( ) (t to)H/hA( ) 71(7&72&0)}}/}1. (1165)
Dann gilt I:IH(t) —H , d.h. der Hamilton-Operator in Heisenberg-Bild ist eigentlich zeitunabhéingig.

* In der Formulierung der klassischen Hamilton’schen Mechanik anhand von Poisso Klammern
{ ., }qp lautet die totale Zeitableitung einer Phasenraumfunktion f(¢,q,p)

df af
at = {f,H}q,p + a’

wobei H die Hamilton-Funktion des klassischen Systems ist. Die Ahnlichkeit dieses Ergebnisses mit
dem Heisenberg-Gleichung ([[1.64) sollte der Leserin offensichtlich sein.

x Neben den Schrodinger- und Heisenberg-Bildern benutzt man auch oft das Wechselwirkungsbild
(oder Dirac-Bild) — dafiir muss die Leserin aber auf eine fortgeschrittenere Vorlesung warten!

(WG, Poisson, 1781-1840
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KAPITEL Ill

Wellenmechanik

Dieses Kapitel befasst sich mit der quantenmechanischen Beschreibung der Zeit- und Raumentwick-
lung eines ,,Teilchens” mit Masse m.

Dabei bezeichnet der letztere Begriff einen Korper, dessen innere Struktur wéhrend der Entwick-
lung nicht dndert. Somit soll es sich nicht unbedingt ein Elementarteilchen wie z.B. ein Elektron
sein, sondern konnte ein Atom oder ein Molekiil sein — bei mehr makroskopischen Koérpern wird
unwahrscheinlich, dass die innere Struktur konstant bleibt. Dazu werden die moglichen inneren
Freiheitsgrade des Teilchens, wie z.B. dessen Spin, in diesem Kapitel nicht berticksichtigt

Schlieflich kann das Teilchen elektrisch geladen sein und sich in einem elektrischen Feld befinden;
es darf aber kein magnetisches Feld vorhanden sein.

Grundlagen der Wellenmechanik

lll.1.1 Wellenfunktion in Ortsdarstellung

lll.1.1 a Zeitabhangige Schrédinger-Gleichun
Basierend auf einem Vorschlag von Louis de Brogli wird jedem Teilchen eine zugehérige
Materiewelle zugeordnet. Konkret wird der (Bewegungs-)Zustand des Teilchens mathematisch durch

eine komplexwertige Funktion

Y(¢,7) (IIL1a)

von der Zeit ¢t € R und dem Ortsvektor # € R? beschrieben, dessen Wellenfunktion — oder genauer,
aus Griinden die hiernach weiter erklart werden, Wellenfunktion in Ortsdarstellung.

Wenn das Teilchen sich in einem konservativen Kraftfeld befindet, in dem seine potentielle
Energie V(t,7) ist, geniigt es der zeitabhingigen Schrodinger-Gleichung (oder Wellengleichung)

(7)) B2
[m wéi’” =~ AG(5,) + V F)¢(t,f),] (IIL.1b)

wobei A den Laplace-Operator bezeichnet.
Bemerkungen:

x V(t,7) wird meistens Potential genannt.

* Hiernach wird V' (¢,7) immer reellwertig sein. Fiir manche physikalische Situationen werden aber
Potentiale mit einem Imaginérteil benutzt.

x Da die Schrodinger-Gleichung (I11.1b]) linear ist, wird jede lineare Superposition von Wellenfunk-
tionen eines gegebenen Systems auch eine (mogliche) Wellenfunktion sein.

L. pE BROGLIE, 1892-1987
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11l.1.1 b Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion
Die physikalische Interpretation der Wellenfunktion (¢, 7) wird durch die Bornschd™)|Regel

gegeben:

Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zur Zeit t im infinitesimalen Volumenelement
d37 wm den Ort 7 zu finden, ist (I11.2)

0y (t,7) 37 = |9(t, 7)|* 37

Anders gesagt ist oy (t,7) = W(t, 7‘“’)’2 die Wahrscheinlichkeitsdichte, das Teilchen zur Zeit ¢ am Ort
7 zu finden.

Bemerkung: Zwei Wellenfunktionen, die sich nur um einen konstanten Phasenfaktor unterschei-
den — wie t(t,7) und e%)(t,7) mit 6 € R —, beschreiben den gleichen physikalischen Zustand
des Teilchens: beide erfiillen gleichzeitig die Schrodinger-Gleichung und fithren zur gleichen
Wahrscheinlichkeitsdichte [¢(t, 7)|*.

Aus der Bornschen Wahrscheinlichkeitsinterpretation folgt, dass das Betragsquadrat der Wellen-
funktion die Gleichung

[, 7)|° 7 =1 (111.3)
R3

erfiillen sollte, entsprechend der Normierung einer Wahrscheinlichkeitsdichte. Somit muss die Funk-
tion (t,7) fiir jeden t € R quadratintegrabel beziiglich 7 sein: 1 € L?(R?®). Dazu soll die Norm
[|1]| 72 laut GL gleich 1 sein: wenn diese Norm endlich und ungleich Null ist, wird v als
normierbar bezeichnet, denn sie kann einfach reskaliert werden, um die Normierungsbedingung zu
erfiillen.

Dagegen konnen nicht-normierbare Funktionen wie ¢ (¢,7) = 0 oder solche mit ||¢)||z2 = oo den
physikalischen Zustand eines Teilchens nicht darstellen, auch wenn sie der Schrodinger-Gleichung
geniigen.

Bemerkungen:
* Wegen der Normierungsbedingung (III.3)) muss eine ,giiltige Wellenfunktion schnell genug im
Unendlichen abnehmen. Aus d37 = r? dr d*Q2 mit r = |F| und dem Raumwinkelelement d2() folgt

die notwendige Bedingung

lim |73 (¢, 7)|" = 0. (I11.4)

‘2
|| =00

x Die Bornsche Regel ([I1.2)) oder dquivalent die Normierungsbedingung ([II.3) zeigen, dass die
Wellenfunktion in Ortsdarstellung (¢, 7) die physikalische Dimension [¢)] = L=3/2 hat.

* [1b(t,7)|? wird auch (etwas ungenau) Aufenthaltswahrscheinlichkeit genannt.

Mithilfe der Wellenfunktion (¢, 7) kann man neben der Wahrscheinlichkeitsdichte

— |2
ou(t,7) = |(t, 7)| (II1.5a)
kann man noch eine Wahrscheinlichkeitsstromdichte
L h o= .
Jp(t,7) = —Im [w, 7) Vzb(t,r)} (IIL.5b)

definieren, wobei Im den Imaginérteil bezeichnet.

(")M. BoRrN, 1882-1970
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Dann geniigen ¢y, und Jy, einer Kontinuitdtsgleichung
ot

Diese partielle Differentialgleichung driickt lokal die Erhaltung der gesamten Wahrscheinlichkeit,
d.h. deren Normierung auf 1, aus.

Aus Gl. (TIL.6) folgt namlich nach Integration iiber 7 € R?

Doy (1,7 B}
/ Q0ultT) gz [ G5 0.7) 0
r3 Ot R3

+ V-7t 7) = 0. (111.6)

Auf der linken Seite dieser Gleichung kann man Ableitung nach der Zeit und Integration iiber 7
austauschen. Dann kann das Integral auf der rechten mit dem Gaufischen Integralsatz transformiert

werden: q
(/ 0y (t,7) d3F> = —/ Vo Jylt,7) & = —/ Ju(t, 1) - d%8,
dt \ Jgs R3 HR3

wobei OR? etwas salopp den ,Rand“ von R? bezeichnet. Um die Normierbarkeit von v (t,7) zu
gewahrleisten, soll die Wellenfunktion der Bedingung ([[I1.4)) gentigen. Diese fithrt dazu, dass v (¢, F)*
und V(t,7) schnell genug im Limes |7| — oo abnehmen, damit das Oberfldchenintegral von j(¢, 7)

Null ist. Somit gilt q
— t,7) A7) =0
o festna) =0

d.h. das Integral von gy (¢, 7) iiber R? ist zeitunabhiingig — laut Gl. (IIL3) bleibt es immer gleich 1.
Herleitung der Gl. (IIL.6)):

Die Produktregel ergibt zuerst

l(t, 7 SN L O
L N — _rrx’ 7 t
ot R T
wobei die Zeitableitungen unter Nutzung der komplex konjugierten zeitabhidngigen Schrédinger-

Gleichung'?)

= '(/)(tv F)

*

0 t,_’* K2 Lk o _.
—ihw = o DL+ V(6T )

und der zeitabhéangigen Schrodinger-Gleichung ([II.1b)) selber ersetzt werden kdnnen:
OU(LT) OV T)

v(1.7) B(T) = 000 | g Bt 7) + V(7))

ot ot h
[ o ST = V(DT e )
d.h. nach Vereinfachung
0 7)|? ih % *
ng;?‘)' = o s — et A (I1L.7)

Dabei kann man erkennen, dass sich der Term zwischen eckigen Klammern in der Form
BT DU(T) = Y HAUET) = - [0 7) () - vt T V(7 |

umschreiben léasst. Dabei ist der zweite Term in den eckigen Klammern komplex konjugiert zum
ersten, so dass deren Differenz gleich zweimal dem mit i multiplizierten Imaginérteil des ersten ist:

Vo 7 V(e 7) - eV | =209 - (Tm|(e,7) Te(e,7)] ).

(15 Hier spielt die Reellwertigkeit des Potentials eine wichtige Rolle!
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Nach Einsetzen in Gl. (IIL.7)) ergibt sich schliefslich

Ayt M _ he e
A (Im [¢(t,r) Vw(t,r)D, (IIL.8)
entsprechend der gesuchten Kontinuitatsgleichung (I11.6)). O

I11.1.2 Operatoren

Bei gegebener Wellenfunktion (¢, 7) kann man mithilfe der Wahrscheinlichkeitsdichte [t (t, 7)|?
Erwartungswerte von Funktionen des Ortsvektors (§|III.1.2al) oder des Gradienten nach diesem

Ortsvektor (§[II1.1.2 b)) definieren.

ll.1.2 a Ortsoperator
Wenn [(t,7)|? eine (auf 1 normierte) Wahrscheinlichkeitsdichte auf dem Raum R3 der Orts-

vektoren, lassen sich einfach Erwartungswerte fiir diese Dichte definieren.
Beispielsweise wird der Erwartungswert des Ortsvektors

(7 (t) = /R Pt 7 = ]R3¢(t,17)*?¢(t,?) a7 (T11.9)

die mittlere Position des Teilchens zur Zeit ¢ sein, die sich prinzipiell aus Messungen an vielen gleich
praparierten Kopien des Systems bestimmen lasst. Wenn man sich nur fiir die z-Komponente des
Ortsvektors interessiert, ist deren Erwartungswert durch

(2)(#) E/RSw [, F)\QdSF—/Ist(t,F)*mw(t,F) &7 (IT1.10)

gegeben.
Fiir eine allgemeine Funktion f des Ortsvektors, die vielleicht nur einige dessen Komponenten
involvieren kann, lautet der Erwartungswert

GIOE /R RGIIREE /R O ) YT (IL.11)

Insbesondere kann man neben (z) auch den Erwartungswert (z?) definieren, und damit noch die
Varianz von z

(Az)? = {(z — (z))?) = (%) — (). (I11.12)

Dann stellt Az > 0 ein Mafs fiir die Streuung der Werte von x um den Erwartungswert (x) dar.

Bemerkung: Auch wenn die Wellenfunktion 1) per Annahme normierbar ist, d.h. [t/|? ist integrabel,
kann das Integral, das einen bestimmten Erwartungswert angibt, nicht definiert sein.

Die zweiten, etwa lingeren Ausdriicke der jeweiligen Integranden in Gl. f wurden
eingefiihrt, damit die Integranden eine dhnliche Form {Zustand — Funktion — Zustand} annehmen,
wie die Erwartungswerte von Observablen im Bra-Ket-Formalismus. Dementsprechend stellt
das Produkt f(7)4(t,7) eigentlich die Wirkung des Operators f(7) auf die Wellenfunktion (¢, )
dar, was hiernach mit der Schreibweise

FR D T) ~rw f(7)B(8,7) (IL.13)

bezeichnet wird. Diese Korrespondenz wird in Abschn. [IT.2] unten weiter diskutiert.

In Analogie zu den hier eingefiihrten Integrale werden im néchsten Paragraphen weitere Inte-
grale definiert, die Ableitungen von (¢,7) nach der Ortsvariablen beinhalten, und sich auch als
Erwartungswerte interpretieren lassen.
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lll.1.2 b Impulsoperator
Neben den Integralen des Typs (I1I.11]) wollen wir jetzt auch Integrale der Form

| PO SVl ) dF

betrachten, wobei die Funktion f des Gradienten auf die Wellenfunktion (¢, 7) operiert. Als erstes
Beispiel untersuchen wir den Fall f(V) = —iiV, d.h. das Integral

—ih [ Wt 7) V(t, 7) A7 (111.14)
R3

Genauer werden wir unten anhand der zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung (I11.1b)) zeigen, dass
dieses Integral die Gleichung

—1ih zﬁ(t,?)*vvﬁ(t,?) 7= m 7 W ‘2 437 = md<z>t(t) (IT1.15)
R3

erfiillt. Dies deutet darauf hin, das Integral ([1I.14]) als Erwartungswert @’) eines Impulsoperators ]_5'
zu interpretieren, wobei die Wirkung des letzteren auf eine Wellenfunktion durch

PU(t, 7)) ~mne —IRVY(L, T) (I11.16)
gegeben ist.

Herleitung der Gl. ([II.15):
Laut GI. (II1.7) und der darauffolgenden nicht-nummerierten Gleichung fiihrt die zeitabhéngige
Schrodinger-Gleichung zu

ol (¢, 7> _ ik

Sl = B [l ) Ve 7) — 0l V0 . (1)

Die Divergenz auf der rechten Seite kann als

P . aw;tx, ?)] B [w(tﬂ* ot ?)] L0 {w(ti)* aw(t,?)} Kk

oz {w(t’ ) + Ay Oy 0z 2

geschrieben werden, wobei k.k. fiir , komplex konjugiert steht. Alle Terme koénnen gleich behan-
delt werden, so dass wir nur den ersten (und den dazu komplex konjugierten) betrachten:

% {W, 7 aw(,gi 7")]. (IIL.18)

Multipliziert man diesen Term mit = und integriert man iiber z, so gibt eine partielle Integration

Dabei wird der integrierte Term wegen des notwendigen Verhaltens ([11.4) der Wellenfunktion
im Unendlichen Null sein, und es bleibt nur

/o;xgx :W’r)* HLT } / ot )do: (IIT.19)

iibrig. Ahnlich gilt fiir den zu (IIL.18)) komplex konjugierten Term

< a9 th 7) 81/1t 7")
/_ooscax_w(t, 7)— } / P(t, dx.

Durch eine neue partielle Integration wird das Integral auf der rechten Seite weiter transformiert:

/ ot a¢ ! ’") de = [vie. o] —/O;w(t,F)* %d
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d.h.

9 ()

Zusammen liefern Gl. (I11.19)) und (III.20)
X0 O ouT) X e QU

— |¥(t — t de = -2 t ———~dx. I11.21
/ xax{w(”') oz ge V(BT |de /_ww(”) o Ao (21
Beide Seiten dieser Gleichung kénnen noch {iber y und z integriert werden.
Jetzt kann man auch den Term (III.18]) mit y (or z) multiplizieren und {iiber x integrieren:
>0 =¥ 3¢(t» P) * 3¢(t» ?) =

— |t ——|dz = t —_ = 111.22
| s [w< 7 QA g g,y 240 0. (111.22)

—00

} dz = /_ b G(t,7) awé(f;j ") da (111.20)

—00

wieder dank dem Verhalten von ¢ im Unendlichen.

Multipliziert man nun GIl. (III.21)) und (III.22) mit €, und die dhnlichen Ergebnisse mit den
Ableitungen nach y und z mit jeweils €, und €., so findet man

/ TEY [w, ) Vab(t, ) — b(t, )V (L, m*} &°F = —2 / T () &,

— 00

Dabei kann die Divergenz im Integranden auf der linken Seite mithilfe der Gl. (II1.17)) umschrei-
ben, was zu

= 6 |2 3 lh R R 35

/r ﬁh/}(t?r)} d°F = —E/w(tm) V(t,7)d°7
fiihrt. Nach Austauschen der Zeitableitung und Integration iiber Ort ergibt sich unter Bertick-
sichtigung der Definition (IILI.9)) die versprochene GI. ([II.15). O

Allgemeiner lautet die Wirkung einer (beinahe beliebige Funktion f des Ortsoperators auf
eine Wellenfunktion in Ortsdarstellung

F(B) U(t, 7) ~nmw f(—IRV) 0 (2, 7), (I11.23a)

entsprechend fiir den Erwartungswert zur Zeit ¢

(f(D))(t) = v 7Y F(—ihV) o(t, 7) &7, (I11.23b)
ghnlich der Gl. (II1.11)). Zum Beispiel gilt die Ortsdarstellung
PP, 7) vnmm — R2AY(L, F), (I11.24)

wobel man erkennt, dass der Term mit dem Laplace-Operator in der zeitabhingigen Schrodinger-
Gleichung ([TI.1b)) die Wirkung auf (¢, 7) von p2/2m darstellt.

1I1.1.2 c Fundamentaler Kommutator

Die Ortsdarstellungen (IT.13) mit f(7*) = Z und ([IL.23a) mit f(7) = p» lauten

Bt 7) e 2(8,T) und Pup(E, ) ~anw — iha‘z’fgt”“).
T
Ausgehend davon folgert man
Fpath(t, T) ~rw — ihxw’éi’”
und 5 ou(t.7)
~ A~ — . — . 7r . —
D@ (t, T) ~onp — 1h% [z (t,7)] = —17@377 —ih(t, 7),

(16) £ sollte sich als Reihe von sukzessiven Potenzen deren Argument entwickeln lassen, um dem Ausdruck f (fihﬁ)
Sinn zu geben. Beispielsweise kann f ein Polynom oder die Exponentialfunktion sein.
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und daher fiir den Kommutator von & mit p,
[Z, P |0 (t, ) ~nn 1R (8, 7). (I11.25)

Diese Ortsdarstellung deutet darauf hin, dass die allgemeine Vertauschungsrelation der beiden Ob-
servablen durch den fundamentalen Kommutator

2, pz] = ikl (I11.26)

gegeben ist. Ahnliche Beziehungen gelten fiir die Komponenten von 7 und 1_;' entlang der y- und
z-Richtungen, und man priift einfach die allgemeinere Relation

(4, p;] = ihoijle fiir 4,5 =1,2,3. (I11.27)

Bemerkungen:

* Der Kommutator wurde hier heuristisch gefunden. Stattdessen konnte man ihn postu-
lieren, und dann untersuchen, wie die Ortsdarstellung des darin auftretenden Operator p, aussieht.
Auf diese Weise werden wir in §[V.2.1a] den Generator von Raumverschiebungen in z-Richtung
einfiihren und finden, dass er genau der Vertauschungsrelation geniigt.

* Weitere Folgerungen des fundamentalen Kommutators werden im § [[I.2:4 D] unten diskutiert.

l11.1.3 Stationare Schrodinger-Gleichung

Wenn das Potential V' nicht von der Zeit abhéngt, was hiernach immer der Fall sein wird, lohnt
es sich, die sog. stationdre Schridinger-Gleichung

2
o B (F) + V() Y5 (F) = Bbp(F) (111.25)

ins Betracht zu ziehen und deren Losungen — d.h. Paare aus einer reelle Zahl F und einer
Funktion 9 g, die Gl. (I11.28)) erfiillen — zu bestimmen.
Dann ist ndmlich

h(t, 7) = (i) e E (I11.29)

eine Losung der zeitabhingigen Schrédinger-Gleichung fiir das Potential V (7).

Die Zeitableitung der Wellenfunktion (I11.29)) lautet n&mlich

o) B
= ——y(t
ot YD),
so dass die Multiplikation der Gl. (TIL.28) durch den Faktor e '#*/" genau die Schrédinger-
Gleichung (III.1b)) ergibt. O

Laut den GL ([IL.13) mit f(7) = V(7) und ([IL24) ist der Term auf der linken Seite der
Gl. (TI1.28) die Ortsdarstellung von Htg(r) mit dem Hamilton-Operator H = p2/2m + V(7).

Daher stellt die stationédre Schrodinger-Gleichung das Eigenwertproblem fiir den Hamilton-
Operator dar, wie in §[[T.4.2d|schon diskutiert wurde. Daraus folgt eine Orthogonalititsrelation fiir
die Energieeigenfunktionen {¢g}, die im Abschn. unten gegeben wird.

Wiederum bilden die moglichen Werte von E das Energiespektrum des Problems unter Betrach-
tung. Dabei kénnen verschiedene Situationen auftreten, die wir jetzt detaillierter diskutieren.

(" Wenn das Potential V (7) reellwertig ist.
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Energiespektrum

Um fiir die Physik akzeptabel zu sein, miissen die Eigenfunktionen der stationidren Schrodinger-
Gleichung gewisse Bedingungen erfiillen, z.B. im Limes |F| — oco. Wie wir in spéteren
Kapiteln an Beispielen sehen werden, fiihrt das zu Einschriankungen der moglichen Werte von E.

Allgemein teilt sich das Energiespektrum, d.h. die Menge der Energiecigenwerte {E}, in zwei
verschiedene Untermengen, und zwar in einen diskreten und einen kontinuierlichen Anteil, wobei
die zugehorigen Eigenfunktionen unterschiedliche Eigenschaften haben.

e Der diskrete Anteil des Spektrums besteht aus endlich oder abzéhlbar vielen Energieeigenwer-
ten {F,}. Die zugehorigen Eigenfunktionen ¢ g, sind quadratintegrabel, d.h. normierbar. Da-
her nimmt die Aufenthaltswahrscheinlichkeit |¢ g, (7)|? signifikante Werte nur in abgegrenzten
Bereichen von R? an, so dass die Wellenfunktion einen raumlich lokalisierten Zustand darstellt.
Deshalb werden die diskreten Eigenzustinde als gebundene Zustdinde oder Bindungszustinde
bezeichnet.

e Daneben kann das Energiespektrum ganze Intervalle von R enthalten, entsprechend dessen
kontinuierlichen Anteil — der nicht unbedingt zusammenhéngen ist, vgl. die Bandstruktur in
Abschn. Die Eigenfunktionen ¢ g mit einer Energie E in diesem kontinuierlichen Anteil
des Spektrums sind im Allgemeinen nicht normierbar, ||¥g||r2 = oo, und die zugehorige
Wabhrscheinlichkeitsstromdichte 7y, verschwindet nicht im Unendlichen: solche Eigenfunktionen
beschreiben Teilchen, die auf das Potential einfallen oder weg davon auslaufen, und werden
daher Streuzustinde genannt.

Um diese Zustdnde mathematisch préziser zu beschreiben, sollte man zuerst mit einem
endlichen Raumvolumen % arbeiten und die stationire Schrodinger-Gleichung in 9 (mit
gewissen Randbedingungen) zu losen. Dann findet man nur ,diskrete Energieeigenwerte,
mit normierbaren Eigenfunktionen. Wenn man das Volumen ¥ wachsen lasst, kommen eini-
ge dieser Eigenwerte immer néher aneinander: der Abstand zwischen einem Eigenwert und
dem niichsten verschwindet im Limes % — R3, d.h. die Eigenwerte bilden ein Kontinuum,
und gleichzeitig divergiert die L?-Norm der zugehérigen Eigenfunktionen.

Bemerkung: Einige Potentiale fiihren zu einem rein diskreten Energiespektrum — z.B. das unendli-

che Kastenpotential (Abschn. VI.1.2)) oder der harmonische Oszillator (Abschn. VL.3) —,

andere zu einem teils diskreten und teils kontinuierlichen Spektrum, wie das endliche Kastenpoten-
tial (Abschn. oder das (anziehende) Coulomb-Potential (Abschn. [VI.2.2). Schlieflich ist
ein rein kontinuierliches Energiespektrum auch moglich, z.B. fiir freie Teilchen (Abschn. oder
im Fall eines abstoftenden Potentials.

Zusammenhang mit dem allgemeinen Formalismus

In diesem Abschnitt wird argumentiert, dass die im Abschn. eingefithrte Wellenmechanik
ein Sonderfall des Formalismus des Kap. [[] ist. Insbesondere soll die Bedeutung der mit ~~~~»
bezeichneten Korrespondenz klarer werden.

Somit ist das Ziel dieses Abschnitts, die Bewegung eines Teilchens anhand des Hilbert-Raum-
Formalismus zu beschreiben. Da die Position im dreidimensionalen Raum #3 nach Einfithrung eines
euklidischen Koordinatensystems einen beliebigen Wert 7 € R? annehmen kann, sollte der Hilbert-
Raum 47 der Zusténde des Teilchens unendlichdimensional sein.

l11.2.1 Ortsoperator

Da die Position 7' des Teilchens prinzipiell messbar ist, soll auf dem Hilbert-Raum 7 dessen Zu-
stdnde eine zugehorige Observable vorhanden sein, und zwar der Ortsoperator 7. Wiederum werden
mit den kartesischen Komponenten (z,y, z) Observablen Z, g, Z assoziiert.
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Seien {|7’)} die Eigenvektoren von 7, definiert durch die Eigenwertgleichung

=S

|7y = #'|#")  fiir 7/ € R3. (I11.30)

Da 7/ Werte in einer kontinuierlichen Menge annimmt, existieren iiberabzahlbar viele Eigenvektoren
{17}

Um weiterzugehen, muss man annehmen, dass die Eigenvektoren {|7*/)} eine vollstandige Familie
bilden, so dass jeder Zustandsvektor |¢) € 5 als Linearkombination der {|7’)} geschrieben werden
kann. Das heifst, dass die Vollstdndigkeitsrelation

[ ip=[ |7)F| a3 ] (I11.31)
R3

gelten soll, wobei die diskrete Summe der Gl. ([.59) durch ein Integral ersetzt wird.

Aus dieser Vollstandigkeitsrelation folgt, dass die physikalische Dimension eines Eigenkets des
Ortsoperators [|7/)] = L=3/2 ist, damit der Identitéitsoperator dimensionslos ist.

Demzufolge darf die gewiinschte Orthogonalitit zweier Eigenkets |7'), |F”) des Ortsoperators
nicht der Form (#”|7’) = dzn7 sein: die linke Seite dieser zwar plausiblen ,Gleichung* hat die
physikalische Dimension L™2, withrend die rechte Seite eine dimensionslose Zahl ist. Hier lautet die
Orthogonalitédtsbedingung

<?—;/l ’7—;/> — 5(3)(77.’” _ F/) fiir F/7F// = Rg (11132)

mit der dreidimensionalen Dirac-Distribution 6(3). Man priift sofort, dass diese Beziehung vereinbar
mit der Vollstandigkeitsrelation (II1.31)) ist, wenn man die letztere auf (#”| anwendet.

Die Relation zeigt auch, dass der Eigenvektor |7#’) nicht auf 1 normierbar ist. Daher
sind die {|7")} streng genommen nicht Vektoren von JZ, sondern von einer Erweiterung davon. Dies
bedeutet, dass jeder Vektor |F’) keinen physikalisch realisierbaren Zustand beschreibt.

Aus diesem Grund werden die Vektoren {|#*/)} — und dhnliche Vektoren, wie die im §[[IL3.11]

diskutierten Eigenvektoren des Impulsoperators — manchmal uneigentliche Zustandsvektoren ge-

nannt

l11.2.2 Wellenfunktion in Ortsdarstellung
Unter Verwendung der Vollstéandigkeitsrelation (II1.31)) lasst sich ein beliebiger Zustandsvektor

|) € A in der Form
_ —/\ /=] 3=/ _ —/\ /=) 3=/
o = ([ @) o = [ e

schreiben. In Analogie mit dem Postulat (IT.9) sollte dann |(#’|)|? d*#’ die Wahrscheinlichkeit sein,
in einer Messung der Position am Zustand |t) einen Wert im Volumenelement d37’ um den Punkt
7' zu finden. Definiert man die Wellenfunktion in Ortsdarstellung als

() = 14 | (.33

so lautet diese Zerlegung noch

%) z/]RS¢(?’) |7) &7 (I11.33b)

(1%)Vgl. z.B. Pade, Quantenmechanik zu Fuf, Band 1 [16] Kap. 12.1.
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und die probabilistische Interpretation ([11.2]) des Betragsquadrats der Wellenfunktion folgt natiir-
lich aus den Grundpostulaten — die aber noch etwa verallgemeinert werden, um Observablen mit
einem kontinuierlichen Spektrum zu beriicksichtigen.

Bemerkung: Damit die Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion in Ortsdarstellung gilt,
soll |1 (7")|? integrabel sein. Daher ist eine Linearkombination der Eigenvektoren {|7’)} nur
dann einen physikalisch akzeptablen Zustandsvektor, wenn die ,Koeffizienten* ¢ (7") der Bedingung
Y € L?(R?) geniigen. Dazu darf ¢ nicht identisch Null sein.

Insbesondere definiert die Wahl 4(7') = §@)(#' —7) mit 7y € R3, die zu |) = |F) fiihrt, keinen
giiltigen Zustandsvektor, wie schon oben angemerkt wurde, denn 6®) ¢ L?(R3).

I11.2.3 Skalarprodukt und Matrixelemente

Seien |11), [12) zwei Zustandsvektoren des Hilbert-Raums .##. Unter Nutzung der Vollstandig-
keitsrelation ([I1.31)) lautet deren Skalarprodukt

(alin) = Gal [ 7107 i) = | (o) o) @37

Indem das Matrixelement (12 |7')(7'|1/1) nun als Produkt zweier Skalarprodukte interpretiert wird,
die sich laut der Definition ([11.33af) durch jeweilige Wellenfunktionen in Ortsdarstellung ausdriicken
lassen, gilt

(W libr) = /]R ) () 0 (ITL34)

Dieses Integral wird Uberlappungsintegral genannt.

Bemerkung: Dass das Integral auf der rechten Seite von GIl. (I11.34) ein hermitesches Skalarpro-
dukt auf dem Hilbert-Raum L?(IR3) der quadratintegrablen Funktionen auf R3 definiert, ist sofort
bewiesen.

Sei nun A ein Operator auf ,%” Um dessen Matrixelement (¢ |A|1)1) zu bestimmen, kann man

die Vollstéandigkeitsrelation (I11.31]) zweimal benutzen:

(2| Alyy) // (Wo [F")(F" | A7) (7' |4b1) 237" A3F.

Unter Einfiihrung der Wellenfunktionen in Ortsdarstellung (I11.33b)) lautet dies noch
(| Al ) / oY Ay () &7 43 (IT1.35)
Insbesondere gilt im Fall A = 7 dank der Eigenwertgleichung (TIL.30) 7 |7’y = 7’|7) und daher
<7—;Il|?|?/> 7 <—-\//| > )(F” o Fl)7 (11136)
wobei die zweite Gleichung aus der Orthogonalitdtsbedingung ([[11.32)) folgt. Daher lautet Gl. ([11.35))

(alFlun) = [ walF} va() P50~ 7) 7 47
R3
d.h. nach Integration iiber 7*”
WalFlin) = [ F0al) n (7 &7 (1137
R

Im Fall [12) = [¢1) = |¢) findet man fir den Erwartungswert des Ortsoperators im Zustand |1))
genau den Ausdruck ([I1.9), der im Rahmen der Wellenmechanik gefunden wurde.
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Allgemeiner gilt fiir den Operator A= f (?) mit einer Funktion f
(" fF) |7 = fF) 6O —7) (I11.38)
bzw.
(o | F(7)[4n) —/Wf(F’) Do (') Yy (7) 237, (I11.39)
was die Gl verallgemeinert.

l11.2.4 Impulsoperator

Die Erfahrung aus der klassischen Mechanik deutet auf die Existenz eines hermiteschen Impuls-
operators p mit Eigenwerten § € R? hin. In §[II1.1.2b| wurde anhand heuristischer Argumente
diskutiert, wie der Operator —ihV diese Rolle im Rahmen der Ortsdarstellung spielen kann:

F e —iAV. (IIL.40)

Dabei ist V ein Differentialoperator, der angewandt auf eine Funktion f(7) des Ortsvektors den

Operator v f (7_:') liefert, entsprechend dem Gradienten v f ,ausgewertet” in 7.

Ill.2.4 a Eigenwerte und Eigenvektoren
Die Eigenvektoren {|p’)} von 7, definiert durch die Eigenwertgleichung

plp’) =p'|p') fir p’ € R®, (I11.41)

geniigen dhnlichen Eigenschaften wie die Eigenvektoren {|7)} von 7.
Somit erfiillen sie die Orthogonalitatsbedingung

[<*”!p> s®(p" —p') fﬁrﬁ’,ﬁ”elR3] (I11.42)

so dass jeder |p’) eigentlich nicht normiert ist — d.h. es existiert keinen physikalischen Zustand mit
einem genau bekannten Impuls.
Dazu gilt die Vollstédndigkeitsrelation

i — / 15)(5'] 4%, (I11.43)
Ri’:

Aus diesen Beziehungen folgert man, dass ein Eigenvektor des Impulsoperators die physikalische
Dimension [|p’)] = (M L T~1)=3/2 hat.

11.2.4 b Fundamentaler Kommutator

Eine wichtige Eigenschaft des Impulsoperators 1% ist, dass dessen Komponenten p;, p,, p. mit
den jeweiligen Komponenten Z, ¢, Z nicht kommutieren:

[[:ﬁi,ﬁj] = ihdilp fiir i,j:1,2,3.] (I11.44)

Daraus folgt, dass z.B. & und p, nicht gleichzeitig diagonalisierbar sind, und dass deren Varianzen
der Heisenbergschen Unbestimmtheitsrelation ([1.17]) geniigen, vgl. §|I11.3.3 b| unten.
Ausgehend von [Z, p,] = ih1, kann man auch die folgenden Vertauschungsrelationen zeigen:

(27, pe] = ihni™™ 1 o [py, 3" = —ikni™ ! fir n€ N (III.45a)

und

1

°] =ihnp, " fir n e N, (II1.45b)

[Z,p
wobei konventionell 20 = (p,)0 = 1.
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Da sich jede stetige Funktion f einer reellen Variablen — zumindest auf einem kompakten
Intervall von R — beliebig genau durch ein Polynom approximieren lésst, folgert man aus den

Bezichungen ([[11.45)) die Relationen

e 5(2)) = 2712 (.16
e Of (pz)

A A Dz

2, f(B)] = iR o0, (I11.46b)

l1l.2.5 Hamilton-Operator

In Abschn. wurde der hermitesche Hamilton-Operator H eingefiihrt, der {iber die (verallge-
meinerte) Schréodinger-Gleichung ([I1.49) die Zeitentwicklung des Zustandsvektors |t(t)) bestimmt.
Fiir ein Teilchen mit Masse m in einem Potential V' (7) lautet der Hamilton-Operator

.
H=— r IT1.4
4V (), (I11.47)

dhnlich der Form der klassischen Hamilton-Funktion.
Bemerkung: Damit H hermitesch ist, muss das Potential V reellwertig sein.
In Ortsdarstellung fiihren die Korrespondenzen ([I1.13)) und ([11.24)) zu
. K2
Hy(t,7) ~rrn [—2A + V(F)] P(t,7), (I11.48)
m
entsprechend dem Term in der zeitabhingigen Schréodinger-Wellengleichung (I11.1Db)).

Laut den allgemeinen Ergebnisse ([.61)) tiber hermitesche Operatoren sind die Eigenwerte F
des Hamilton-Operators H reell, und die Eigenzustidnde |1 g) bilden einen vollstdndigen Satz von

orthogonalen Vektoren von . Insbesondere sind die Eigenkets [1)p/) zu verschiedenen Eigenwerten
E # E' orthogonal zueinander. Unter Nutzung der Gl. ([11.34) lautet dies

Werlve) = [ 0p @ Up) @ =0 fir B4 D (11L.49)

Dabei lésst sich die zweite Gleichung auch ausgehend von der stationdren Schrodinger-Gleichung
beweisen.

Freie Schrodinger-Gleichung

In Abwesenheit eines Potentials V' (7), d.h. fiir ein freies Teilchen mit Masse m, wird die zeitabhéngige

Schrédinger-Gleichung ([I1.1h)) zu

op(t,7) _ K AY(t, 7). (I11.50)

0 _
! ot 2m

Zur Losung dieser Gleichung kann man die in Abschn. [[IT.1.3] diskutierte Idee benutzen und
erstens die damit assoziierte stationédre Schréodinger-Gleichung

2
—;’—mAq/)E(F) = FEyg(7) (IT1.51)
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losen, d.h. die Eigenfunktionen ¢ g(7) zur Energie F bestimmen, und somit Losungen

W(t,7) = g (7) e PN (I11.52)
der GI. ([II.50|) erhalten.
l11.3.1 Ebene de Broglie-Welle

111.3.1 a Einstein—de Broglie-Beziehungen

FEine einfache Losung der stationéren Schrodinger-Gleichung fiir ein freies Teilchen ist

= 1 %7
Vp(F) = i © T (I11.53a)
die Eigenfunktion der Gl. (III.51)) zum Energie-Eigenwert
h2k?
E = S (II1.53b)

ist. Dabei wird die Wahl des Vorfaktors 1/(27%)3/? spéter motiviert. Die aus Gl. ([IL.52) resultie-
rende Losung der freien Schrodinger-Gleichung (II1.50)) ist dann

N 1 —i(wt—k-7) S S hk?
’lp(t, 7’) = We mit w = % = %7 (III53C)
d.h. eine ebene Welle mit Wellenvektor & und Kreisfrequenz w.
Laut dem Ansatz von de Broglie soll
7= hk (I11.54)
der Impuls des (freien) Teilchens sein. Dann ist
h2E2 }—)’2
— = =F I11.
2m 2m P (TIL.55)

offensichtlich die kinetische Energie des Teilchens und die ebene de Broglie- Welle (I11.53c]) kann als

1 (Bot—p7 p?
_ EBR/A it Be= P
(27Th)3/26 P mit Ey = o (II1.56)

¢(t? 77) =

geschrieben werden.

Bemerkungen:
x Aus GI. ([I1.54) folgt die de Broglie-Gleichung

(I11.57a)

zwischen der Wellenlédnge A = 27/ |7<§| der von de Broglie eingefiihrten Materiewelle, dem Planckschen
Wirkungsquantum h und dem Impulsbetrag des Teilchens. Wiederum héngen die Frequenz v = w/2m
der Welle und die Energie E des Teilchens iiber

sy

zusammen. Dabei soll die letztere Beziehung fiir Teilchen jeder Masse gelten, wiahrend Einstei sie
in seiner Lichtquantenhypothese ,nur® fiir Photonen, d.h. die masselosen Lichtquanten, vorgeschla-
gen hatte [I7]. Zusammen werden Gl. ([IL.57al) und (IIL.57b|) als Einstein—de Broglie-Beziehungen

bezeichnet.

() A. EINSTEIN, 1879-1955
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x Wegen des Vorfaktors 1/(27h)3/? haben die Eigenfunktion (TIL.53a)) oder die ebene de Broglie-
Welle (TIT.56) die Dimension (M L2 T=1)=3/2 wihrend eine Wellenfunktion in Ortsdarstellung die
Dimension L=3/2 hat.

I1l.3.1 b Impulsoperator und ebene de Broglie-Wellen
Unter Betrachtung des de Broglie-Ansatzes ([11.54)) ist der Gradient der Eigenfunktion (I11.53a)

= N 1 iFF L 0P 57 ip
Foeslr) = (G ") = G e = ).

2mh 27h)3/2 R
so dass die Wirkung des Impulsoperators ﬁ auf ¢ einfach
PV, (7)) = —ihVeg,(F) = P, () (I11.58)

lautet. Das heifst, dass ¢E; auch Eigenfunktion zum Eigenwert p des Impulsoperators ist — und
somit kiirzer als 15 bezeichnet werden kann:

[ (7|p) = p(7) = ﬁ PR, ] (I11.59)

Ein deutliches Problem dieser Eigenfunktion ist aber, dass sie nicht quadratintegrabel ist, denn
[v5(F)[* = 1/(27h)? fiir alle 7 € R3. Physikalisch heift das, dass ein Zustand mit genau bestimmtem
Impuls nicht existieren kann!

Dafiir lautet das Uberlappungsintegral zweier Eigenfunktionen Yy und Pz

/ by (7 /() d3F = (27;)3 / (5= /h g3
R3

[ ("3 / b (7) g0 (7) 37«:5<3)(ﬁ”—ﬁ’)] (IT1.60)

fiir beliebige Impulse p’, p” € R3, entsprechend der Orthogonalititsrelation ([IL.42)). Diese Bezie-
hung rechtfertigt im Nachhinein die Wahl des Vorfaktors 1/(27h)3/2 in G1. (IIL53a]) und (TI1.59).

d.h.

111.3.2 Wellenpaket

Mathematisch ist die allgemeine Losung der freien Schrodinger-Gleichung (II1.50|) eine lineare
Superposition von ebenen de Broglie-Wellen ([11.56|) mit komplexen Koeffizienten

W(t F)—/ (p) e 1 ERt—PT)/h _—___ i mit E _ P (I11.61)
T R3g0p (27h)?3 P om’ '

[\

Eine solche Losung wird Wellenpaket genannt.

Offensichtlich ist ¢(7) e 1E5t/" die rdumlich FourieTransformiert von ¢ (t, 7). Demzufolge
konnen einige Resultate der Fourier-Analysis angewandt werden, die Zusammenhénge zwischen den

(U9n diesem Skript wird fiir die Fourier-Transformierte f ) einer Funktion f(#) auf R® die Konvention

/ F(@®) e T @37 (I11.62a)

benutzt, so dass die Riicktransformation

/ ko dk / Ry dg (IIL.62b)

lautet. Einige Eigenschaften der Fourier- Transformatlon werden im Anhang@ zusammengefasst.

)J. FOURIER, 1768-1830
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Funktionen ¢ (t,7) und ¢(p) liefern.

Bemerkungen:

x Gleichung ist mathematisch eine Fourier-Darstellung des Wellenpakets 1) (t, 7). Dabei
héatte man a priori Integrale sowohl iiber Wellenvektoren als auch iiber Frequenzen schreiben kénnen.
Die Letzteren treten aber nicht auf, weil nicht unabhéngig von den Wellenvektoren sind, sondern mit
ihnen iiber die Einstein—de Broglie-Beziehungen und die Dispersionsrelation E = p2/2m
fiir massive Teilchen verkniipft.

s« Oft wird 1/(2r%)3/? anstatt des Faktors 1/(27h)3 in Gl ([IL61) benutzt.

111.3.2 b Eigenschaften von Wellenpaketen

Normierung
Dank dem Satz von Parseva (A.13) gilt
d3p
t,7 2d3*:/ 5)|? , I11.63
[ wenrdr= [ @) 5 Es (11163)

wobei die Integrale auf beiden Seiten gleichzeitig definiert sind. Insbesondere ist (¢, 7) quadrat-
integrabel beziiglich 7 genau dann, wenn ¢(p) quadratintegrabel ist. Somit kann man eine auf 1
normierte Wellenfunktion in Ortsdarstellung (¢, 7) erhalten durch die Wahl einer Funktion ¢(p),
die 5
d°p
12
=1
Rg\so(p)l (@nh)?

erfiillt. Wir werden in §[[I1.3.3 a] sehen, wie man ausgehend von dieser Normierungsbedingung eine
physikalische Interpretation von () vorschlagen kann.

(111.64)

Lokalisation im Orts- und im Impulsraum
Je breiter der Trager — in einem weiten Sinne — von (¢, 7) ist, desto schmaler ist der Tréger von
»(P), und umgekehrt, wie im § unten quantitativer charakterisiert wird.

Beispielsweise entspricht einer um einen Wert p, lokalisierten Verteilung ¢(p) eine Wellenfunk-
tion 1 (t,7), die signifikante Werte fiir ein breites Gebiet von Ortsvektoren #* € R? annimmt. Insbe-
sondere korrespondieren sich die (nicht-normierbaren!) Ansitze

. 1 . L
- _ <B)=_ = N —i(Bg,t—PoT)/h
0@ =6OF—p,) o Y7 = G © i(Epy t—Po™)/h (111.65)
Umgekehrt kann man eine rdumlich lokalisierte Ortsverteilung |¢(¢,7)| erhalten, entsprechend
der intuitiven Vorstellung eines Teilchens, indem man ein breiteres Spektrum ¢(7) an ebenen Wellen
iiberlagert.

Gruppengeschwindigkeit

Sei angenommen, dass (¢, 7) und ¢(p) normiert sind, und dass beide im jeweiligen Raum relativ
gut lokalisiert sind, und zwar 1 (¢, 7) bzw. [1(¢,#)|? um einen zeitabhingigen Wert 7pax(t) und ¢ ()
bzw. |o(F)|? um einen Impuls §, = hikg. Wie hiernach bewiesen wird, éndert sich die Position Fax (t)
des Wellenpakets mit der Gruppengeschwindigkeit

Ty = Ve w(k)|; - (I11.66)

0

Hierbei hangen die Kreisfrequenz w und der Wellenvektor k mit der Energie Ej und dem Impuls p
tiber die Einstein-de Broglie-Beziehungen (I11.57) zusammen. Dazu bezeichnet V; den Gradienten
beziiglich k, der hier in k¢ auszuwerten ist.

(*)M.-A. PARSEVAL, 1755-1836
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Aus w = hk 2/2m folgt namlich 6% w(%) = h—k, d.h. die Gruppengeschwindigkeit
m
L _ Do
7, = 20 (I1L67)

entsprechend der ,klassischen Geschwindigkeit eines Teilchens mit Impuls p, und Masse m.

Bemerkung: Im eindimensionalen Fall wird die Definition der Gruppengeschwindigkeit zu

_ dw(k)
=20

vg (IT1.68)

Um zu zeigen, dass die Gruppengeschwindigkeit die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Wellenpa-
kets darstellt, wird der Einfachheit halber die eindimensionale Formel benutzt — die Verallgemei-
nerung zum dreidimensionalen Fall ist problemlos. Dafiir fithrt man zuerst eine Taylor-Entwicklung
zur erster Ordnung der Dispersionsrelation w(k) um ko:

dw(k
w(k;) = w(k‘o) + d(k‘O) (k — k‘o) + O((k — k0)2).
Dabei kann die Ableitung definitionsgeméfs durch v, ersetzt werden:
w(k) ~ wo + vg(k — ko) (111.69)

mit wo = w(kp). Sei nu

; dk
— —iw(k)t—kz] S
vlta) = [olk)e o

ein eindimensionales Wellenpaket, wobei (k) um ko lokalisiert ist. Genauer soll man annehmen,
dass ¢(k) nur signifikante Werte in einem Bereich annimmt, wo die Taylor-Entwicklung (I11.69) eine
gute Ndherung darstellt. Dann gilt

/
w(t,x) E/QO(]C) e—i[wot-i—vg(k—k‘o)t—kcc] % ~ e_int/(p(k'o + k'/) e—i[vgk’t—(ko-i-k,):c] (;i’ (III70>

27 ™

wobei in der zweiten Gleichung die Substitution & — &’ = k — ko durchgefiihrt wurde. Insbesondere
gilt zur Zeit t =0
ar

: I1.71
o (IL.71)

’l/)(t:(),$) N/@(k'() + ]i',) ei(k0+k’)x
Andererseits ldsst sich Gl. (I11.70]) noch als
ax
2w

umschreiben: der Vergleich mit Gl. (LII.71)) zeigt, dass das Integral genau gleich ¢ (t=0,z—v4t) ist.
Daher gilt

1[J(t, :L‘) ~ e_i(wo—vgko)t/sp(ko + k,) ei(k0+k/)(aj—ygt)

[(t,@)| =~ [t = 0,2 — vgt)], (I11.72)
was genau bedeutet, dass sich das ,Signal* |¢(¢, z)|, d.h. die Amplitude des Wellenpakets, mit der
Geschwindigkeit v, ausbreitet. O

111.3.3 Impulsdarstellung

Da die Funktionen ¢'77/" die Eigenfunktionen des Ortsoperators sind (§I11.3.1 b)), kann man die
Fourier-Darstellung (I11.61]) des Wellenpakets (¢, 7) mathematisch als die Zerlegung von (¢, 7) auf
einem vollstdndigen Satz von Eigenfunktion sehen.

(20)Der Kurze halber wird mit w und k gearbeitet, um zu betonen, so dass der Beweis nicht nur fiir die Wellenpakete
der Wellenmechanik gilt, sondern allgemeiner.
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111.3.3 a Wahrscheinlichkeitsinterpretation im Impulsraum

Die Funktion ¢ () e 1£#*/" multipliziert mit einem konstanten numerischen Faktor, ist dann der
Koeffizient der Impulseigenfunktion zum Impuls g in dieser Zerlegung. Laut GI. geniigt das
Integral iiber alle Impulse des Betragsquadrats dieses Koeffizienten einer Normierungsbedingung,
wenn die Wellenfunktion im Ortsraum (¢, 7) selbst normiert ist.

Insgesamt weisen diese Eigenschaften darauf hin, die Zahl

Lo 4P
lp(D)] (@nh)?
als die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Teilchen einen Impuls im infinitesimalen Volumenelement
d3p um den Wert j hat, zu interpretieren. Anders gesagt ist |¢(p)|? eine Wahrscheinlichkeitsdichte
im Impulsraum.

In Analogie zur Wahrscheinlichkeitsinterpretation fiir die Wellenfunktion (¢, 7) des Teil-

chens in Ortsdarstellung, wird ¢(p) e\ Est/h Wellenfunktion in Impulsdarstellung genannt. Ahnlich

der Gl. ([II.33a)) kann man

(111.73)

p(B) e = (B]y(1) (ITL.74)

schreiben, wobei |1(t)) den Zustandsvektor (im Schrodinger-Bild) des Teilchens bezeichnet.

Bemerkungen:

« Der Phasenfaktor e 'Est/" spielt keine Rolle fiir die Wahrscheinlichkeit . Dies stimmt
mit der Eigenschaft der Koeffizienten eines Zustandsvektors in der Energiebasis iiberein —
hier sind die Impulseigenfunktionen auch Energieeigenfunktionen. Dementsprechend wird manchmal
auch nur ¢(p) als die Wellenfunktion in Impulsdarstellung gesehen.

* Ab jetzt wird der Faktor 1/(27h)3, z.B. in Gl. ([IL.73)), als Teil des (Integrations)Mafes iiber den
Impulsraum betrachtet.

Dank der neuen Interpretation des Betragsquadrats |p(p)|? als Wahrscheinlichkeitsdichte, kann
man den damit gewichteten Erwartungswert einer Funktion des Impulses definieren:
4 2 AP
= I11.75
U= [ 10 @) G (111.75)

dghnlich der Definition ([II.11)). Dabei wird natiirlich angenommen, dass |¢(ﬁ)‘2 auf 1 normiert ist.
Insbesondere kann man den Erwartungswert einer Komponente des Impulses, sagen wir mal p,,
sowie deren Quadrats betrachten:

3= 3
(pr> E/pm ‘Qs(ﬁ)lz (Q(jﬂz;)?) ) <pi> E/pgzg |¢(ﬁ)‘2 (2(;7];)3 (HI.?G)

Anhand dieser Erwartungswerte definiert man noch die Varianz von p,

(Ap)? = B2 = (02 = ( (0 — (0a))*) (11L.77)

womit auch die Streuung Ap, > 0 der Werte von p,

Aus den allgemeinen Eigenschaften der Fourier-Transformation, vgl. Abschn. [A73.3] folgt fiir
das Produkt dieser Streuung mit der durch GI. definierten Streuung der Werte von x die
Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation

(Az)(Apy) > Z] (I11.78)

Diese stellt ein Sonderfall der allgemeineren Unbestimmtheitsrelation (I1.17) dar.
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KAPITEL IV

Wellenmechanik:
Beispiele in einer Raumdimension

In diesem Kapitel werden einige ersten klassischen Beispiele der Wellenmechanik fiir Probleme
dargelegt, die der Bewegung eines Teilchens in einer einzigen Raumdimension entsprechen.
Fiir eine solche eindimensionale Bewegung ist die Wellenfunktion in Ortsdarstellung der Form

P(t,x) mit zeR (IV.1a)
und die zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung (I11.1b)) wird zu

vt z) B Mt a)
o 2m  Ox2

+ V() (t, x) (IV.1b)

mit der Masse m des Teilchens, wobei V' (z) das (zeitunabhéngige) Potential bezeichnet, in dem das
Teilchen sich befindet.
Wenn die Wellenfunktion 1 einen physikalischen Zustand beschreibt, soll sie auf 1 normiert sein:

/_OO |(t,2)|* dz = 1. (IV.2)

Anders gesagt ist die Wellenfunktion quadratintegrabel beziiglich der Variablen z, ¢ € L?(R), und
seine L2-Norm |[[1)|| ;2 betriigt 1. Da v dazu eine stetige Funktion von x sein muss, um Losung der

Schrédinger-Gleichung ([V.1b)) zu sein, soll

lim zy(t,z) =0 (IV.3)

|z|—o00
im Unendlichen gelten.

In den folgenden Beispielen werden wir hauptséchlich die Losungen der stationédren eindimen-
sionalen Schrodinger-Gleichung

ﬁ dZIbE (x)

o T V(@) ve(®) = Egp() (IV.4)

gesucht, wobei eine solche Losung eigentlich aus einer Funktion ¢g und einer reellen Zahl E, dem
zugehorigen Energieeigenwert, besteht. Dabei werden wir sowohl Bindungszusténde (Abschn. [IV.1.1

IV.4)) als Streuzustédnde (Abschn. [IV.1.2} [IV.3]) finden.
Zur Erinnerung lautet dann eine Losung der zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung (IV.1b)) mit

Energie E |vgl. Gl (III.29))] .

(t,x) = p(e) e, (IV.5)
wie sich durch Einsetzen dieser Funktion in die zeitabhéngige Schrédinger-Gleichung sofort priifen
lasst.
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Teilchen in einem endlichen Kastenpotential

Als erstes Beispiel betrachten wir die Bewegung eines Teilchens in Anwesenheit des in Abb.
dargestellten (rechteckigen) , Kastenpotentials®

~Vp fiir 2| < £
V(z)= (IV.6)
0 fir |z| > %
mit Vy > 0.

V(z)s

—L/2 L/2

T
I IT I11

—Vo

Abbildung IV.1 — Darstellung des Kastenpotentials ([V.6)).

Im Rahmen der klassischen Mechanik sind alle Werte der Gesamtenergie des Teilchens £ > —Vj
erlaubt. Dazu kann sich das Teilchen fiir —Vy < E < 0 nur im Gebiet II (|z| < L/2) befinden,
wahrend es sich fiir E > 0 iiberall bewegen kann; insbesondere kann es dann problemlos iiber den
Potentialtopf ,springen®.

Wir werden hiernach finden, dass die Resultate des quantenmechanischen Problems fiir £ < 0
ganz unterschiedlich sind (Abschn. , und dass es auch fiir £ > 0 einige Unterschiede gibt
(Abschn. . In beiden Fallen wird die Strategie zur Bestimmung der Losung der stationéren
Schrédinger-Gleichung auf R gleich sein: erstens werden Losungen der Differentialgleichung
in jedem der drei Bereichen I, IT und III gesucht; dann werden diese Losungen durch passende
Anschlussbedingungen bei © = —L/2 und = L/2 an einander geklebt.

IV.1.1 Gebundene Zustande

In diesem Abschnitt werden die gebundenen Zusténde des Kastenpotentials gesucht, d.h. die
normierbaren Losungen der stationdren Schrodinger-Gleichung mit dem Potential mit
negativer Energie E < 0.

Um spétere Ausdriicken zu vereinfachen, definiert man eine reelle Zahl x durch

h?k?
C 2m

mit # > 0. (IV.7)

In Ubereinstimmung mit der oben skizzierten Strategie werden zunichst Losungen von Gl. (TV.4)
in den verschiedenen Gebieten gesucht.

e Im Gebiet I nimmt die stationére Schrodinger-Gleichung mit dem Kastenpotential (IV.6)), das
dort einfach Null ist, die Form

h? d*p(x) 9

—-—— < =F & =
2m  dx? Vu() dz? R ()

an. Die allgemeine Losung dieser linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung ist eine be-

liebige Linearkombination der (linear unabhéngigen) Losungen €% und e™"*:

d*yp(x)

L
Ye(x) =Ae™ + Be ™™ mit A,BeC fiir:):<—§.
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Damit die Losung normierbar, d.h. quadratintegrabel, ist, darf sie fiir x — —oo nicht diver-

gieren. Daher soll der Koeflizient B verschwinden. Es bleibt also

L
Yp(z) =A™ mit AeC firz< —5 (IV.8)
e Im Gebiet III vereinfacht sich wieder die stationére Schrodinger-Gleichung zu
K d2yp () Ppp(z)
_— = E —_— s =
2m  da? Yu(z) < dx? K (z),

wie im Bereich I, was zur allgemeinen Losung

L
Yp(x)=Ce™ +De™™ mit C,DeC firx> 3

fiihrt. Um die Normierbarkeit dieser Losung sicherzustellen, darf sie im Limes x — oo nicht

divergieren, d.h. der Koeffizient C soll Null sein. Somit gilt

L
Yep(x)=De ™ mit De C firx > 5 (Iv.9)

e Im Gebiet II lautet die stationdre Schrodinger-Gleichung

h? d*p(x) yplz)  2m(E+ V)
o g Vovg(z) vp(z) < 1r2 2 YE(v)
Fir EF > -V ist E+ Vp > 0: sei k > 0 derart, dass
h2 2
E4+Vy=—— mitk>0 (Iv.10)
2m
gilt. Dann wird die Differentialgleichung zu
d*9p(2) 2
oz - FvE@
mit der allgemeinen Lésung
. . L L
Yp(r) = Fe** 4 Ge™ % mit FGeC fir — 3 <z< 5 (IV.11)

Nun gilt es, aus den partiellen Losungen (IV.8), (IV.9) und (IV.11)) eine Losung 1 der statio-
néren Schrodinger-Gleichung auf R zu basteln. Da das Potential iiberall endlich bleibt, und stiick-

weise stetig ist, sollte ¥ kontinuierlich differenzierbar auf R, d.h. insbesondere in den Punkten

x=—L/2und x = L/2, sein.

Ad Absurdum: Ist ¢ g in einem Punkt zo unstetig, so ist die erste Ableitung 1% (x¢) proportional
zu 0(z — x0) und die zweite Ableitung 1% enthélt ¢’'(x — x¢). Dieser Beitrag in §'(z — z¢) wird
in der stationdren Schrodinger-Gleichung durch keinen anderen solchen Term kompensiert, was
nicht moglich ist.

Ahnlich, wenn v}, in einem Punkt x( unstetig ist, so enthilt die zweite Ableitung 1/ (zo) einen
Term proportional zu §(z — xg), der durch keinen anderen Term in der Schrodinger-Gleichung
kompensiert werden kann, was wieder unmoglich ist.

Somit gelten die vier Anschlussbedingungen

- + . .

o Ui <_§ ) =g <—§ ) dh.  Ae"E?2 = peikL/2 4 G elkL/2 (IV.12a)
o LT ,( LY —kLJ2 _ —ikL/2 ikL/2

o Y -3 =Yg 5 dh.  Ake =ik(Fe —Ge ) (IV.12b)

L L~ kL2 ikL/2 —ikL/2

° Yp 5 )= VE 3 dh. De =Fe +Ge (IV.12¢)
, (LY (LT —KLJ2 _ ikL/2 —ikL/2

o Y 5 )= s 5 d.h. Dke =ik(Fe —Ge ). (Iv.12d)
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Dabei bezeichnet f(xy) bzw. f(z{) den links- bzw. rechtsseitigen Grenzwert einer Funktion f (hier
g oder ¥) im Punkt z¢ (hier —L/2 oder L/2).

Die weiteren Berechnungen koénnen unter Nutzung von Symmetriebetrachtungen vereinfacht
werden. Da das Potential eine gerade Funktion von z ist, wird fiir jede Eigenfunktion ¢g(z),
die die stationére Schrodinger-Gleichung mit einem bestimmten Wert von E 16st, die Funktion
XE(x) = ¢Yp(—x) auch Losung von Gl. fiir die gleiche Energie E sein.

Aus xg(x) = ¢Yg(—=z) folgt ndmlich

_ I () _ I ()
2m  da? 2m  d(—x)?

+ V() xe(r) = + V(=) ¢Yp(-2) = E¢Yp(—z) = Exp(z). O

Wegen der Linearitét sind dann

v @) = Yp@) + vp(—z) wd P(z) = vpe) — pp(-z) (IV.13)

auch Eigenfunktionen des Problems fiir den gleichen Energiewert F. Das Schone an wg) und w%A) ist
aber, dass sie gewisse ,Symmetrien besitzen: in der Tat ist ng) ist bzw. symmetrisohﬂ wahrend
zﬁ](EA) ungerade bzw. antisymmetrisch(?!) ist. Demzufolge wird hiernach nach solchen symmetrischen

und antisymmetrischen Losungen gesucht.

Bemerkung: Das eben gefundene Ergebnis sollte nicht falsch interpretiert werden. Es bedeutet nicht,
dass es fiir jeden Energiewert zwei linear unabhéngige Eigenfunktionen, eine gerade und eine unge-
rade, gibt: eine dieser Funktionen darf ndmlich identisch Null sein — wir werden hiernach sein, dass
dies im Kastenpotential immer der Fall ist! —, und stellt damit keine giiltige Wellenfunktion dar.

Bei geraden oder ungeraden Eigenfunktionen gelten bestimmte Beziehungen zwischen den Ko-

effizienten der GI. (IV.8)), (IV.9)) und (IV.11)).

e Fiir symmetrische Losungen sollen A = D und F = G sein. Dann sind die Bedingun-

gen ([V.12a)) und (IV.12d]) einerseits, (IV.12b)) und (IV.12d|) andererseits dquivalent, und es
bleibt
{Ae_“L/2 = 2F cos kL

2
V.14
Are FL/2 = 9k Fsin % ( 2)

iibrig: daraus folgt nach Division (A und F miissen ungleich Null sein, um eine normierbare
Losung zu definieren) die Beziehung

kL
k = ktan o (IV.14b)
zwischen x und k.
e Fiir eine antisymmetrische Losung gelten A = —D und F' = —G. Dann vereinfachen sich die

Anschlussbedingungen ([V.12)) zu

Ae rL/2 = —2iF sin &-
(IV.15a)

Ak e FL/I2 = 21k F cos %,

entsprechend zwischen s und k der Beziehung

kL
Kk = —kcot - (IV.15b)

<21>implizit: unter dem Austausch von x und —z, d.h. unter der Transformation r — —zx.
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Neben dem Zusammenhang zwischen x und k, der aus der geforderten Symmetrie oder Antisymme-
trie der Wellenfunktion folgt, fithren deren Definitionen (IV.7)), (IV.10|) zu einer zweiten Beziehung

Ko —2mE/R?  [2mVu/h? —2m(E + Vo) /h? 2mVy/h?
ko \ 2m(E+Vo)/h2 2m(E + Vp) /W2 “\eem(E+ o)/

K 12mVy

die sowohl fiir symmetrische als auch fiir antisymmetrische Eigenfunktionen gilt. Somit sind die
moglichen Werte von k die Losungen von

[2m V) ) tan % fiir eine symmetrische Eigenfunktion (IV.17)
h2k? — cot % fiir eine antisymmetrische Eigenfunktion. .

Die Losung dieser transzendenten Gleichungen wird graphisch in Abb. dargestellt. Die somit

d.h. noch

2mVy 1 tan % — cot % tan %
n2k2
(D)
(2)
(3)
} 1
% 2% kmax 3% k

Abbildung IV.2 — Graphische Losung der Gl. ({[V.17)).

gefundenen Werte von k bilden eine diskrete Menge {k(")}, die iiber GI. einem ebenfalls
diskreten Energiespektrum {E(”)} entsprechen, im Gegensatz zum analogen klassischen Problem.
Sei kmax = v2mVy/h der Wert von k, fiir den der Term auf der linken Seite der GI.
Null wird. Egal wie grof kpmax ist, werden die Funktionen /2mVy/h?k?—1 = f(k), die monoton
abnimmt, und tan(kL/2), die fiir 0 < k < 7/L monoton von 0 bis +00 wichst, fiir einen Wert k(1)
gleich sein. Das heiftt, dass es unabhéngig von den Werten der Parameter m und V) immer einen
gebundenen Zustand gibt. Dieser Zustand minimaler Energie wird Grundzustand genannt. Da k()
einem Schnittpunkt von f(k) und tan % entspricht, ist die Eigenfunktion ¢())(x) zur Energie E()

symmetrisch. Genauer gilt laut Gl. (IV.11)) mit F = G und GL. (IV.8)), (IV.9) mit A = D

2F cos (k(l)x) fir — g <z < g

¢(1)(m) = (1) (1)
Ae=Vlel = 2F cos i 2L exp [—k(l)ox‘ - §> tan i ZL} fiir |z = 7,

|
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"1/ L)2 x

Abbildung IV.3 — Eigenfunktion v (z) des Grundzustands fiir ein Teilchen in einem endlichen
Kastenpotential.

wobei der zweite Ausdruck fir den Fall |z| > % aus den Beziehungen (IV.14b) zwischen « und k
und (IV.14a]) zwischen A und F folgt. Da EYD < 7 /L ist, hat diese Eigenfunktion des Grundzustands
keine Nullstelle, wie in Abb. gezeigt wird.

Bemerkung: Ausgehend vom expliziten Ausdruck der Eigenfunktion 1()(z) kénnte man jetzt deren
Integral {iber R berechnen, gleich 1 setzen, und somit die Normierungskonstante F' bestimmen —
was nicht wirklich erleuchtend ware.

Allgemeiner gibt es nur endlich viele Losungen fiir & — und zwar nur eine in jedem Intervall
[nF,(n+1)%] fiir die nicht-negativen ganzen Zahlen n < kpaxL/m —, d.h. endlich viele erlaubte
Energiewerte E(™ < 0. Die Eigenfunktionen (™ der zugehérigen Bindungszustinde sind abwech-
selnd symmetrisch und antisymmetrisch, und man priift einfach nach, dass w(”)(x) genau n — 1
Nullstellen hat, die alle im Intervall —% <z < % liegen.

Wichtig ist, dass alle Eigenfunktionen (™) nicht identisch Null (sogar nie Null) in den klas-
sisch verbotenen Bereichen I und III sind — auch wenn sie dort nur ,exponential klein“ sind. Das
heiftt, dass in jedem gebundenen Energie-Eigenzustand das Teilchen eine nicht-verschwindende Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit in jenen Gebieten hat, was in der klassischen Physik nicht erlaubt ist.

IV.1.2 Streuzustande

In diesem Abschnitt wollen wir jetzt die Streuzusténde, d.h. die Eigenfunktionen der stationéren
Schrodinger-Gleichung (IV.4]) mit positiver Energie £ > 0, fiir das Kastenpotential (IV.6)) unter-
suchen. Wie im vorigen Abschn. [[V.1.2 bleibt £ > 0 durch Gl. (IV.10) gegeben. Dazu wird noch

ko > 0 durch 5 o

—— mit kg >0 (IV.18)
m
definiert.
Der allgemeinen Strategie nach werden erstens Losungen von Gl. (IV.4) in den drei Gebieten I,
II, IIT gesucht, wo das Potential konstant ist.
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e Im Bereich I verschwindet das Potential, so dass die stationére Schrodinger-Gleichung
1 d*yp(r) d*yp(2)

=F & =2 = g2
2m  da? Vu(T) da? 0ve(@)
lautet. Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist eine lineare Superposition aus
ebenen Wellen ¢'%0% und e~ikoz;
i : L
Yp(z) = Ae™® 4 Be 0¥ mit A, Be C firz < —=. (IV.19)

2
Diese Wellenfunktion wird nicht normierbar sein, denn sie ist nicht quadratintegrabel. Streng
genommen beschreibt sie also keinen physikalischen Zustand.

Nichtsdestotrotz nimmt die in §[[IL.1.T d definierte Wahrscheinlichkeitsstromdichte eine phy-
sikalisch sinnvolle Form an. In diesem stationdren eindimensionalen Problem wird Definiti-

on ([II.5b)) zu

. h « dyp(r)]
O
d.h.
7= %Im[(A* e tkor | px eiko’”)iko (A elfo _ Be_iko‘r)}é'x

h | .
— " [ikzo(|A]2 —|BJ? + AB* &%kor _ g*p e*QIkOw)]é’x.
m

Dabei sind die zwei letzten Terme in den Klammern konjugiert zu einander, d.h. ihre Differenz
ist rein imaginér, wahrend die zwei ersten reell sind, was zu

hko . hko
S0 apE, - 00

- - |B|?&, (IV.20)

7=

fithrt. Dabei hat hkg/m die Dimension einer Geschwindigkeit, so dass man gerne den ersten
Term als einen nach rechts — d.h. nach den positiven x-Werten — propagierenden , Strahl”
interpretieren mochte, und dementsprechend den zweiten als einen nach links laufenden Strahl.

Bemerkungen:

* Die Einfilhrung eines Teilchenstrahls in der Interpretation, obwohl die Schrédinger-Gleichung fiir
ein einziges Teilchen geschrieben wird, spiegelt den impliziten Bezug der Bornschen Regel auf
ein Ensemble von Teilchen, die im gleichen Zustand prépariert werden, wider. Eigentlich schlug Born
seine Interpretation der Wellenfunktion vor, als er die Schrédinger-Gleichung fiir einen Streuprozess
in drei Raumdimensionen 16sen wollte [20].

x Dazu ist anzumerken, dass die stationdre Schrodinger-Gleichung streng genommen nicht
die Bewegung dieser Teilchen beschreibt — die gesuchten Losungen sind ja zeitunabhéngig! Statt-
dessen stellt ein solcher Streuzustand eher die stationére, stetige ,Wahrscheinlichkeitsstréomung® dar,
die die Reihenfolge der sukzessiven quadrierten Wellenfunktionen eines normierbaren Wellenpakets
zusammenfasst, das aus  — —oo auf den Potentialtopf kommt und dort gestreut wird. Im eindi-
mensionalen Problem dieses Abschnitts sind die moglichen Ergebnisse des Streuprozesses entweder
Reflexion (nach hinten) oder Transmission (nach vorne).

e Im Gebiet III nimmt wieder die stationédre Schrodinger-Gleichung die Form

h2 42 d?
_27711(/;3:]22@) = Eyp(z) < 352(%) = kyvm (@)

an, deren allgemeinen Losung die Uberlagerung aus rechts- und linkslaufenden ebenen Wellen
. . L
Yp(r) = Ce*® £ De7#% it €D e C  fiir z > 7

ist.
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Um das Problem zu vereinfachen, stellen wir uns ein bestimmtes Experiment vor, in dem
ein Teilchenstrahl von links (z — —oo0) ankommt und nach rechts propagiert: dann ist |A|
die Amplitude der auf den Potentialtopf einlaufenden Welle. Die Teilchen durchqueren das
Potential und propagieren weiter nach rechts, entsprechend dem Beitrag C e*0*  wobei |C|
die Amplitude der transmittierten Welle ist. Am Potentialtopf konnte — auch wenn das fiir
die klassische Intuition {iberraschend ist — teil des Strahls am reflektiert werden: dieser re-
flektierten Welle entspricht der Beitrag Be %% in Gl. mit der Amplitude |B|. Wir
nehmen aber an, dass keine Teilchen aus 400 kommen und nach links propagieren, d.h. D = 0.
Deshalb untersuchen wir Losungen, die im Bereich III der Form

. L
Yp(z) = Ce*® mit CeC firz > 5 (Iv.21)
sind.

e Im Gebiet II wird die stationére Schrédinger-Gleichung zu

h2 d2yp(x) >y (z) 2
. — — B - _
ST Vove(z) Ye(r) < 2 k*)p(z)
mit der allgemeinen Ldsung
; ; L L
Ye(x) = Fe** 4 Ge % mit FGeC fir — 3 <z< 3 (Iv.22)

Bemerkung: Das betrachtete Experiment, in der das Teilchen von —oo auf das Potential kommt, ist
nicht symmetrisch unter dem Austausch von x und —z, was sich z.B. im Ansatz D = 0 bei A # 0
widerspiegelt. Dementsprechend wird in diesem Abschnitt nicht nach Loésungen mit bestimmter
Symmetrie gesucht.

Um die partiellen Losungen (IV.19), (IV.21) und (IV.22) aneinander zu kleben, fordert man
wieder die Stetigkeit der Wellenfunktion g und deren Ableitung % in # = £L/2. Somit gelten

die vier Anschlussbedingungen

- + . . . .
o Vg (_s ) =Yg <—§ > dh.  Ae kb2 4 Betkol/2 — peikL/2 | G elkL/2 (IV.23a)

- + i ) . )
‘1&};( L )_w};< L ) dh. ikO(Ae—lkOL/Q_BelkjoL/Q) :ik(Fe—lkL/Q_Gelk?L/Q)

2 2
(IV.23b)
L L~ —ikoL/2 ikL/2 —ikL/2
° Yp 5 )= Vg 3 d.h. Ce'™%“=Fe +Ge (IV.23c)
, (LT (LT . “ikoL/2 _ - ikL/2 —ikL/2
o U 5 )= Vg 5 dh.  ikgCe ™52 =ik(Fe —Ge ). (IV.23d)

Dabei bleiben fiir jede Energie E noch fiinf unbekannte Koeffizienten A, B, C, F, G, wofiir es nur
vier (lineare) Gleichungen gibt: es wird immer eine Losung geben, unabhéngig vom Wert von F,
d.h. die Energie darf beliebig sein.

Die Gleichungen und bilden ein System von zwei linearen Gleichungen fiir die

zwel unbekannten F' und G:

olkL/2  o—ikL/2 F C elkol/2
(eikL/Q _e—ikL/2> (G) = (Ck‘o e—ikOL/2> :
k
Durch Inversion dieses Systems kann man F' und G durch C ausdriicken:
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Diese Koeffizienten lassen sich in die Gl. (IV.23a]) und (IV.23b)) einsetzen, die jeweils zu

ikoL/2
Aeikol/2 | g oikol/2 _ Ce 20 / [(1 + k]:))e—ikL n <1 B Zﬁ))eim}

= (C lhol/2 [cos(kL) - i% sin(k:L)]

und
AotkoL/2 _ g oikoL/2 _ C ethol/2 14 ke _ (R kL
2 ko ko

= (C elhol/2 [cos(k:L) — ikﬁ sin(kL)]
0

werden. Diese Gleichungen bilden wieder ein lineares System fiir A und B, dessen Losung

; k k \ sin(kL) k k \ sin(kL)
— (O ekl Mo, —of™_
A=Ce [cos(kL)—i— <k: +k0> 57 ] , B C<l<: k0> o (IV.25)

ist. Somit lassen sich alle Koeffizienten in Gl. (IV.19), (IV.21)), (IV.22) durch einen davon ausdriicken.
Insbesondere merkt man, dass B im Allgemeinen nicht Null ist, wenn A — und daher C' — nicht
verschwindet, d.h. dass die reflektierte Welle mitberiicksichtigt werden muss.

1IV.1.2 b Reflexions- und Transmissionskoeffizienten
Anhand der Gl. (IV.25) kann man jetzt den Reflexionskoeffizienten

B 2
R= ||A||2’ (IV.26a)
und den Transmissionskoeffizienten
C 2
T= |]A||2 (IV.26D)

bestimmen. Das erstere bzw. letztere misst den relativen Anteil der (quadrierten) Amplitude der

einlaufenden Welle, der reflektiert bzw. transmittiert wird. Aus GI. ([V.25)) folgen ndmlich

|A]? 2 ko koY sin®(kL) 2 (K +K3)* .
o cos“(kL) + ko+k 1 cos“(kL) + T2 sin“(kL)
(K2 —k2)?2 ko ko sin?(kL)
=14+ -—- kL)y=1+|———| ——
T SR =1 (- 4
und
1B (ko kY sin?(kL)
IC12 \k ko 4
Somit lautet der Reflexionskoeffizient
<k B ko)z sin?(kL)
4
R= oK) (IV.27a)
14 k ko sin?(kL)
ko k 4
und der Transmissionskoeffizient
1
T = 5 . (IV.27D)
- k ko sin?(kL)
ko k 4

Beide sind offensichtlich kleiner als 1 und sie erfiillen
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T+R=1, (IV.28)

was die Erhaltung der gesamten Wahrscheinlichkeit ausdriickt. Dank der letzteren Gleichung kénnen
wir uns mit der Untersuchung des Verhaltens des Transmissionskoeffizienten begniigen.

Unter Nutzung der Definitionen ([V.10) und (IV.18) kommt

k koY (B-KH W
ko k) K2  E(E+V)

woraus die Abhéngigkeit des Transmissionskoeffizienten von der Energie der Losung folgt:

T(E) = ! mit k= Y2UE+ V) (1V.29)

% h
14+ ——-9 — _sin?(kL
+4ﬂE+%ﬁm%)

Diese Funktion von E wird in Abb. dargestellt. Der Transmissionskoeffizient T'(E) nimmt
tendenziell mit £ und geht asymptotisch zu 1 bei hohen Energien. Physikalisch ist dieses mathe-
matische Verhalten sinnvoll: ein Teilchen mit Energie E > Vj ,sieht” den Potentialtopf nicht und
fliegt dadurch, ohne gestort zu werden.

T(E)

1__ ________________________________

E
Abbildung IV.4 — Energieabhéngigkeit des Transmissionskoeflizienten (IV.29)).

Am Plot merkt man auch, dass der Transmissionskoeffizient T'(E) auch fiir bestimmte endliche
Werte der Energie E Null wird, wenn der Sinus-Term im Nenner der Gl. (IV.29) verschwindet, und
zwar flir kL = nm mit n € IN*, d.h.

hZ 2
E:—%+%%ﬂ?nmn:Lm“ (IV.30)
Fiir eine solche Energie findet eine Resonanz statt, und das Potential ist ,transparent* fiir die
einfallende Welle: alles wird transmittiert (7" = 1) bzw. nichts wird reflektiert (R = 0) — wie man
auch direkt am Ausdruck von B |Gl. (IV.25))] sieht.

Fir kL = nr ist 2L ein Vielfaches der Wellenldnge A = 27/k der Wellenfunktion im
Bereich II. Dementsprechend ,passt” die letztere genau im Potentialtopf, d.h. deren Werte an
den Réndern, die entweder in Phase oder um 7 phasenverschoben sind, haben den gleichen
Betrag: |¢g(L/2)| = |Yg(—L/2)| — was genau dquivalent zu T =1 ist.
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Alternativ kann man sich vorstellen, dass die bei z = —L/2 und = = L/2 reflektierten Wellen
destruktiv im Bereich I interferieren.

Bemerkung: Interessanterweise stellt Gl. (IV.30) eine Art Quantisierung der Energiewerte dar —
hier gibt es Resonanz nur fiir abzéhlbar viele Werte von E —, dhnlich wie bei den gebundenen
Zustanden.

Teilchen in einem unendlich hohen Kastenpotential

Ein mit dem Beispiel des Abschn. [[V 1] verwandtes Problem — das eigentlich viel einfacher ist, dafiir
aber weniger reich an Phénomenen, weil es nur Bindungszustinde gibt — ist die Suche nach den
Energieeigenwerten E und -zusténden ¢ g(z) eines Teilchens im unendlich hohen Kastenpotential

Vo fir |z| < %
V(z) = (Iv.31)
oo fiir [z| > &
mit Vp > 0, vgl. Abb. [[VF]
V(x)s
—L/2 L/2 T
A
Abbildung IV.5 — Darstellung des unendlich hohen Kastenpotentials (I[V.31)).
Wegen der unendlichen Hohe des Potentials in den Bereichen mit |z| > & muss die Wellen-

funktion dort Null sein. Dagegen lautet die stationdre Schrodinger-Gleichung (IV.4) im Bereich
o] < %

h? d*pp(x) Pyplz)  2m(E+ V)
_ — = E R = - .
Da E > —V} ist, kann man k > 0 durch
h2k?
E = — 1V.32
+ Vo S (IV.32)

definieren. Dann kann die stationdre Schréodinger-Gleichung in der einfachen Form

d*yg(z) 5 . L L
ausgedriickt werden, deren allgemeine Losung
Yg(x) = Acos(kz) + Bsin(kx) mit A,B € C (Iv.33)

ist.
In den Punkten xz = i% am Rand des Potentialtopfs muss die Eigenfunktion g Null sein, um

deren Stetigkeit sicherzustellen:
L L
(&5 <—2> =E <2> =0.
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Diese zwei Bedingungen sind mit ¢ g(2) = Cy sin[k,(z + %)] mit einer Wellenzahl k der Form
ki = n% fiir n € IN* (IV.34a)

erfiillt. Dementsprechend lauten die Eigenenergien

2,2

hem
_ 2
E,=—-Vo+n L2

fiir n € IN*, (IV.34b)

d.h. die moglichen Werte der Energie sind quantisiert. Die zugehérigen normierten Eigenfunktionen
sind durch

2 L 2 z 1\ .. L L
Yn(z) = \/;sm {kn (x + 2)} = \/;sm [mr(L + 2)] fir n € N* | 5 <z< 5 (IV.34c)

und ¥, () = 0 fiir |z| > % gegeben, wobei der Vorfaktor aus der Normierungsbedingung folgt. Man
priift einfach, dass die Eigenfunktionen {t,, }nen+ ein Orthonormalsystem bilden:

/00 U () Yy (2) dw = Opyy fiir n,n’ € IN*. (IV.35)
In Abb. [V.6] werden die ersten fiinf Eigenfunktionen dargestellt.
Un ()
—L/2 \ L/2 x
——

Abbildung IV.6 — Eigenfunktionen ([V.34c) in einem unendlich hohen Kastenpotential.

Bemerkungen:

x Die Eigenfunktionen sind abwechselnd gerade und ungerade, anfangend mit einem geraden Grund-

zustand. Die Eigenfunktion v, hat genau n — 1 Nullstellen im Intervall | — %, %[

* Die Ableitung ¢, ist unstetig in den Punkten z = +L

5, entsprechend der Anwesenheit von

unendlichen hohen Spriingen des Potentials.

x Die Eigenenergien ([V.34b]) sind die gleichen wie die Energien (IV.30) von Streuzusténden in

einem endlichen Kastenpotential, bei denen der Reflexionskoeffizient verschwindet.
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IV.3 Teilchen in einem periodischen Potential

kommt bald!

—3a

2a

3a

—3a

AV

Abbildung IV.7 — Periodisches Potential

Vi(x)

—2a —a a

2a

3a

Abbildung IV.8 — Dirac-Kamm
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Eindimensionaler harmonischer Oszillator

Als néchstes Beispiel betrachten wir den Fall eines Teilchens mit Masse m im Potential

1
V(z) = §mw2$2 mit w > 0, (IV.36)

das klassisch einen harmonischen Oszillator mit Kreisfrequenz w beschreibt.

IV.4.1 Analytische Losung der stationdaren Schrédinger-Gleichung

1V.4.1 a Eigenwerte und -funktionen des eindimensionalen harmonischen Oszillators
Mit dem Potential (IV.36) lautet die stationdre Schrodinger-Gleichung
I e S A Tl = F . IV.
5 + 5w T Yp(r) Ve () (IV.37)

Unter Einfiihrung der dimensionslosen Variablen

£=/""0 (IV.38a)
h
und 5
€= 1, (IV.38b)
5hw
nimmt die stationare Schrédinger-Gleichung ([V.37]) die dimensionslose Form
d*e (€
_ o) + e () = e (€) (IV.39)

dg?

an, wobei die unbekannte Funktion unbenannt wurde: ¥.(§) = 9 g(z). Dabei handelt es sich um

lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung: fiir jeden € € R existieren zwei linear unabhéngige

Losungen auf R, und jede Linearkombination davon ist auch Losung fiir den gleichen Wert von e.

Physikalisch sind aber nur quadratintegrable Losungen passend. Wie wir im §[[V:4.1d unten
sehen werden, existieren solche nur wenn e der Form

en=2n+1 mitnelN (IV.40a)

ist, d.h. nur fiir abzahlbar viele diskrete Werte von ¢. Die zugehorigen Losungen der dimensionslosen
Differentialgleichung (IV.39)) lauten

Ve, (&) = CH,(€) e €2 mit C € C, (IV.40D)

wobei H,, das n-te Hermitesche Polynom ist Beispielsweise lauten die ersten vier Hermiteschen
Polynome

Ho(¢) =1 , Hi(§)=2¢ , Ha(6)=4E—2 | H3(¢) =86 —126 , ... (IV.41)

Kommt man nun zuriick zu den dimensionsbehafteten Gréfen, so sind die Eigenenergien des
eindimensionalen harmonischen Oszillators

1
E, = (n + 2>hw mit n € IN (IV.42a)

und die zugehorigen, auf 1 normierten Wellenfunktionen

1/4
mw 1 mw s
Yale) = (m) mH"(v n‘”) o (IV.42b)

<22>Einige Einschaften dieser Polynome werden im Anhang dargelegt.
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1V.4.1 b Eigenschaften
In diesem Paragraphen werden einige Eigenschaften der Eigenelemente ([V.42)) der stationdren

Schrodinger-Gleichung fiir den eindimensionalen harmonischen Operator aufgelistet.

e Laut Gl (IV.42a)) ist das Energiespektrum diskret — obwohl die Ortsvariable = jeden reellen
Wert annehmen kann, so dass der Hilbert-Raum des Oszillators unendlichdimensional ist.

Jede Funktion von z kann als Linearkombination der Eigenfunktionen {t,, (z)}nen geschrie-
ben werden, auch wenn diese nur abzahlbar ist: die Eigenfunktionen bilden eine Hilbert-
Basis.

e Die sukzessiven Energieniveaus F,, sind dquidistant und jedes Niveau ist nicht entartet.

Die ,zweite Losung der Differentialgleichung (IV.37) mit der gleichen Energie F,, ist nicht

normierbar.
e Der Grundzustand hat eine nicht-verschwindende Nullpunktenergie Ey = %hw

e Die Eigenfunktionen sind alternativ gerade und ungerade: ¥,(—x) = (—1)",(z), wie man
am Beispiel der fiinf ersten Eigenfunktionen in Abb. sieht.

e ,(x) hat genau n Nullstellen.
Beide Eigenschaften gelten schon fiir die Hermiteschen Polynome H, ().

e Da die Eigenfunktionen entweder gerade oder ungerade sind, ist deren Betragsquadrat immer
gerade. Daraus folgt, dass die Erwartungswerte von Position und Impuls in einem beliebigen
Energieeigenzustand 1),, verschwinden:

(), =0 und (p)y, =0. (IV.43a)
Dazu berechnet man noch N
2
— B IV.43b
o= (n+3) s (1V.480)

WA

Abbildung IV.9 — Wellenfunktionen (IV.42b)) der fiinf niedrigsten Energieniveaus des ein-

dimensionalen harmonischen Oszillators.
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und
(p*)y, = (n + >mhw (IV.43c)
Beweis: spiter! (Aufgabe?)

Da (Azr)? = (22) und (Ap)? = (p?) hier gelten, lautet die Heisenbergsche Unbestimmtheits-
relation im Energieeigenzustand 1y,

1
(Az)y, (Ap)y, = (n + 2>h > g ¥n € IN. (IV.43d)

Dabei merkt man, dass die Nullpunktenergie nétig ist, damit die Ungleichung auch im Grund-
zustand gilt.

Bemerkung: Gleichung (TV.43b) besagt auch, dass die Aufenthaltswahrscheinlichkeit |1, (z)[? mit
wachsendem n breiter wird und weiter weg von (x) = 0 lokalisiert ist, vgl. Abb. [[V.10

/). A\

Abbildung IV.10 — Aufenthaltswahrseinlichkeiten fiir die fiinf niedrigsten Energieniveaus des
eindimensionalen harmonischen Oszillators.

1V.4.1 ¢ Herleitung der normierbaren Losungen

Im Limes £ > /e bei festem ¢ € R ist der Term in der rechten Seite von Gl. (IV.39) vernach-
lassigbar gegeniiber dem zweiten Term im rechten Glied, so dass

() d24.(9)
dg? dé?
gelten muss. Die Losungen dieser (approximativen) Differentialgleichung sind der Form

Ae €2 4 B2 it A,BeC.

+E() =0 & ~ 4 (€) (IV.44)

Dabei werden die Losungen, die sich wie e’/2 verhalten, nicht quadratintegrabel sein, und somit
uninteressant fiir das physikalische Problem unter Betrachtung. Das heifst, dass die physikalisch
relevanten Losungen fiir grofes £ wie 1.(£) & e=¢%/2 nach 0 gehen sollten. Dementsprechend werden

Losungen von Gl. (IV.39) der Form
e(€) = xe(§) 0672 (IV.45)
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gesucht. Unter Nutzung der Produkt- und Kettenregeln findet man fiir die ersten zwei Ableitungen
von .

YL(E) = [XA(©) = Exe(@)] 72, (&) = [XY(€) — 260 (8) + (62 = Dxe(§)] e ¢ 72,
Das Einsetzen dieser ¢-(§) und ¥(€) in die Differentialgleichung ergibt
~ D) ~ 26 + (€ ~ Dxe(©)] 72 + Exe(§) e = exe() ¢
d.h., nach Division durch den immer nicht-verschwindenden Faktor e~¢/2 und einiger Umschreibung
X2 (€) = 26xE(€) + (e = Dxe(§) = 0. (IV.46)
Diese lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung heifst Hermitesche-Differentialgleichung.

Um deren Losungen zu finden, kann man die FrobeniuMethode benutzen, d.h. einen Taylor-
Reihen-Ansatz

X(6) = aré”, (IV 47)
k=0

mit komplexen Koeffizienten aj betrachten. Sukzessive Ableitungen liefern

Xe(©) = kapg® ™t =" (k + 1ag 16",

k=1 k=0
und i, .
XAE) =Y k(k + Va1 =3k + 1) (k + 2)ag 426,
k=1 k=0

Diese Taylor-Reihen kénnen dann in die Hermitesche Differentialgleichung eingesetzt werden:

o0
D (k4 1) (k + 2)agss — 2kay, + (¢ — az ] ¥ = 0. (IV.48)
k=0
Da die Nullfunktion auf der rechten Seite eine Taylor-Entwicklung mit identisch verschwindenden
Koefhizienten hat, folgt aus der Eindeutigkeit der Taylor-Reihe

(k+ 1) (k+2)agso — 2ka + (e —1)ap =0 Vke N

d.h.
2k+1—¢
PRI R DK+2)
Somit erhélt man eine Rekursionsformel fiir die Koeffizienten a,,: die Angabe von komplexen Zahlen
ag und a; bestimmt die ganze Taylor-Reihe fiir einen bestimmten Wert von e.

ap VkeN. (IV.49)

Diese zwei ,Freiheitsgrade” ag, a1 entsprechen der Existenz zweier linear unabhéngigen Lésungen
b2 )
fiir jeden e.

Sei erstens angenommen, dass € der Form ([V.40a)) ist: € = 2n + 1 mit n € IN. Dann folgt aus
der Rekursionsformel a, 492 = 0 und allgemeiner

ar =0 fiir alle k =n+ 2K mit k' € IN*.

Falls n beispielsweise gerade ist, n = 2n/, sind alle geraden Koeffizienten ag; ab j = n’ 4+ 1 Null.
Wenn dazu a; Null ist, und somit alle ungeraden Koeffizienten azj1 mit j € IN, besteht die Taylor-
Reihe ([V.47)) aus nur endlich vielen Termen:

Xe(€) = ag; €%,
=0

(a2)p F. FROBENIUS, 1849-1917
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d.h. x() ist ein Polynom in £ vom Grad n — und genauer das n-te Hermitesche Polynom H,(§).
In diesem Fall ist ¥-(§) = xe(§) e=¢72 integrierbar.

Wenn ¢ nicht der Form 2n + 1 mit n € IN ist, werden die Koeffizienten a; nie Null sein. Fiir
grofte Werte von k fiihrt die Rekursionsformel ([V.49)) zu

2
Qpra N 7k fir k> 1. (IV.50)

Daraus folgert man, dass die resultierende Funktion anndhernd durch

2
Xe(6) = At
gegeben ist, so dass die Funktion ¢.(£) = x-(§) e=¢" ~ Aef”/2 nicht normierbar ist.

Aus der approximativen Rekursionsformel (IV.50) folgen fiir die geraden und ungeraden Koef-
fizienten die jeweiligen Naherungen
27 27 A
W -2 T !

mit einer Zahl A, € C und &hnlich

A 2 A 2 &
A O RV [CZ S VENSE R 77 R
mit A, € C. Damit ergibt sich fiir die Funktion Xe
o0
§y¢k§j%w+wﬂwﬂzzf%u§jg%1 Ay 4 Ay g,
Jj=0 7=0

und somit y(€) X €€, wenn man sich nur fiir das grobe Verhalten interessiert.

IV.4.2 Algebraische Lésung

Dem Potential (IV.36]) entspricht der Hamilton-Operator

opr 1
Ausgehend von dieser Form und vom fundamentalen Kommutator [#,p] = ihl s kann man die

Energieniveaus F,,, d.h. die Eigenwerte von H , und die zugehorigen Eigenvektoren bestimmen.

1V.4.2 a Leiteroperatoren

Um das Problem zu umformulieren, fithrt man die (dimensionlosen) Operatoren

mw 1
0=+ —2T + —p IV.52a
WS P ( )

und sein hermitesch Konjugierte

4 [mw 1 N
o' =4 —T — —— 1V.52b
5 =P ( )

ein. Aus Griinden, die spéter erkldrt werden, heiften diese Operatoren kollektiv Leiteroperatoren.
Bemerkung: Offensichtlich sind @ und a' nicht hermitesch, d.h. sie sind nicht Observablen.

Die Definitionen (TV.52)) kénnen invertiert werden, um & und p durch & und a' auszudriicken:
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~ — ~ /\T

z T~ (a+a"), (IV.53a)
e — at

p= mTa la (IV.53b)

Fiir spater wird es niitzlich sein, die Vertauschungsrelationen der Operatoren (V.52 zu kennen.
Natiirlich gilt einerseits

wobei 0 den Null-Operator bezeichnet. Dann findet man

a,a)=[a",a"1 =0 ] (IV.54a)

[a,a1] = 1. (IV.54b)

Unter Nutzung der Linearitit des Kommutators kommt mit den Definitionen von & und af

G R IVCC=E T T R e L EEcy)
’ 2h 2mhw ’ 2h 2mhw 2r°7 2r" R

Der fundamentale Kommutator [z, p] = ihl s liefert das gesuchte Ergebnis. m|

IV.4.2 b Der Operator N
Ausgedriickt durch die Operatoren @ und ' nimmt der Hamilton-Operator (TV.51]) die einfache
Form

o 1.
H = hw (a*a i 51%0) (IV.55)
an. Dies lasst sich noch als
~ N 1.
H = hw <N + 2]1%0) (IV.56)

schreiben, wobei der Operator N gemals
N =a'a (IV.57)
definiert ist. Da (ata)f = af(at)t = afa ist N hermitesch, so dass dessen Eigenwerte reell sind. Bevor
wir diese Eigenwerte suchen, kénnen wir noch die Kommutatoren
[N,d] = —a (IV.58a)
und
[N,a'] = al (IV.58b)
bestimmen.
Es gelten nédmlich einerseits
[N,a] = Na —aN = (a'a)a — a(a’a) = (ata)a — (aah)a = —[a, afla,
woraus Gl. (IV.58al) unter Nutzung der Vertauschungsrelation ([V.54b]) folgt, und andererseits
(N,a] = Nat —af N = (afa)al — af(afa) = af(afa) — a(ata) = af[a, af),

was den Kommutator (IV.58b)) ergibt. O
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1V.4.2 c Bestimmung der Eigenelemente des Hamilton-Operators
Da die Operatoren N und H offensichtlich miteinander kommutieren, s. Gl. (IV.56)) haben sie
die gleichen Eigenvektoren. Sei |\) ein solcher Eigenvektor, Eigenket von N mit dem Eigenwert A

NIA) = AN, (IV.59)
und demzufolge Eigenket von H mit dem Eigenwert (A + )
A 1
H|)\) = <>\+2)7M\)\>. (IV.60)
Da N hermitesch ist, ist A reell. Dazu kann man zeigen, dass es nicht-negativ sein muss. Berechnet
namlich das Matrixelement (A|N|\), so gilt einerseits
AINIX) = AN = A,
und andererseits, unter Nutzung der Definition des Operators N

AN = Afataly) = Jal ] > o,

wobei H alA) H die Norm von a|\) bezeichnet. Aus beiden Gleichungen folgt, dass A nicht-negativ ist.

Genauer gilt
A>0 oder A=0 und a|\) = |2). (Iv.61)

Als néchstes kann man die Wirkung von N auf den Vektor a|A) berechnen:
Na|A) = ([N,a] +aN)|\).

Aus dem Kommutator folgt [N, a]|\) = —a|\), wihrend GI. zu aN|\) = Aa|\)
fiihrt. Daher gilt
NalA) = (A —1)al\), (IV.62a)
d.h. a|\) ist Eigenvektor von N mit dem Eigenwert A — 1, sofern a|A) nicht der Nullvektor |@) ist.
Rekursiv findet man2)]
Nak|A) = (A = k)a*|)\) VEk e NN, (IV.62b)
d.h. @*|)) ist Eigenvektor von N mit dem Eigenwert A — k, vorausgesetzt a¥|\) # |@).
Nun darf A — & nicht fiir alle Werte von k € IN Eigenwert sein: irgendwann wird A\ — k negativ,
im Widerspruch zur gefundenen Nicht-Negativitdt der Eigenwerte. Daher muss A eine natiirliche
Zahl n sein:
NA) = A\ —  A=neclN
Dann gilt A —n = 0, d.h. a*|\ = n) ist Eigenket von N mit dem Eigenwert 0. Dies entspricht
dem zweiten Fall in Gl ([V.61), so dass aa”|A=n) = a"" |A=n) der Nullvektor ist. Allgemeiner
definieren die a"**|\=n) mit k € IN* keinen neuen Eigenvektor, weil sie alle gleich |&) sind.

Betrachte man jetzt Naf|\), so gilt
Nat|A\) = [N, al]|\) +aT N\ = af|a) 4+ aaf| ),
d.h.
Nat|A) = (A +1)al|\), (IV.63a)

was bedeutet, dass af|\) Eigenvektor von N mit dem Eigenwert A + 1 ist. Wiederum wird (af)2|\)
Eigenvektor mit dem Eigenwert \ 4+ 2 sein, und allgemeiner

N(@HEA) = (A +k)(ah*|\) Yk e N. (IV.63b)

EOMit Na" ) = (Na)a®|A) = (aN + [N, a])a*|\) = [(A = k)a —a]a®|\) = (A — k — 1)a"| ).
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Da A eine natiirliche Zahl n ist, werden alle n+ k Eigenwerte von N sein. Somit sind die Eigenwerte
von N genau die natiirlichen Zahlen n € IN. Die zugehorigen auf 1 normierten Eigenket@ werden
ab jetzt mit {|n)} bezeichnet:

N|n) =n|n) mit neN. (IV.64a)

Laut Gl. (IV.60]) sind das auch die Eigenvektoren des Hamilton-Operators H

- 1
Hin) = (n—l—i)ﬁxy\mEEﬂ\n} mit n € IN. (IV.64b)

Natiirlich findet man die gleichen Energie-Eigenwerte (IV.42al) wie in der analytischen Methode.

Insbesondere existiert ein Eigenvektor |0) zum Eigenwert 0: N|0) = 0/0) = |@), der laut
Gl ({IV.61)) auch dadurch charakterisiert ist, dass er im Kern des Operators @ ist:

a|0) = |&). (IV.65)

Laut Gl. (IV.64D) ist |0) der Eigenvektor von H mit der kleinsten Energie Ey = $hw: [0) ist der
Grundzustand des harmonischen Oszillators.

Bemerkung: Der Grundzustand |0) und der Null-Vektor |&) miissen nicht verwechselt werden! Der
erstere ist auf 1 normiert, (0|0) = 1, der andere ist der einzige Vektor mit verschwindender Norm,
(o|@) =0.

Laut Gl (IV.63) mit A = 0 und k = n ist (af)”|0) Eigenvektor von N mit dem Eigenwert n,
d.h. proportional zu |n):

In) = Cp(a")™|0) mit C, eR*, neN

mit offensichtlich Cyp = 1 fiir den Fall n = 0. Daraus folgt sofort
C
n) = Cual (@')"10) = -

n—1

alln —1) fiir n € N*.

Da |n) und |n — 1) definitionsgeméfs auf 1 normiert sind, gilt

2
1= {(n|n) = (n—1laal|n —1).

n
Ch-1
Unter Nutzung von aal = afa + [a,al] = N + 1, kommt

(n—1laa'|n—1)=nm—-1|Nn-1+n-1[gn-1)=[n-1)+1n—-1n—-1)=n
und daher

Cn 2 ’Cn—l‘
1 = = < C = .
(nln) = | 52| Cal = =
Daraus folgt rekursiv |C,,| = |Co|/v/n! = 1/v/n!. Indem man C,, reell positiv wiihlt, gilt schlieRlich
In) = —— (&) |o). (IV.66)
V!
Aus dieser Formel folgert man sofort

aflny=vn+1ln+1) VneNN (IV.67a)

(24 die wie immer nur bis auf einen Phasenfaktor '’ eindeutig sind.
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und, unter Nutzung der Vertauschungsrelation ([V.54b))

[d|n> =+vn|n—-1) VnE]N*.] (IV.67b)

Mit aaf = N + 1 (s. oben) gilt
N 1 MT (QT)

aln) = Ve f

Da der Operator ' bzw. G aus dem n-ten auf das (n+ 1)-te bzw. (n — 1)-te Energieniveau fiihrt,
wird a Aufsteige- oder Erzeugungsoperator und at Absteige- oder Vernichtungsoperator genannt
Die Eigenschaften rechtfertigen auch die gemeinsame Bezeichnung Leiteroperatoren, wenn
man sich die sukzessiven dquidistanten Energieniveaus als Leiterstufen vorstellt.

%<n_1+1>|n—1>=ﬁln—l>- =

(N+]13?0)| —1) =

1V.4.2 d Wellenfunktionen in Ortsdarstellun
Schlieflich kann man anhand der Ergebnisse des letzten Paragraphen die Wellenfunktionen in

Ortsdarstellung ([V.42bf) wieder finden.
Dafiir kann man zuerst in der charakteristischen Eigenschaft (IV.65)) des Grundzustands den

Absteigeoperator a durch die Orts- und Impulsoperatoren ausdriicken:
mw i
—Z+ h ) 10) = |9), IV.68
< 2h mp>' = (V09

wobei die Definition (IV.52a) benutzt wurde. Das Produkt mit (x| liefert dann unter Berticksichti-
gung der Korrespondenzen ([[I1.13)) und (II1.16) die zugehorige Ortsdarstellung

mw i d . _
hmwo(m)—i—m(—lh(h)wo(x):@ mit  1Po(x) = (2]0).

Nach trivialer Umschreibung ergibt sich

dapo()
dx

d.h. eine Differentialgleichung erster Ordnung mit allgemeiner Losung C e~mw’/2h it ¢ € C. Die
(bis auf einen Phasenfaktor) einzige Losung, deren Betragsquadrat auf 1 normiert ist, ist

1/4
mw —mMwT
Yo(z) = (ﬂh) e~ mwr®/2h, (IV.70)

Diese Funktion stimmt mit der Wellenfunktion iiberein, die sich aus Gl. (IV.42b)) im Fall n = 0
ergibt.

Bemerkung: Eigentlich zeigt Gl. (IV.69)) zwei Sachen, die in der Herleitung des §|IV.4.2 d|stillschwei-
gend angenommen wurden. Erstens ezistiert 1g(x) und damit der Grundzustand |0). Zweitens ist
¥o(x) und damit |0) ,eindeutig festgelegt, d.h. das niedrigste Energieniveau ist nicht entartet.

+7 Yo(z) = (IV.69)

Ausgehend von ¥ kann man die Wellenfunktionen in Ortsdarstellung der héheren Energienive-
aus bestimmen. Die Beziehung (IV.66) zwischen |n) und |0) kann nédmlich noch in der Form

In) 1 ( mw . i A>"|0>
n)=—— — - —F—
St \\ 21 St

umgeschrieben werden, d.h. in Ortsdarstellung mit 1, () = (x|n)

<,/T’;}‘; —\ 5 dx) do(z) fir neNN. (IV.71)

Man kann priifen, dass diese Formel genau das glelche wie Gl (IV.42b)) ergibt.

(25)ygl. auch die Operatoren St und S~ des Spin—%—Systems im §[[[.3.2¢



IV.4 Eindimensionaler harmonischer Oszillator

79

Literatur zum Kapitel IV

Cohen-Tannoudji, Diu & Laloé, Quantenmechanik. Band 1 [5], Kap. 1 & 5.

Fliekbach, Quantenmechanik [8], Teil II Kap. 11, 12 14 & Teil III.

Greiner, Quantenmechanik — FEinfihrung [9] Kap. VI & VII.

Griffiths, Quantenmechanik [10] = Quantum Mechanics [11], Kap. 2.

Landau & Lifschitz, Quantenmechanik [18] = Quantum mechanics [19], Kap. 11T § 22-25.
Messiah, Quantenmechanik. Band 1 [12], Kap. 3 & 12.1-12.2.

Nolting, Quantenmechanik — Grundlagen [13], Kap. 4 & 12.

Schwabl, Quantenmechanik (QM I) [15] Kap. 3.



KAPITEL V

Symmetrien in der Quantenmechanik
. J

V.1 Grundbegriffe Uber Symmetrien

In diesem Kapitel werden wir simultane Transformationen 7" der Zeitkoordinate und des Ortsvektors
(beziiglich eines gegebenen Bezugssystems) und des Zustandsvektors eines physikalischen Systems

t—t (V.1a)
T:qF—7 (V.1b)
) = [4) (V.1c)

betrachten, entsprechend einer Anderung des Gesichtspunkts auf das System.

V.1.1 Symmetrietransformationen

Eine Transformation der Art heifst Symmetrietransformation, wenn sie die Naturgesetze
invariant lasst Dabei ist die Bedeutung der ,,geometrischen Transformation intuitiv: das
System wird z.B. verschoben oder gedreht, so dass sich seine Position dndert. Dann stellt Gl.
die Transformation des Zustands dar, die aus der Anderung der Position folgt.

In der obigen Beschreibung wird von einer Verschiebung des physikalischen Systems im Raum
unter der geometrischen Transformation: dabei handelt es sich um eine sog. aktive Transfor-
mation. Im Gegensatz bleibt bei einer passiven Transformation das physikalische System fest,
wéahrend das Bezugs- und das Koordinatensystem, in denen es beschrieben wird, gedndert wird.
Beide Moglichkeiten fithren zum gleichen Formalismus, wobei einer aktiven Transformation 7
die passive Transformation T -1 entspricht.

Wenn die Naturgesetze invariant bleiben, miissen unter einer Symmetrietransformation 7 ins-
besondere alle quadrierten Skalarprodukte |(x|)|? unveréindert bleiben:

[ [P = [P Vi), Ix) € 2. (V.2)

|(x|1)|? stellt die Wahrscheinlichkeit (oder Wahrscheinlichkeitsdichte) fiir das Ergebnis einer Mes-
sung dar, die durch die Transformation definitionsgeméf nicht gedndert werden darf.

Da |¢) und |¢') Vektoren desselben Hilbert-Raums # sind, existiert ein Operator .% auf ¢
derart, dass R

|9') = L (T)|¥)

gilt, wobei die genaue Form von .# (7)) von der Transformation 7" abhéingt.

Laut dem WigneTheorem muss der Operator S (T) entweder unitdr oder antiunitar sein,
um der Eigenschaft zu geniigen. Deshalb es ab jetzt mit U (T) bezeichnet wird:

~

UT) ) mit  [U(T)]U(T) = 1p. (V.3)

|¥')

(26 Genauer sollte man vielleicht nur von den Naturgesetzen reden, die fiir das Problem relevant sind.

(“D)E. P. WIGNER, 1902-1995
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Bemerkungen:

x Die einzige Symmetrietransformation der nichtrelativistischen Quantenmechanik, die auf den
Hilbert-Raum 7 anhand eines antiunitaren Operators wirkt, ist die Zeitumkehr T:t — t' = —t.

Unter der Wirkung der Zeitumkehr bleibt der Ortsoperator 7P invariant, wihrend der Impulsope-
rator P zu —p wird. Damit der fundamental Kommutator [£;,pg] = id;,1 invariant bleibt, soll
iAl in —iA1 transformiert werden, was auf die Antiunitaritdt hinweist.

* Neben den physikalisch anschaulichen (Symmetrie-)Transformationen der Art (V.1f), bei denen
die Zeit t oder der Ortsvektor 7 gedndert wird, gibt es auch Transformationen, die nur auf den
Zustandsvektor |¢) des Systems wirken.

Ein triviales Beispiel davon ist die Multiplikation des Zustandsvektors durch einen konstanten
Phasenfaktor €%, Da diese Symmetrie immer vorliegt und keinen Einfluss auf die Physik hat,
wird sie aber meistens nicht als Symmetrie erwihnt.

V.1.2 Infinitesimale Symmetrietransformationen

Die Klassen von Symmetrietransformationen 77, die in der Physik relevant sind, versehen mit der
Verkniipfung von Transformationen, bilden allgemein jeweilige Gruppen, wie man bei den hiernach
diskutierten rdumlichen Translationen (Abschn. und Drehungen (Abschn. priifen kann.
Dementsprechend sollen die damit assoziierten Operatoren U (7) auch eine Gruppe von Automor-

phismen des Hilbert-Raums des Systems bilden

Dabei wird zwischen ,diskreten und ,kontinuierlichen Symmetrien unterscheidet, wobei sich
die Bezeichnungen eher auf die jeweiligen Symmetriegruppen beziehen. Beispielsweise sind die Zeit-
umkehr ¢t — ¢ = —t, die Raumspiegelung — eigentlich eine Punktspiegelung — 7 — 7/ = —F, oder
Translationen um das Vielfache eines Vektors @ € R3, d.h. # — 7/ = ¥+ nd mit n € Z wie im
Beispiel des Abschn. [V.3] diskrete Symmetrien.

Dagegen sind Raumtranslationen um eien beliebigen Vektor oder Drehungen um beliebige Win-
kel Beispiele von kontinuierlichen Symmetrien Bei den letzteren existieren sog. infinitesimale
Symmetrietransformationen, d.h. Transformationen ,in der Nahe* der Identitatstransformation. Sei
7 (g) eine solche infinitesimale Transformation, wobei € € R ein ,kleiner* Parameter ist. Dann kann
der mit 7 (e) assoziierte unitare Operator auf .7, mit dessen Hilfe Zustandsvektoren transformiert
werden, als

U(T(e)) = 1p +ieT + O(?) (V.4)

geschrieben werden. Dabei ist der Operator 1" auf % der Generator der Transformationengruppe.
Allgemeiner konnen mehrere reelle Parameter notig sein, um Transformationen zu charakterisie-
ren — z.B. drei Winkel fiir dreidimensionale Drehungen, wegen Drehungen in der Ebene nur einen
Winkel erfordern. Dementsprechend héngt eine infinitesimale Transformation von N € IN Parame-

tern (e1,...,en) € RN ab, und es gibt N Generatoren:
N

U(T{ea}) =L +1)_eaTu + O(ED). (V.5)
a=1

Die Kommutatoren [Ta,Tb} mit a,b € {1,..., N} sind charakteristisch fiir die Transformationen-

gruppe unter Betrachtung.

7 Dje Gruppe der Automorphismen {{ (‘I)} ist eine lineare Darstellung auf  der Transformationengruppe.
(2% Dje zugehorigen Gruppen sind Lz' Gruppen.

(#e)§. LIk, 1842-1899
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Genauer gilt

[ Lo, Ty = 1%, fapeTe ] (V.6)

mit Strukturkonstanten fqp, die charakteristisch fiir die Gruppe Sind

Aus der hermiteschen Konjugation der Gl. (V.4),
U(T ) = 1p —ieTt + O(2), (V.7)
folgt das Produkt
U(T@E))U(T () = 1w +ie(T - TT) + O(?).
Die Anforderung U (T (E))TZ;{ (T(E)) = 1,4 unabhingig von ¢ fithrt zur notwendigen Bedingung
P
d.h. der Generator 7 ist ein hermitescher Operator. Dieser Beweis ldsst sich einfach auf den Fall
einer Transformationengruppe mit mehreren Parametern verallgemeinern.

V.1.3 Transformation der Operatoren

Um eine Transformation ([V.1)) zu beriicksichtigen, wird jedem Operator A auf dem Hilbert-Raum
des Systems einen anderen Operator A’ zugeordnet:

A— A (V.8a)

Dabei wird A’ so definiert, dass die Matrixelemente von A im transformierten Zustand gleich den
Matrixelementen von A’ im ,alten” Zustand sind{*?)

(xIA'[9) = (A1) YIx), ). (V.8b)

Aus dem Transformationsgesetz (V.3) fir die Zustandsvektoren und der (Anti-)Unitaritét des dabei
auftretenden Operators U(7T) folgert man

A =T Au(T). (V.9)

Im Fall einer infinitesimalen Transformation (V.5) liefert eine einfache Berechnung
A =U(T{ea) AU(T({ea})) = A~ 1 ealTu, Al + O(E2). (V.10)

Somit ist der Operator A invariant unter der Symmetrie, d.h. A’ = A, wenn A mit allen Generatoren
T, der Symmetriegruppe kommutiert.

V.1.4 Symmetrien und Hamilton-Operator

Ein bestimmtes physikalisches System wird symmetrisch unter einer gewissen Gruppe von Trans-
formationen genannt, falls der Hamilton-Operator H invariant unter den Transformationen bleibt.

Laut Gl. (V.9) soll somit

H=UT)HU(T) (V.11)
gelten. Daraus folgt, dass [¢) und [¢') dieselbe Schrodinger-Gleichung erfiillen:
/
ih8$i> = H|y'). (V.12)

(29 Die imaginére Einheit i auf der rechten Seite wird manchmal in den Generatoren und manchmal in den Struktur-
konstanten ,absorbiert®.

9 n manchen Lehrbiichern wird stattdessen die alternative Konvention (x'|A’|¢’) = (x| A1) gewihlt.
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Insbesondere soll fiir eine infinitesimale Transformation

H=R(THea) AR(T({ea}) = A~ alTu, Al + O(c2) (V.13)

gelten, vgl. Gl. ([V.10)), woraus sich die Bedingung
[T,,H] =0 (V.14)

fiir jeden Generator T}, ergibt.

Diese Anforderung bedeutet einerseits, dass T, und H gleichzeitig diagonalisierbar sind, d.h.
dass man eine Basis von gemeinsamen Eigenvektoren finden kann. Dementsprechend kénnen diese
Eigenzustiande durch ihre Energie und ihren Ta—Eigenwert gekennzeichnet werden: in der Praxis ist
es deshalb niitzlich, die Symmetrien eines Systems zu untersuchen.

Laut dem Ehrenfest-Theorem besagt GI. auch, dass der Erwartungswert von T,

eine Konstante der Bewegung ist.

V.1.5 Alternative Definition der Generatoren
Anstatt Gl. (V.5)) werden die Generatoren in der Quantenmechanik oft durch

. N
U(THea)) = — + > €aGa + O(2) (V.15)

definiert, weil die ,neuen Generatoren G, eine einfachere physikalische Bedeutung haben.

Raumtranslationen

Als erstes Beispiel betrachten wir die Raumtranslationen um einen beliebigen Vektor
For' =T@r=r+a (V.16a)
mit a € R3. Fiir eine infinitesimale Verschiebung um einen ,kleinen” Vektor da gilt

T(66)7 = 7 + 66 + O(|6d2). (V.16b)

V.2.1 Operation auf dem Hilbert-Raum eines quantenmechanischen Systems

Sei 7 der Hilbert-Raum eines gegebenen quantenmechanischen Systems, dessen Zustands-
vektoren mit |1) bezeichnet werden. In Ubereinstimmung mit der allgemeinen Form (V.3) einer
Symmetrietransformation soll sich ein Ket geméi

) = W) = U@) ) (V.17)

mit einem unitéiren Operator U (@) transformieren, wenn das System um @ verschoben ist. In diesem
Abschnitt wollen wir ¢ (d) bestimmen, indem wir erstens den Operator U (dd) fiir eine infinitesimale
Translation finden.

V.2.1 a Operation auf Operatoren

Unter einer Raumtranslation des physikalischen Systems um @ transformiert sich dessen Position
gemil ¥ — 7/ = F + 4. Dementsprechend transformiert sich der Ortsoperator des Systems gemaf

P i =T 4,

GYDer Kiirze halber wird U(d) anstatt L?(T(Zi)) geschrieben.
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damit das Ergebnis 7’ einer Messung von 7/ um @ verschoben ist. Zum anderen wird 7"’ auch durch
Gl. (V.9) gegeben, d.h.

A~

P =U@FuU@).
Zusammen liefern die beiden letzten Gleichungen die Bedingung

U@ 7@ =7 +aly, (V.18)
fiir alle Vektoren @ € R3.

Betrachte man nun eine infinitesimale Translation éd = da, €, + da, €, + da. €,. Unter Nutzung
der Gl. ([V.15)) lasst sich der damit assoziierte Transformationsoperator in der Form

U(sd) =1, — % S b4 P+ 0(3a?) (V.19)
j:x7y7z

schreiben, wobei die (hermiteschen) Operatoren P, Py, P, die zugehérigen Generatoren sind. Dann
lautet der Term auf der linken Seite der Gl. (V.18) mit 4d - =>_;6a;P;

- 1., 3 Af & 1., = - 4 A -
<]1;f+héa-PT+(’)(5a2)>r<]ljf—héa-P—i—O(éaz)) =7 — hj;jaj 7, P ]—i—(’)(é 2),

wobei PT 15 flir j = z,y, z benutzt wurde. Wiederum ist der Term auf der rechten Seite derselben
Glelchung 7+ dail, ¢, SO dass

! Z da;[7, Pj] = dd iy = Z 5a; &1y

J T,Y,2 i=z,y,2
fiir alle gelten soll. Da 7 sich als 7 = 28, + €, + 2 €, schreiben lésst, miissen
i ~ i A A A .

und ) R ) ) ) ) X
[i'va] = [Q,Pz] = [Qan] = [@,PZ] = [éapx] = [évpx] =0
erfiillt sein. Insgesamt lassen sich diese Gleichungen als

(&, P, ] ihoile Vi, j (V.20)

umschreiben, entsprechend dem fundamentalen Kommutator ([I1.27]) von der i-ten Komponente des
Ortsoperators mit der j-ten Komponente des Impulsoperators — was im Nachhinein die Bezeichnung
mit ]5]- des Generators der Translationen entlang der j-Richtung rechtfertigt. Ab jetzt wird p; statt
Pj geschrieben.

Indem man schreibt, dass zwei sukzessive Translationen um dd, 8b in beliebiger Ordnung durch-
gefiihrt werden konnen:
U(0b)U(dd) = U(da)U(db),
weil die Gruppe der Raumtranslationen kommutativ ist, findet man unter Einfiilhrung der Kompo-
nenten da;, 0bj, dass die Generatoren p;, p; entlang unterschiedlicher Richtungen kommutieren:

(i, pj] =0 Vi, . (V.21)

Das heift, dass alle durch Gl. (V.6) definierten Strukturkonstanten der Gruppe der Translationen
Null sind.

V.2.1 b Operation auf Wellenfunktionen

Dass die Generatoren der rdumlichen Translationen die drei Komponenten des Impulsoperators
sind, kann auch in der Ortsdarstellung gefunden werden. Seien ¢ (7) = (¥|¢) und ¢/(7') = (7' |¢")
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die ,poriginelle” und ,translatierte“Wellenfunktionen eines Systems. Es gilt
W) = ¥(7) (V.22)
fiir alle 7 € R? und 7/ = # 4 @ mit d € R3. Dies kann auch in der Form
O (F) = (T @) ') =»(T(—a)7") =9 —d) Vr',deR?
geschrieben werden, wobei die Form der inversen Translation benutzt wurde. Im Fall einer infinite-
simalen Transformation gibt eine Taylor-Entwicklung

(it — 6a) ~ (F') — 0d - Vo (F') + 0(66°) = (1 — dd - V)(F') + O(53%).
Zum anderen soll laut Gl. (V.17) ¢/(7#') = U(6@)y(7') gelten. Daher liefern die zwei letzten Glei-

chungen . . .

U(ba)=1—-06a-V,
wobei die Operatoren u (6a), Vund 1 — entsprechend der Multiplikation mit 1 — auf quadrat-
integrablen Funktionen 1 auf R? wirken. Mit einiger trivialen Umschreibung ergibt sich
i
h
was genau Gl mit der Ortsdarstellung des Impulsoperators entspricht.

~

Uoa) =1 — ~d- (-ihV), (V.23)

Fiir eine beliebige Translation um einen Vektor @ € R? priift man, dass der zugehorige unitéire
Operator auf Funktionen 1 € L?(R3) durch

(@) = exp “ia : (mﬁ)] (V.24)

gegeben ist. Dabei sieht man, dass Gl. (V.23) nur die zwei ersten Terme der Taylor-Entwicklung der
allgemeineren Formel darstellt.

Die sukzessiven Terme in der Entwicklung von U/ (@) = e=@V in Potenzreihe realisieren nimlich
die Taylor-Entwicklung der Funktion, auf die sie wirken. O

V.2.2 Operation auf Vektoren von R?

Die Wirkung einer infinitesimalen Translation um dd auf einen Vektor ¥ kann in der freilich
komplizierten Form

T(6G)7 =7 + G = [113+%5a- (ih@)]? (V.25)

geschrieben werden, wobei 13 die 3 x 3-Identitdtsmatrix bezeichnet.
Hier auch kann diese Formel ,exponentiert* werden, um die Wirkung einer endlichen Translation
zu geben:

T(@)F =7+ @ = exp [;115 : (—ih@)} 7=V, (V.26)

Fiir Drehungen werden wir dhnliche Ergebnisse finden.

V.2.3 Spektrum der Generatoren von Translationen

Da die Generatoren von den raumlichen Translationen die kartesischen Komponenten p; des
Ortsoperators sind, sind uns ihre moglichen Eigenwerte schon bekannt, und zwar die reellen Zahlen
p € R.

Nun wird der Hamilton-Operator H eines Systems invariant unter allen rdumlichen Translatio-
nen nur dann sein, wenn A mit allen relevanten Operatoren p; kommutiert. In der Tat passiert dies
nur, wenn H der Hamilton-Operator eines freien Teilchens ist, d.h. fiir das System des Abschn.
oder allgemeiner fiir ein System aus nicht-wechselwirkenden Teilchen.
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Drehungen

Jetzt werden dreidimensionale Drehungen und ihre Wirkung betrachtet. Wenn 7 der Einheitsvektor
entlang der Drehachse und o der Winkel der Drehung sind, kann wird die Transformation

R AR (V.27a)
des Ortsvektors durch
H(1, )7 = (cosa)” + (1 —cosa) (7 - 7)7n + (sina) 7t x 7 (V.27b)
gegeben. Fiir eine infinitesimale Drehung mit Winkel [0a] < 1 wird dies zu

(i, da) =7+ dan x ¥+ O(6a?). (V.27c¢)

V.3.1 Operation auf Vektoren von R?

Seien x;, x; und n; mit j € {1,2,3} die jeweiligen kartesischen Koordinaten von 7, 7’ und 7 in
einem festen Bezugssystem. Damit wird die infinitesimale Drehung (V.27¢) zu

3
T, = z; + da Z ey + O(0a?) fiir i=1,2,3
joh=1

mit dem vollig antisymmetrischen Levi-Civita-Symbol €;;;. Dies lasst sich auch in der Form

3 3
T = Z <5ik + 5aZeijknj>xk +0(6a?) fiir i=1,2,3
k=1 j=1
umschreiben, d.h. nach Einfiihrung einiger auf erster Sicht beliebigen numerischen Koefﬁziente

3 . 3
T = Z |:5ik — %504 Z(iheijk)nj] zp + O(5a?) fiir i=1,2,3. (V.28)
k=1 j=1

Seien nun X1, Y9, 33 drei komplexe 3 x 3-Matrizen mit den jeweiligen Matrixelementen

(E])zk = ieijk fir i,j, k= 1, 2, 3, (V29a)
d.h. im Matrixform
0 0 O 0 0 1 0 -1 0
1=10 0 —i , 22=10 00 , d3=|1 0 0. (V.29b)
01 O —-i 0 0 0 0 O

Mit deren Hilfe und den kartesischen Komponenten (n1,ng, n3) des Einheitsvektors 7 definiert man
eine neue 3 x 3-Matrix

. 0 —n3 N9
- (FLE) =n1hX1 + nohds + nghds =ih | ns 0 -1 | - (V.30>
—ng N1 0

Dabei soll 7 - (hi) nur als eine kiirzere Notation fiir die Summe verstanden werden. Unter Nutzung
dieser Matrix, deren Elemente mit [7 - (hZ)]ik bezeichnet werden, wird Gl. (V.28) zu

3

1o o3 .
T, = Z <5ik - ﬁéa 7 - (hZ)]zk>xk +0(6a?) fir i=1,2,3.
k=1

G2 Dabei muss man die imaginére Einheit i nicht mit dem Index i € {1,2, 3} verwechseln!



V.3 Drehungen 87

Dabei ist §;;, das ik-Element der 3 x 3-Identitdtsmatrix 13, so dass diese drei Gleichungen zwischen
den Koordinaten z} und xj gemeinsam die vektorielle Gleichung

7= |1, — %Mﬁ (B |7 + O(8a2) (V.31)

darstellen. Da andererseits die Gl. (V.27a]) hier 7 — 7/ = Z(7i, da)7 lautet, gilt fiir die Form der
infinitesimalen Drehung im Ortsraum R3

R, 60) ~ 13 — %&m - (hS). (V.32)

Bemerkungen:
* Die explizite Form (V.29b) der Matrizen X; zeigt, dass sie alle drei hermitesch sind: E} = %; fiir
Jj = 1,2,3. Das gleiche gilt natiirlich auch fiir die Matrizen hX;.

* Ausgehend von Gl. (V.29b|) kann man auch die Kommutatoren zweier Matrizen 3;, 3J; berechnen:

[21, EQ] = 123 s [22, 23] = iEl s [23, 21] = 122, (V33a)
d.h. noch, da jede Matrix offensichtlich mit sich selbst kommutiert,
3
k=1
Aquivalent gilt die Vertauschungsrelation
3
(%, hS5]) = e hS. (V.34)
k=1

V.3.2 Operation auf Wellenfunktionen

Seien 1(7) = (F|y) und ¢/ (7') = (7' ]¢’) die ,poriginelle* und ,gedrehte’ Wellenfunktionen eines
Systems. Es gilt
V(7)) =yF) = (%0, )T = (%0, —a)F) Vi e R, (V.35)
wobei die Form der inversen Drehung benutzt wurde. Im Fall einer infinitesimalen Drehung (V.27¢))
gibt eine Taylor-Entwicklung
W(R(T, —0a)T") = p(F' — daii x ) = (F') — da(it x 7') - Vap(7'),
wobei die Terme der Ordnung O(da?) nicht geschrieben wurden. Zum anderen lautet Gl. (V.3)

Y'(7') = U7, 6a)(7), wobei U(7,da) den unitéren Operator bezeichnet, der die Wirkung der
Drehung auf quadratintegrablen Funktionen auf R? darstellt. Zusammen ergibt sich daher
U@, 6a) =1 — da(@ x 7') - V.

Unter Nutzung der Invarianz des Spatprodukts unter zyklischen Permutationen ergibt sich

(i, 60) = i — Ldai - [ x (~in9)], (V.36)

wobei alle Operatoren auf Funktionen v € L?(IR?) wirken.

Bahndrehimpulsoperator

Der Bahndrehimpulsoperator fiir ein Ein-Teilchen-System wird geméfs

X

=

L= (V.37a)

’@1)
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definiert, d.h. komponentenweise

Ly =9p. —2py , Ly=2ps—3p. , L.=1Ipy—Upa (V.37b)
oder noch 5
Li= ) eyrip; firi=1,2,3. (V.37¢)
Jk=1

Dann lautet dessen Ortsdarstellung

L~ 7 x (—i0V), (V.38)
so dass der unitdre Operator (V.36]) als
Ui, 6a) =1 — %&m I (V.39)

geschrieben werden kann. Das heifit, dass die drei Operatoren f/m, ﬁy, L. die Generatoren der
Drehungen fiir die Wellenfunktionen sind.

Bemerkung: In den Gl. (V.37b)) oder (V.37¢) ist die Ordnung der Operatoren #; und p; unwichtig,

weil sie wegen j # k miteinander kommutieren.

Ausgehend von der Definition (V.37) des Bahndrehimpulsoperators zeigt man unter Nutzung
des fundamentalen Kommutators ([I1.27]) die folgenden Vertauschungsrelationen

3
[Li, 2] =ihY eijedn Vi j € {1,2,3}, (V.40a)
k=1
und
A 3
[Li,p;] =ik > eupr Vi.j € {1,2,3}. (V.40D)
k=1

Daraus folgert man den Kommutator zweier Komponenten des Bahndrehimpulsoperators

3
[Li, L) =ik ) ejuly Vi j € {1,2,3}. (V.41)
k=1

Diese Vertauschungsrelation wird im néchsten Paragraphen zu Nutze gemacht, um die moglichen
Eigenwerte und -zustdnde des Bahndrehimpulsoperators zu bestimmen.

V.3.3 Spektrum der Generatoren von Drehungen

Die Form des Kommutators m der Komonenten L des Bahndrehimpulsoperators ist die
gleiche wie fiir die drei 3 x 3-Matrizen hY; in § Gl m Die drei Spln—Operatoren S des
Spin—%—Systems, Gl , geniigen auch der gleichen Vertauschungsrelation, vgl. Gl. Dabel
wirken die Bahndrehimpulsoperatoren ﬁj auf den unendlich-dimensionalen Hilbert—Raum der qua-
dratintegrablen (Wellen)Funktionen auf R?, die Matrizen h%; operieren auf den dreidimensionalen
reellen Raum der Ortsvektoren, und die S auf einen zweldlmensmnalen komplexen Vektorraum.

Allgemeiner kann man eine Dreiergruppe von hermiteschen Operatoren Ju, Jy, J. (oder aquiva-
lent {.J,} mit a = 1,2,3) mit den Kommutatoren

3
[Jas Jo) =11 ) €apede Va,b € {1,2,3} (V.42)
c=1
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betrachten, und deren Eigenwerte und Eigenzusténde suchen. Die Vertauschungsrelation (V.42))
wird oft Lie-Algebra(-Relation) der Drehgruppe — genauer, von der Gruppe der Drehungen im
dreidimensionalen euklidischen Raum — genannt, denn die {ja} sind dann die Generatoren einer
Darstellung jener Gruppe. Wiederum werden die Observablen {ja} Drehimpulsoperatoren genannt.

V.3.3a Kommutierende Observablen
Mit Hilfe der drei Operatoren {jx, jy, J;} definiert man einen neuen Operator auf dem gleichen
Hilbert-Raum durch

J2=J2+ J2 4+ J2 (V.43)

Da jeder J, hermitesch ist, besitzt J? auch diese Eigenschaft.
Dann priift man einfach, dass die Vertauschungsrelationen (V.42)) zum Kommutator

[jQ, ja] =0 Vae{z,y, 2} (V.44)

fihren. R
Ausgehend von {J, jy, J.} kann man einen Satz kommutierender Observablen, der aus J? und
einer der Komponente J, — traditionell J, — besteht:

{T% .} (V.45)
Dieser Satz ist dann vollstandig in folgenden Sinn: jede Funktion der Operatoren {:fx, jy, jz}, die

mit beiden Observablen des Satzes (V.45) kommutiert, ist eigentlich Funktion von J? und J,.

V.3.3 b Eigenzustande und Eigenwerte
Seien A\, m zwei reelle Quantenzahlen, die die gemeinsamen Eigenzustdnde des Satzes ([V.45))

kennzeichnen. Genauer sind die entsprechenden Eigenzustédnde |\, m) durch die Gleichungen
J2|x,m) = MNi2| A, m) (V.46a)
J. |\, m) = mh|\,m) (V.46b)

mit |||[A,m)|| = 1 definiert. Dabei wurden die jeweiligen Faktoren h? und A eingefiihrt, damit A und
m dimensionslose Zahlen sind.

Nun folgt aus der Definition und der Hermitizitéit der J,, dass A nicht-negativ ist. Man
kann némlich einerseits dank Gl. (V.46al)
O, m| T2\, m) = A2\, m |\, m) = Ah2
schreiben, wahrend andererseits
O, m| T2\, m) = ST ml 2 IAm)y= > Aml i aAm) = ) [ Jal X m) | >0
a=z,y,z a=z,y,z a=z,y,z

gilt: zusammen ergeben diese beiden Gleichungen A > 0. Ohne Beschrankung der Allgemeinhei
kann man A = j(j + 1) mit j > 0 setzen. Ersetzt man dann die Notation |\, m) durch |j,m), so
werden die Beziehungen (V.46|) zu

T2[j,m) = j(j + 1)R*|j,m) (V.472)
Jz|j,m) = mh|j,m) (V.47b)

mit j € Ry und m € R. Die Normierung der {|j,m)} und ihre Orthogonalitét — sie sind ja Eigen-

%) Die Funktion j — j(j + 1) ist ndmlich bijektiv von R4 nach Ry.
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zustdnde von hermiteschen Operatoren mit unterschiedlichen Eigenwerten — lautet wiederum

<j/7m/‘j7 m> = 5jj’ 5mm’- (V48)

V.3.3 ¢ Auf- und Absteigeoperatoren

Mit den Operatoren J, und jy definiert man zwei Operatoren durch

[ Sy = - ijy und J_=J, — ijy. ] (V.49)

Da J, und jy hermitesch sind, sind die Operatoren J4 nicht hermitesch; eigentlich gelten

A A~

Ji=Jd_ , J=J. (V.50)

Aus Gl (V.43) folgt, dass .J; und J_ mit J2 kommutieren:

~ ~

(72, J4] = [J2,J_] =0. (V.51)
Dagegen kommutieren sie nicht mit J.. Genauer findet man
(., Ja] = [Jo, o] £i[J., Jy] = ik, £i( - ihdy),
d.h. o R
[Jz, Ji] = +hJy. (V.52)
Anhand der Vertauschungsrelationen (V.51]), ) kann man Aussagen iiber die Vektoren
Jo |7, m) und J_|j, m) machen. Somit gilt emerselts

T2I1lj,m) = FeT?lj.m) = Jo (GG + DR, m)) = (G + D2 s |j, m),

was zeigt, dass die Vektoren ji] j,m) Eigenvektoren von j 2 mit dem Eigenwert j(j + 1) sind,
sofern sie sich vom Nullvektor |@) abweichen.
Andererseits fithrt G1. (V.52)) zu

Jodeljym) = [Jo, Je] [5,m) + Jedo|j,m) = £hde|jm) + Jed2|j,m).
Dabei ist der zweite Term laut Gl. (V.47b|) gleich mhji|j, m), woraus
J.Ji|j,m) = (m =+ DhJi|j,m) (V.53)

folgt: wenn er nicht der Nullvektor |@) ist, ist J|j,m) bzw. J_|j,m) Eigenvektor von J, mit
dem Eigenwert (m + 1)k bzw. (m — 1)k Somit erhoht bzw. vermindert der Operator J, bzw. J_
den mit J, assoziierten Eigenwert um eine Einheit von A, was die Bezeichnung Aufsteige- bzw.
Absteigeoperator begriindet.

Bemerkung: Der aufmerksamen Leserin wird klar sein, dass die Operatoren S’+, S_ des §[I1.3.2¢
Sonderfiille — auf einem Hilbert-Raum von Dimension 2 — der Operatoren J, J_ sind.

V.3.3d Bestimmung der Eigenwerte von .J > und J
Geometrisch ist bei einem dreidimensionalen Vektor J € R3 klar, dass bei festem Wert dessen
Betrags |J| — oder dquivalent von J? —, die Linge |J.| einer dessen Komponente beschréinkt ist.

Ahnlich wird bei gegebener Quantenzahl j — entsprechend dem Eigenwert j(j 4+ 1)h? von J? —
die Quantenzahl m, d.h. der Eigenwert m#h von J,, beschrankt sein.
In der Tat soll das Betragsquadrat

[T | A m)|? = (Gym]| T e |4, m)

nicht-negativ sein, wobei die hermitesche Konjugationen (V.50) benutzt wurden. Dabei kann man
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das Produkt jq:ji in der Form
Jedi = (Jo Fidy) (Jo £idy) = J2+ J2 £i[Jy, J]
umschreiben. Unter Verwendung der Lie-Algebra-Beziehung ([V.42) gilt noch
Jedy = J2+ J2 £i(ihd.) = J* — J2F hl.. (V.54)
Fiir das gesuchte Matrixelement (j, m|j¥ji |7, m) ergibt sich
(Gym|JxJe|g,m) = (G,m| T2 |G,m) = (G,m|J2 |5, m) F h(j,m|J. |5, m).

Jedes Matrixelement auf der rechten Seite lasst sich mithilfe der Relationen (V.47) und der Nor-
mierung des Eigenzustands |j, m) berechnen:

Gym | T2 |3, m)— (G, m| J2 |, m)Fh(j,m| J. | j,m) = j(j+1)h2—m* B2 Fmh? = [j(j+1)—m(m=1)] K.
Insgesamt gilt schliefslich
| J=| A m) |2 = [5(j + 1) — m(m £ 1)] B2 (V.55)

Damit der Term auf der rechten Seite nicht-negativ ist, soll |m| < j gelten, wobei j € R4 schon
gezeigt wurde.

Dazu ist falls m + 1 < j bzw. —j < m — 1 der Vektor J,|j,m) bzw. J_|j,m) nicht der
Nullvektor |@), weil seine Norm nicht verschwindet: laut der Gl ist er dann proportional
zum Eigenzustand |j, m+1) bzw. |j, m —1). Genauer gelten, da |j, m) und |j,m+1) auf 1 normiert
sind

Jiljm) =i +1) —mm+ D hljm+1) = /G —m)G+m+1)hljm+1)  (V.56a)
und

J-lgmy = Vi +1) = mm = 1) filj,m = 1) = /(G +m)(G —m+ 1) Alj,m —1).  (V.56b)
Demgegeniiber zeigt Gl. (V.55 auch, dass wenn der Eigenwert m = j bzw. m = —j existiert, gilt

Jild gy = @) baw. J_|j,—j) = |@). (V.57)

Sei nun mpax der maximale Wert von m bei gegebener j, der dank der Bedingung |m| > j
existiert. Dann ist definitionsgeméafs (mmax+ 1)A nicht Eigenwert von jz, d.h. — dank GI. mit
dem Aufsteigeoperator — j+ |7, Mmax) = | ). Dann muss mpyax gleich j sein und der Eigenzustand
|7,7) existiert Ebenso muss der minimale Wert von m genau —j sein und der Eigenzustand
|3, —j) existiert.(>Y)

Fangt man jetzt mit dem Eigenzustand |j,j) an und wendet man den Absteigeoperator J_
mehrmals, so kommt fiir jede n € IN

(J2)"14,5) = Cnlj,j — n),

wobei sich die Proportionalititskonstante rekursiv unter Anwendung der Gl. (V.56b]) bestimmen
ldsst. Damit die Reihenfolge der Quantenzahlen m = j — n von unten beschriankt bleibt, muss
irgendwann j — n die untere Schranke —j sein, was 2j = n ergibt, d.h.

25 € IN.
Anders gesagt muss die Quantenzahl j ganz- oder halbzahlig sein. Dann nimmt die andere Quanten-

zahl m alle Werte zwischen —j und j in Einheiten von 1 an, entsprechend 25 + 1 unterschiedlichen
Werten.

G Das heiftt 7,9) # |@) baw. |j,—j) # [2).
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Bemerkung: In den Gl. (V.56]) wurde stillschweigend die relative Phase der Eigenzustande |j,m)
und |§,m # 1) gewihlt, und zwar in Ubereinstimmung mit der in der Quantenmechanik iiblichen
sog. Condo Shortle Phasenkonvention.

V.3.3 e Zusammenfassung: Eigenelemente eines Drehimpulsoperators
In den vorigen Paragraphen haben wir das folgende Ergebnis bewiesen:

Seien jz, jy, J, drei hermitesche Operatoren eines Hilbert-Raums ¢, welche der
Lie-Algebra-Relation

3
[Jas Jo) =11 €apede  Va,b € {1,2,3}
c=1

der Drehgruppe geniigen. Dann sind die Operatoren J? und J, gleichzeitig diago-
nalisierbar mit (V.58)

T2|j,m) = j(j + DR?|j,m) und J.|j,m) = mh|j,m),
wobei die Quantenzahlen 7 und m durch
j€{0,3,1,3,...Yundme {—j,—j+1,....5— 1,5}

gegeben sind.

Man priift schnell, dass die Spin-Operatoren {Sx,gy,gz} des Abschn. [[1.3.2] dem Fall j = %

entsprechen — weshalb man dabei von einem Spin-3-System redet.

2
Wiederum ergibt sich fiir die 3 x 3-Matrizen hY; des § (R¥1)2 + (hX2)? + (hX3)? = 2R% 15
mit der dreidimensionalen Einheitsmatrix 13, so dass diese Matrizen den Fall j = 1 des obigen

Resultats darstellen.
In beiden Féllen ist die Anzahl 2541 der moglichen Quantenzahlen m die Dimension des Raums,
auf den die jeweiligen Drehimpulsoperatoren wirken.

V.3.4 Ortsdarstellung des Bahndrehimpulses

Das Ergebnis ([V.58) gilt natiirlich auch im Fall des in GI. (V.37) eingefiihrten Bahndrehimpuls-

operators L = {ﬁx, ﬁy,f/z}, wobei die Quantenzahl j traditionell eher mit ¢ bezeichnet wird. Fir
die letztere kann man zeigen, dass ¢ notwendig ganzzahlig sein muss:

L2, m) = 0(0 + )R |¢,m) mit (€N (V.59a)
L.|6,m) =mh|t,m) mit me{—t—L+1,...,0—1,0}. (V.59b)

¢ wird Bahndrehimpulsquantenzahl genannt und m (manchmal m,, um Verwechslung mit der Masse
zu vermeiden) magnetische Quantenzahl.

In diesem Abschnitt werden die Ortsdarstellungen der Bahndrehimpulsoperatoren ij angegeben
und die zugehorigen Eigenfunktionen untersucht.

V.3.4 a Ortsdarstellung der Bahndrehimpulsoperatoren .. L. L

In praktischen Anwendungen werden die mit dem Bahndrehimpuls assoziierten Quantenzahlen
niitzlich sein, um die Energie-Eigenzusténde zu kennzeichnen, wenn der Hamilton-Operator H des
physikalischen Systems mit L? kommutiert, d.h. wenn das System Kugelsymmetrie hat. Dement-
sprechend ist es sinnvoll, mit Kugelkoordinaten (r, 6, ¢) zu arbeiten. Dann lautet der Ortsvektor

(a)E, U. ConpON, 1902-1974 (©)G. H. SHORTLEY, 1910?77
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7 =rsinfcosgé€, +rsinfsing€, +rcosh €, =re,, (V.60a)

woraus sich der Ausdruck des Gradienten wiederfinden lasst:
0 10 1 9

V=& ——4&-— 48 ——), V.60b
T6r+ 97“86+ “rsinf 0 ( )
wobei die orthonormierten Basisvektoren {&,, €, €,} durch
€, = sinf cos p €, + sinfsin p €, + cos €,
€p = cos b cos p €, + cosfsin p €, —sinh &, (V.60c)
€, = —sinp &, + cos p &,

gegeben sind.
Ausgehend von 7 und V berechnet man die kartesischen Komponenten der Ortsdarstellung
7 x (=1hAV) des Bahndrehimpulsoperators:

> . .0 0

Ly~ — 1h(—smgp 99— °08 pcot f 8g0> (V.6la)

L —ih|cos 9 _ sin ¢ cot @ 9 (V.61b)
y o Y6 LS '

L.~ —ih(g@. (V.61c)

Dabei kann man merken, dass diese Operatoren nicht mehr von der Radialvariablen r abhéngen,
sondern nur von den Winkeln 6 und ¢.
Mit den zwei Komponenten L,, L, berechnet man die Auf- und Absteigeoperatoren

. . . (0 0
=L, +i Pl — 41 — V.62
Ly =Ly +iL, ~~~» he ( 7 icot ) (V.62a)

L

(V.62b)

R R . 0 0
L, —iL - = +1i — .
iLy ~~r he ( 89+1C0t98g0)

Schlieflich folgt aus Gl. (V.54))
P2 i p, B2 ni.
Mithilfe dieser Formel und der Ausdriicke (V.61c|), (V.62) findet man nach einiger Berechnung

~ 2 2
JLRVVING —h2[8+cot08+(1+cot29)8 ]

062 o0 0?2
Der Term auf der rechten Seite ldsst sich noch in der dquivalenten Form
3 19 5] 1 o
L? —h? — | sinf — — V.63
e [sin@ 90 (Sm ae) T nZo aw} (V-63)
umschreiben.
Andererseits fithrt der Ausdruck (V.60b)) des Gradienten zum Laplace-Operator in Kugelkoor-
dinaten e 5 5 5 o
2 1] 1 1
N=—+-———+—5|———|sinf — — . V.64
o i T [sin@ o6 (sm 86) * sin? 8@2] ( )

Dabei ist der Term in den eckigen Klammern, d.h. die ganze Winkelabhéngigkeit, genau der glei-
che wie im Ausdruck der Ortsdarstellung des quadrierten Bahndrehimpulsoperators. Daher
wird der Winkelanteil des Laplace-Operators eine einfachere Form annehmen, wenn es auf eine
Eigenfunktion von L? wirkt.
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V.3.4 b Eigenfunktionen der Ortsdarstellungen von 1> und L

Die gemeinsamen Eigenfunktionen der Operatoren L, und L? — genauer, von deren Ortsdar-
stellungen (V.61c) und (V.63) — mit den jeweiligen Eigenwerten m#A und £(£+1)A? sind definitions-
gemék die Kugelflichenfunktionen Y., (0, ¢): entsprechend den Beziehungen (V.59)) gelten

—h? L 0 sinHa— + Lﬁ Yom(0,0) = £(0 + 1)R*Yy, (0, ) (V.65a)
sin 6 00 00 sin2@ 0p? | 7™ AT )
oYy m (0,
i MYem 0 9) mMhYm (0, ). (V.65b)
dp
Die letztere Gleichung kann sofort in der Form
8Y m 97 .
W = mYi(0,9) (V.66)

umgeschrieben werden. Daraus folgt Y7 ,,(6,¢) = eimg"F&m(G), wobei die Funktion Fy,, wiederum
durch GI. bestimmt ist.

Einige Eigenschaften der Kugelflachenfunktionen, einschliefslich einer Tabelle der einfachsten,
werden im Anhang B3] dargelegt. Hiernach werden diese Eigenschaften im Rahmen des quanten-
mechanischen Problems formuliert.

Die {Y;,,} bilden eine orthonormierte Basis der quadratintegrablen Funktionen von 6 und ¢.
Hier ldsst sich dieses Ergebnis dadurch ,erkliaren, dass die entsprechenden Zustéande {|¢,m)} eine
orthonormierte Basis des Hilbert-Raums sind.

Bei gegebener Bahndrehimpulsquantenzahl ¢ geniigt der Eigenzustand mit maximaler magne-
tischer Quantenzahl m = ¢ der Bedingung L, |(,¢) = |@), vgl. GL (V.57). Mit der Ortsdarstel-
lung des Aufsteigeoperators lautet dies

A (0 .0
E16,6) = 12) w1 (5 oot ) Viet6.) =0,

Dabei kann man durch he'? dividieren und die Ableitung nach ¢ mithilfe der Gl. (V.66)) transfor-
mieren. Somit ergibt sich die gewohnliche Differentialgleichung

0Y;.0(0
“6(0’“0) — Lcot8Yy(6, ) =0, (V.67)
deren Losung Yy (6, ¢) o (sin6)* ist. Genauer gilt
Y2,0(0, ) = Cry(sin ) e'?, (V.68)

weil die p-Abhéngigkeit durch Gl. (V.66) eindeutig ist, wobei Cy, eine Normierungskonstante ist.
Wenn Y}, bekannt ist, lassen sich die Zustdnde mit kleinerer magnetischer Quantenzahl m iiber
die Beziehung (V.56b)) bestimmen, deren Ortsdarstellung genau der Gl. (B.16]) entspricht:

el 0 0
Yo 1(0,0) = —Z icot0 L) vy, 00,
e 09) = e (< 5 o0 Vo0,
—e ¥ Yo (0, ) ] .
= : +mYp (0, p)cotf| firme{—£+1,..., ¢}
WH)_m(m_l)[ s n(0.) i m € { )

Da die Abhéngigkeit der Kugelflichenfunktion Y7 ,,(6,¢) von dem Azimutwinkel ¢ die Form
eines einfachen Phasenfaktors €™ annimmt, wird der Betrag ‘ng (0, @)‘ unabhéngig von ¢ sein.
: 2 e e
In Abb. und wird das Betragsquadrat }Yg’m(ﬂ, cp)} flir unterschiedliche Werte von £ und m
gezeigt. Fiir eine Wellenfunktion der Form (7)) = R(r)Y; (0, ¢) — wie bei stationédren Zusténden
in Problemen mit Kugelsymmetrie, vgl. Kap. [VI[— bestimmt ‘Yg,m (0, @)‘2 namlich die (Azimut-)

Winkelabhiingigkeit der Aufenthaltswahrscheinlichkeit |1 (7)|?.
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Abbildung V.1 — Darstellung von }YM(G, ©) |2 in Abhangigkeit des von der Vertikalen gemes-
senen Polarwinkels 6 fiir £ € {0,...,5}. Alle sechs Plots sind auf derselben Skala.

In Abb. [V.I] werden die Betragsquadrate der Kugelflichenfunktionen mit maximaler magneti-
schen Quantenzahl, |YM(9, g0)|2, fiir Bahndrehimpulsquantenzahlen ¢ € {0,...,5} in Abhéngigkeit
von # aufgetragen.

Abbildung V.2 — Darstellung von ‘ngim(& go)’Z in Abhéngigkeit des von der Vertikalen
gemessenen Polarwinkels 6 fiir m € {0,...,3}. Alle vier Plots sind auf derselben Skala, die
unterschiedlich von jener der Abb. [V_T' ist.
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Mit wachsender ¢ und daher m, d.h. klassisch mit zunehmender Drehimpuls um die z-Achse,
streckt sich ‘ng,g(e, 4,0)‘2 immer weiter entlang der Richtung § = 7, d.h. in der (z,y)-Ebene, wie in
Anwesenheit einer ,Zentrifugalkraft weg von der z-Achse. Dabei muss man aber vorsichtig beim
Interpretieren sein: aufgetragen ist nicht irgendeiner Abstand von der z-Achse, sondern eine Wahr-

s

scheinlichkeitsdichte. Mit zunehmender ¢ wird der Wert § = 7 immer wahrscheinlicher, und die

Wahrscheinlichkeitsdichte konzentriert sich immer naher an diesem Wert — wie auch am Aus-
druck (V.68) von Yy, erkennbar ist.

Wiederum zeigt Abb. die Betragsquadrate ’Yg,,m(e,go)’Q fir m € {0,+1,£2,4+3}. Als |m)|

zunimmt, d.h. mit wachsender Drehimpulskomponente entlang der z-Achse, entfernt sich die Wahr-

scheinlichkeitsdichte vom Wert ¢ = 0, um sich entlang der Richtung 6 = 7 zu konzentrieren.

Bemerkung: Neben den Effekten, die schon in ‘Yém(ﬁ, ©) !2 auftreten, soll man noch beriicksichtigen,
dass Integrale iiber § mit dem Integrationsmafs sin 8 df durchzufiihren sind, was zu einer zusétzlichen
Verstarkung des Gewichts des Bereichs in der Néhe von 6 = 7 fiihrt.

Literatur zum Kapitel V
e Cohen-Tannoudji, Diu & Laloé, Quantenmechanik. Band 1 [5], Kap. 6 & 9.
e Fliekbach, Quantenmechanik [8], Teil II Kap. 17, Teil IV Kap. 23 & Teil VI Kap. 36-37.
e Greiner & Miiller, Quantenmechanik — Symmetrien [21] Kap. I & II.
e Griffiths, Quantenmechanik [10] = Quantum Mechanics [11], Kap. 4.3-4.4.
e Landau & Lifschitz, Quantenmechanik [18] = Quantum mechanics [19], Kap. IV § 26-29.
e Messiah, Quantenmechanik. Band 1 [12], Kap. 13.1-13.4 & 15.1-15.3.
e Nolting, Quantenmechanik — Methoden und Anwendungen [22], Kap. 5,1-5.2.

e Schwabl, Quantenmechanik (QM I) [15] Kap. 5.
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KAPITEL VI

Quantenmechanische Probleme
in drei Raumdimensionen

Dreidimensionales Kastenpotential
Der Vollstandigkeit halber. ..

VI.1.1 Endliches Kastenpotential

VI.1.2 Unendlicher dreidimensionaler Potentialtopf

Teilchen in einem Zentralpotential

In diesem Abschnitt werden die gebundenen Energie-Eigenzusténde eines Teilchens mit Masse y in
einem dreidimensionalen Zentralpotential V' (|7]) untersucht, entsprechend dem Hamilton-Operator

gy V(#E) mit V(7)) = V(7). (VL1)

In Abschn. VI.2.1]..
In Abschn. [VI.2.2..

VI.2.1 Aligemeine Ergebnisse

Dank der Kugelsymmetrie des Problems kommutieren der quadrierte Bahndrehimpulsoperator
L2 und dessen z-Komponente L, mit dem Hamilton-Operator des Systems (§|VI1.2.1 a)). Demzufolge
lassen sich die Bindungszustéinde als Produkt einer Kugelflichenfunktion mit einer Funktion der
Radialkoordinate r = |7| schreiben, wobei die letztere einer Differentialgleichung gentigt, die die
Eigenenergie des Systems bestimmt (§[VI.2.1bl[VI.2.1¢).

Die Vertauschungsrelationen (V.40a) und (V.40Db) fithren jeweils zu den Kommutatoren

[Li,23] =0 und [L;,p?] =0 Vi,j € {1,2,3}. (VL.2)
Daraus folgert man zuerst

[L;,7%] =0 und [L;p?] =0 Vie{1,2,3}, (VL3a)
und in einem zweiten Schritt

[L%,7%] =0 und [L2,5%] =0. (VL3b)
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Aus diesen Gleichungen folgt, dass die Observablen L? und L, mit jeder Funktion der Operatoren
72 und p? kommutieren, insbesondere mit dem Hamilton-Operator (VI.1)). Dazu kommutieren diese
Bahndrehimpulsoperatoren laut den Ergebnissen des Abschn. [V.3.3] miteinander, so dass

o

{H,I* L.} (VL.4)
ein Satz von kommutierenden Observablen ist, der flir das System unter Betrachtung eigentlich
vollstandig ist. Deshalb werden hiernach Energie-Eigenzustiande gesucht, die auch Eigenzusténde
der Operatoren L? und L. sind.

Bemerkung: Da L? und L. mit dem Hamilton-Operator kommutieren, sind ihre Erwartungswerte
Konstanten der Bewegung.

VI.2.1 b Von der stationaren Schrodinger-Gleichung zur Radialgleichun
Unter Nutzung des Ausdrucks (V.64) des Laplace-Operators in Kugelkoordinaten lésst sich die
stationdre Schrodinger-Gleichung

2
—ZMME(F) +V(r)n(®) = Bva(®)

als

20> 20 h? 1 0 0 1 0?
(2 ) - e (sinf e ) 4+ s = Byp(r,0
{ 24 <6r2+r8r> 2pur? [sin@@@ (Sm039>+sin200g02]+V(T)}¢E(T’9’¢) vie(r0,)
(VL5)

schreiben. Dabei kénnen die partiellen Ableitungen nach der Radialkoordinate noch in der dquiva-

enten For PA0) 2000) 10 1o

or? r or r Or?

umgeschrieben werden.

Laut der Diskussion des §[VI.2.Ta] kann man Eigenfunktionen zu dieser Gleichung suc] '
gleichzeitig Eigenfunktionen der Ortsdarstellungen der Operatoren L? und L, sind, s. §[V.3.4b
Daher wird fiir ¢g der ,Separationsansatz

77Z)E(747 0, 90) = R(T)n,m(ev 90) (VI7)

mit £ € N, m € {—(,£+1,...,¢} und der zugehdrigen Kugelflichenfunktion Y, ,, gemacht. Dann

gilt dank G1. (V.65a)

1 0 o) 1 0 1 9 ) 1 0?
Lin@ a6 <Sm9 ae) T e 8(,02] Ve 0,¢) = Rr) [sme 06 (Smg ae) T 7o 8@2] e (0,2)

= 0L+ 1)R(r)Yym(8, 0).

Das Einsetzen in die stationire Schrodinger-Gleichung (VI.5) mit der Umschreibung (VI.6) ergibt

h2 d2 R20(0+ 1
—— Y (0, @)@ [rR(r)] + RUEEL)

S R(r)Yem(0,0) + V(1) R) Y 0, ) = BR()Yen(6, )

2ur?
Diese Gleichung muss fiir alle méglichen (7, 0, ¢) gelten, insbesondere fiir Werte der Winkel, fiir die
Ys.m (60, ) ungleich Null ist. Nach Division durch Yy, (6, ¢) erhélt man eine gewohnliche Differential-
gleichung zweiter Ordnung fir R(r):

n? d? R20(0+1)

o a? [rR(r)] + |V (r) + R(r) = ER(r), (VIL.8)

272
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die sog. Radialgleichung.

Von den vielen mathematisch giiltigen Losungen zu dieser Differentialgleichung werden im Fall
E < 0 nur wenige ,physikalisch akzeptabel* sein. Insbesondere soll die Wellenfunktion ¢ r quadrat-
integrabel (und deren Betragsquadrat auf 1 normiert) sein:

/ s 4T =1~ / Oo[ | R(r)Yym(0, )| a2 | r2 dr,
R3 0 $2

wobei d2€2 = sin # df dp das Raumwinkelelement auf der Einheitskugeloberfliche $? bezeichnet. Aus
der Normierungseigenschaft (B.15]) der Kugelflichenfunktion folgt dann fiir R(r) die Bedingung

/OOOTQ ‘R(T)‘2 dr =1. (VL.9)

Demzufolge muss R(r) zwei Randbedingungen erfiillen:

1i_>m rR(r) =0 (VI.10a)
lim |rR(r)| < oo (VI.10b)
r—0

In der Praxis wird die zweite Bedingung durch die stidrkere Anforderung

11_1)1(1) |R(r)| < o0 (VI.10c)

an die Radialfunktion R(r) ersetzt.

Mit einer Funktion R(r) o 1/r ist 72 |R(r)|? zwar endlich und daher integrabel in 7 — 0. Wegen
A(1/|7]) o 68)(F) bedeutet R(r) o< 1/r aber, dass das Potential V(7) eine Dirac-Distribution
im Ursprungspunkt enthélt, was einen sehr besonderen Fall darstellt, der mit der Randbedin-

gung (VI.10c) ausgeschlossen wird.

Die ,erlaubten” Werte der Energie F werden durch die Radialgleichung bestimmt. Man
sieht, dass die magnetische Quantenzahl m dabei keine Rolle spielt. Dementsprechend werden die
Energie-Figenwerte £/ unabhéngig von m sein.

Dagegen diirfen die Werte von E von der Bahndrehimpulsquantenzahl ¢ abhéngen: die zugeho-
rigen Energieniveaus werden dann (mindestend®”))) (2¢ + 1)-mal entartet sein, d.h. es wird 2¢ + 1
linear unabhingige Eigenzustéinde mit der gleichen Energie geben, die alle durch den gleichen Wert
von ¢ und unterschiedliche Werte von m gekennzeichnet sind.

VI.2.1 c Vereinfachung der Radialgleichun
Die Radialgleichung (VI.8) kann unter Einfiihrung einer neuen unbekannten Funktion

u(r) = rR(r) (VL.11)
weiter vereinfacht werden: es gilt ndmlich dann

R
2ur dr?

R26(0 + 1)] u(r) Eu(r)
2ur?

+ [V(r) +

r r
d.h. nach Multiplikation mit r

h? d%u(r) P20+ 1)

2 ]u(r) = Eu(r). (VL.12)

Fiir die Funktion u(r) vereinfacht sich auch die Normierungsbedingung (VI.9) zu

(%) Das in Abschn. [VI.2.2] dargelegt Coulomb-Potential stellt ein schlechtes Beispiel dar, da es eine zusitzliche Ent-
artung gibt!
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/ |u(r)|* dr = 1, (VL.13)

0

wahrend die Randbedingungen (VI.10|) zu
Tlgrolo u(r) =0 (VI.14a)
lim u(r) =0 (VI.14b)
r—0

werden.

Bemerkung: Wie beim Zentralkraftproblem in der klassischen Mechanik kann man ein effektives
Potential durch
R20(0 4 1)

Verlr) = V() + 7

(VL.15)

definieren, d.h. den Effekt des Bahndrehimpulses — klassisch: der Zentrifugalkraft — als teil eines
neuen Potentials betrachten, das die Radialbewegung bestimmt.

VI.2.2 Coulomb-Potential

In diesem Abschnitt werden die gebundenen Energie-Eigenzustédnde eines Teilchens im Coulomb-
Potential

292 2
~ p A . - Ze
H=—+V({#) mit V@) =—-—— VI.16
2TV ") =7 (VL16)
untersucht.
VI.2.2 a Physikalische Motivation
wasserstoffihnliches Ion: Z Protonen im Atomkern, ein Elektron.
w: reduzierte Masse
Bemerkungen:
x spinloses Elektron; spinloser Atomkern; magnetische Effekte werden vernachldssigt.
x punktformiger Atomkern
VI.2.2 b Energiespektrum
Mit dem Coulomb-Potential V (r) = —Ze?/r lautet die Radialgleichung (VI.12)
h? d? R20(0 41 Ze?
1 d7ulr) (e+1) _ Ze u(r) = Eu(r). (VL17)

S 2p dr? 2412 r

Hiernach werden nur Bindungszustdnde mit £ < 0 gesucht. Dementsprechend kann man E in der
Form 122
E=——— mit k>0 (VIL.18)
2p
schreiben, wobei x die Dimension eines Wellenvektors hat.
Um die Gleichung und deren Losung zu vereinfachen, fiilhrt man dimensionslose Grofen und
Variablen ein: ) )
2uze Ze*K
= d = = — . VI.19
p=rr und ¢ 2 7 ( )

Mit deren Hilfe ist die Differentialgleichung ((VI.17]) dquivalent zu
d?u(p) +1) ¢

a2 PR +1ju(p) =0 (VI.20)
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wobei die unbekannte Funktion wieder mit « bezeichnet wird.

Fiir jeden Wert von € € R4 hat diese Differentialgleichung zwei linear unabhéngigen Losungen.
Damit eine davon normierbar ist, muss € der Form

en =2n mitn e IN* (VI.21)

sein, wie hiernach in §[VI.2.2d gezeigt wird. Die zugehorigen Losungen der dimensionslosen Diffe-
rentialgleichung (VI.20]) lauten

Une(p) = Crgp™™ e P L2 (2p) mit C,y € C, (V1.22)

wobei £ € {0,1,...,n — 1}. Dabei ist Lffjﬁl ein zugeordnetes LaguerrPolynom Beispiels-
weise lauten die zugeordneten Laguerre-Polynome vom Grad kleiner als 2

(k+2)(k+1)

2
p
Li(p) =1 , Li(p)=—p+k+1 , L5(p) =% —(k+2)p+ 5 ,

. Vk. (VI1.23)

Kommt man nun zuriick zu den dimensionsbehafteten Gréfen, so sind die Eigenenergien der
gebundenen Zusténde im Coulomb-Potential

,uZ2e4 Ze? 1 )
E,=— ST = 2, n? mit n € IN*, (VI.24a)

wobei n Hauptquantenzahl heifst, wahrend

(V1.24b)

der Bohrsche Radius ist. Die zugehorigen, auf 1 normierten Wellenfunktionen sind

. 2N? [m—e—1/2r\ _ o
wn,ﬂ,m (T) = Rn,f(r) }/E,m<9’ 90) = (n_> g (_) € r/nag Lié——i_fl_l(_) Yé,m(a’ 90)

a, 2n(n +£)! \na, na,

(VI.24c)

mit £ € {0,1,...,n—1} und m € {—¢,—¢+1,...,£—1,£}. Somit werden diese Eigenzustinde durch
drei Quantenzahlen gekennzeichnet.

Abbildung[VIL]zeigt die ersten Energieniveaus bis n = 4. Dabei wir die traditionelle Bezeichnung
nt benutzt, wobei anstatt der Werte von ¢ die Buchstaben s (fiir £ = 0), p (fiir £ = 1), d (fiir £ = 2),
fy g, h... stehen.

9E. LAGUERRE, 1834-1886
<37)Einige Einschaften dieser Polynome werden im Anhang dargelegt.
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F, Streuzustdnde mit £ > 0 n?
. . . 4
Byt i +16
1 4 1
Es 3s 3p 3d f )
Eat 2s 2p T4
ElAk T T 1

Abbildung VI.1 — Energieniveaus (VI.24a)) im Coulomb-Potential. Rechts sind die Entar-
tungsgrade der jeweiligen Niveaus aufgetragen.

Entartung der Energieniveaus

Laut GI. héngen die Eigenenergien E, nur von der Hauptquantenzahl n ab. Fiir jede n
nimmt die Bahndrehimpulsquantenzahl ¢ die ganzzahligen Werte von 0 bis n — 1 an, und fiir jede
£ gibt es 20 + 1 Zustdnde mit unterschiedlichen magnetischen Quantenzahlen m. Somit ist das n-te
Energieniveau durch

n—1 n—1 n—1 (n . 1)n
d@+1) =23 t+> 1= ZT+n:n2
/=0 /=1 /=0

unterschiedliche (¢, m)-Zustinde besetzt, d.h. das Niveau ist n?-mal entartet, wie in Abb.
gezeigt wird.

Wasserstoff-Atom
Fir Z = 1 und p = me, d.h. fiir die Bewegung eines (spinlosen) Elektrons um ein unendlich

massives Proton, entsprechend annéhernd einem Wasserstoff-Atom, gelten
2

4= = 0,53-107%m=0,53 A (V1.25a)
und R
E, = —n—‘;o (VL.25b)
mit der Rydbergd* )t Konstante
Roo = ;ej - ”;;24 ~ 13,605 eV.. (VI.25¢)

Unter Einfithrung der (dimensionslose) Feinstrukturkonstante

7 = (V1.26)
Q=== .
he 137,04
lauten die Energie-Eigenwerte (VI.25b]) noch
2
o
E, = —Wmec? (V1.27)

0 J. RYDBERG, 1854-1919
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VI.2.2 c Herleitung der normierbaren Losungen
spater! (Frobenius-Methode)
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V1.3 Dreidimensionaler harmonischer Oszillator
Literatur zum Kapitel VI

e Cohen-Tannoudji, Diu & Laloé, Quantenmechanik. Band 1 [5], Kap. 7.

e Fliebach, Quantenmechanik [8], Teil IV Kap. 24, 25, 28 & 29.

e Greiner, Quantenmechanik — Einfihrung [9] Kap. X.

e Griffiths, Quantenmechanik [10] = Quantum Mechanics [11], Kap. 4.1-4.2.

e Landau & Lifschitz, Quantenmechanik [I8] = Quantum mechanics [19)], Kap. V § 32 & 36.
e Messiah, Quantenmechanik. Band 1 [12], Kap. 9.1, 11.1 & 12.3.

e Nolting, Quantenmechanik — Methoden und Anwendungen [22], Kap. 6.

e Schwabl, Quantenmechanik (QM I) [15] Kap. 6.



KAPITEL VII

Kopplung quantenmechanischer
Systeme

VIl.1 Kopplung zweier bewegter Teilchen

Sei ein System bestehen aus zwei spinlosen Teilchen (1) und (2). In Analogie mit dem klassischen
Fall wird fiir den Hamilton-Operator des Systems die Form

Hit2) = + V (1, 72) (VIL1)

postuliert. Dabei geniigen die Komponenten :f:z(a), ﬁg-a) der Orts- und Impulsoperatoren jedes Teil-

chens der iiblichen Vertauschungsrelation
[iy(l),ﬁgl)] = [5552)72552)} = ihoy;1. (VIL.2)

Alle andere Kommutatoren sind Null, insbesondere solche, die einen Operator auf das eine Teilchen
mit einem Operator auf das andere Teilchen kombinieren.

Vil.1.1 Operatoren fur die Schwerpunkts- und Relativbewegung

In der Praxis eignen sich die Operatoren

o 2(1) 2(2) . R a
5 RAT SF T . F=7M 7@ (VII.3a)

m1 + mg

entsprechend jeweils der Schwerpunkts- und Relativkoordinate, besser zur Bestimmung der Eigen-
schaften des Zwei-Korper-Systems. Passend zu diesen Ortsoperatoren fiihrt man die Impulsopera-
toren

P=p0 4130 3 (VIL3b)

mi + ms

ein, wobei P offensichtlich dem Gesamtimpuls der zwei Teilchen entspricht. Anhand der Linearitét
des Kommutators zeigt man némlich, dass die Koordinaten Z;, X; der neuen Ortsoperatoren und
solche p;, ]5] der Impulsoperatoren die fundamentalen Vertauschungsrelationen erfiillen, die hiernach
aufgelistet werden:

. (25, 5] =0 Vi, j €{1,2,3}; (VII.4a)

Es gilt ndmlich
(20, 7] = [#7 = 22050 +57] = [17.5)"] + [27.00] = [7.9,] = [27.5)7].
—_———— —m/

ih6;;1 0 0 iho;;1
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. [Xi,pj] =0 Vi, je{1,23}; (VIL4b)
In
2 2

¢ 5 M2 ~(1) (1) ~(2) 5(2) my ~(1) 5(2) ma ~(2) (1)

Xi’ il = 7 o ’ i TR R A +7 i
[ p]] (m1+m2)2 ([ i p] ] [ p] D (m1+m2) [ p] ] (m1+m2) [ p] ]
sind die zwei letzten Kommutatoren gleich 0, wihrend die zwei ersten in den Klammern sich
autheben.
o [2:,p;] = ihé; 1 Vi, j € {1,2,3}; (VIL4c)
. (X, Pj] =ihé1 Vi, j € {1,2,3} (VIL4d)
Sowohl in

PO L (1) (1) mi (1) 5(2) M2 1.2 (1) my ~(2) 5(2)

[l’mpj] m1+m2[ % ’p] ] m1+m2[ % 7p] } m1+m2[ i 7p] ]+ m1+m2[ i 7p] ]
als in

c pl_ M ~(1) ~(1) my ~(1) ~(2) ma ~(2) ~(1) ma ~(2) ~(2)
[X“P} m1+m2[ i ’p] ]+m1+m2[ % ’p] ]+m1+m2[ i g ]+m1+m2[ i g }

sind der zweite und der dritte Kommutator gleich 0, wihrend der erste und der letzte das
jeweilige Ergebnis liefern.

Dazu kommutieren alle anderen moglichen Paare von Komponenten der Observablen (VIL.3)):

[24,2;] = [Xi, Xj] = [34,X;] =0 Vi,j € {1,2,3} (VIL5a)
(i, 0] = [P, Py] = [pi, ] =0 Vi, je{1,2,3} (VIL5b)

Die definierenden Beziehung ([VII.3b)) lassen sich einfach invertieren:

m__"™ B +5 , p@= M2 B (VIL6)
mi + mo

Diese Ausdriicke kénnen dann im kinetischen Term des Hamilton-Operators eingesetzt werden,
Woraus

[:(1)]2 [:(2)]2 P%Z %9
D D . p
2mq + 2ms  2(my + mo) + (ma +ms)

2mims

folgt. Unter Einfithrung der durch

mimsa

M=mi+me und p= (VILT)

mi + mo

definierten Gesamtmasse M und reduzierten Masse p vereinfacht sich dieser kinetische Term zu

L L 0

2m1 + QTTLQ 2M

Daher kann der Hamilton-Operator nur als Funktion der Impulsoperatoren (VII.3b)) und der zuge-
horigen Ortsoperatoren (VII.3a)) geschrieben werden:

. p2ﬁ7

Hyg) = 5or+ + V(R,7). (VILS)
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VII.1.2 Vereinfachung des Zwei-Korper-Problems

Wenn das Potential V' nur von der Relativkoordinate ¥ abhéngt, so dass der Ortsoperator R
fiir den Schwerpunkt nicht im Hamilton-Operator auftaucht, wird der Gesamtimpulsoperator mit
H(142) kommutieren: R

[P, Higz)] = 0.

=

Das heifit einerseits, dass der Gesamtimpuls (P) eine Erhaltungsgrofe ist. Andererseits sind P und
H 149) gleichzeitig diagonalisierbar. Schreibt man dann den Hamilton-Operator (VIL8)) in der Form

3 1%2 P - oA s
Hato) = 5p + 5, + V) = 557 + Hra (75) (VIL9)

2 29

um, wobei H, der Hamilton-Operator fiir die durch die Operatoren 7 und f;' bestimmte Relativ-
bewegung ist, so kommutiert P auch mit Hye Sei {|P,¢rel.)} eine Basis von gemeinsamen Eigen-
zustdnden zu diesen zwei Operatoren:

ﬁ‘ﬁv wrel.> = ﬁ‘ﬁ7 wre1.> 5 I_}rel.|]37 wrel.> = Erel.’ﬁa wrel.>7

wobei Fyq. unabhéngig von P Dann ist \ﬁ, re1.) Eigenvektor von fI(1+2) mit dem Eigenwert

ﬁ2/ 2M + E,q1, d.h. der Effekt des Gesamtimpulses ist ,,nur” eine konstante Verschiebung der Ener-
gieniveaus.

Ich mo6chte den Abschnitt mit einer Diskussion anhand Tensorprodukte erweitern
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Addition und Kopplung von Drehimpulsen

In der klassischen Mechanik definiert man fiir ein System aus IV Teilchen mit jeweiligen Drehimpul-
sen {E(l), L@, ... ,E(”)} den Gesamtdrehimpuls Loy = D L@, Wenn das System keinem &uferen
Drehmoment unterliegt, ist dieser Gesamtdrehimpuls eine Konstante der Bewegung, obwohl die
individuellen Drehimpulse nicht unbedingt erhalten bleiben.

VIl.2.1 Addition von Drehimpulsen

~

Hiernach wird der Einfachheit halber die Addition von zwei Drehimpulsen J (1), J@ betrachtet,
entsprechend einem Gesamtdrehimpulsoperator

J=Jm 1 J@, (VIL10)

wobei die genauere Bedeutung dieser Definition in § [VII.2.1 a] weiter prézisiert wird.
Die Ergebnisse lassen sich dann problemlos auf drei Drehimpulsoperatoren oder mehr verallge-
meinern.

VIl.2.1 a Gesamtdrehimpulsoperator

Die Drehimpulsoperatoren J® und J® wirken eigentlich auf die Vektoren zwei unterschiedlicher
Hilbert-Réume 57, % — die isomorph zueinander sein kénnen, nichtsdestotrotz mit unterschied-
lichen Notationen bezeichnet werden. Dementsprechend ist die Addition der Operatoren (VII.10)
streng genommen sinnlos, denn dabei werden Grofien unterschiedlicher mathematischer Natur dar-
gestellt.

In der Tat steht Gl. (VII.10) fiir

J=JTY@1p +1n 0 J, (VIL11)

mit den Identitdtsoperatoren ﬂjfj auf jedem Raum J7;, wobei sowohl JV &1 5 als 14 ® J@

Operatoren auf dem Tensorraum .77 = 57, ® 5 sind. Dann ist die Addition wohldefiniert und J
ist auch ein Operator auf diesem Hilbert-Raum.

~

Da JO und J® Drehimpulsoperatoren sind, folgert man aus der Definition (VII.11)), dass J
der charakteristischen Vertauschungsrelation (V.42)) eines Drehimpulsoperators gentigt:

3
[Jas o) =10 " €apede Va,b € {1,2,3}. (VIL.12)

c=1

Unter Nutzung des Ergebnisses sind dann die Eigenwerte von J? und J., die gleichzeitig
diagonalisierbar sind, bekannt, und zwar jeweils der Form .J(J + 1)A? bzw. Mh mit J entweder
halb- oder ganzzahlig und M € {—J,—-J +1,...,J —1,J}.

Eine Aufgabe der nichsten Paragraphen wird sein, die physikalisch realisierbaren Werte von J

bei gegebenen J (1), J® zu bestimmen sowie die gemeinsamen Eigenzustinde von J? und J, zu
finden.

Der Kiirze halber werden die Identitdtsoperatoren ]L;q, ]Aldfé hiernach nicht geschrieben. Somit
stehen

z z

[j<1)]2 g [j@)]? . J@ (VIL.13a)
jeweils fiir
[j(l)f@ﬂ% = [ju)@ﬂ%f , TV @1 ﬁjﬁ®[j(2)]2: [Lﬁf&@j@)]Q , 1y®JP), (VIL13b)

was sofort klar macht, warum z.B. die im Folgenden mit Jll) und JA,£2) bezeichneten Operatoren
miteinander kommutieren.
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VII.2.1b Sétze von kommutierenden Observablen

Um die gemeinsamen Kigenzustédnde von J? und J, zu charakterisieren, sollten wir in der Lage
sein, sie durch ,bekannte* Vektoren des Hilbert-Raums 5 auszudriicken. Dies motiviert die Su-
che nach Basen dieses Hilbert-Raums, und insbesondere nach Orthonormalbasen aus gemeinsamen
Eigenzusténden von vollstindigen Sétzen kommutierender Observablen. Dementsprechend werden
solche Satze gesucht.

Bemerkung: Hiernach wird angenommen, dass die Drehimpuls-Freiheitsgrade die Zustéande komplett
charakterisieren, d.h. dass die angegebenen Sitze von Observablen vollstandig sind. Wenn das nicht
der Fall ist, sind die Eigenzustiande durch zusétzliche Quantenzahlen gekennzeichnet, um (bis auf
einen Phasenfaktor) eindeutig definiert zu sein.

Ein erster moglicher vollstandiger Satz von kommutierenden Observablen besteht aus J?und J o
deren gemeinsame Eigenzustédnde wir letztendlich bestimmen mdchten, sowie aus den quadrierten
Drehimpulsoperatoren [J(l)]Q und [J(Q)]Q:

{[TOP 7O, 1.}, (VIL14a)

Um zu priifen, dass die Observablen vertauschen, muss man die korrekte Bedeutung (VII.13b))
der zwei ersten Operatoren beriicksichtigen.

Die zugehorigen gemeinsamen normierten Eigenzustédnde sind
{14142, J. M)}, (VIL.14D)

wobei die vier Quantenzahlen jq, jo, J, M die jeweiligen Eigenwerte der Operatoren charakterisieren:
TP 1, o 1. M) = G2 (s + DR . 2, J. M) (VIL14e

[jm]2|j1,j27 J, M) = ja(j2 + 1)B?[j1, j2, J, M) (VIL.14d

VII.14e
VII.14f

jz‘j17j27J7M> = J(J+ 1)h2|j17j27J7M>

)
)
)
J2\j1, ja, J, M) = M| jy, ja, J, M). )

(
(
Andererseits kommutieren auch die vier Observablen

{[7O)%, 50, [7@]%, J@1. (VIL15a)

Die gemeinsamen Eigenzustande sind Produktzusténde aus den Eigenvektoren der Observablen auf
dem Hilbert-Raum 7 mit den Eigenvektoren der Operatoren auf J73:

{171, m1) @ |j2,m2) = |51, m15 J2, m2) }. (VIL15b)
Die zugehorigen Eigenwertgleichungen lauten jeweils
[j(l)]Q\jbmujm ma) = j1(j1 + 1)A?|j1, ma; ja, ma) (VIL15¢)
T |1, mas g, mo) = mahljy, ma; gz, mo) (VIL.15d)
[j(Q)]Q\jbmuJé, ma) = ja(j2 + 1) A% | j1, ma; ja, ma) (VIL15e)
( )

TP |j1,ma; g2, ma) = mah|j1, ma; j2, ma). VIL15¢

Im Folgenden gilt die Basis (VII.15b]) als bekannt, und das Ziel ist, die Basisvektoren (VII.14b))
darauf zu zerlegen. Somit kann man unter Nutzung einer Vollsténdigkeitsrelation

G0, g2, T, MY = > |y, ma; ja, ma) (1, ma; 2, ma |1, o, J, M) (VIL16)
mi,ma2

schreiben, wobei die Summe tiber my € {—j1,...,751 — 1,71} und mg € {—ja,..., 72 — 1,42} lauft.
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Diese Zerlegung lautet noch

0 0 J M 0 0
|, gy, M) = D Co o 1 s oy M) (VIL17a)
miy,ma
mit den C’lebscGordaKoejﬁzienten
JM , . o
Cj£7m1§j2,m2 = <j17 mi; j32,1m2 ’]17]27 J7 M>7 (VIII7b)

die die Koeflizienten des Basiswechsels sind.

~
-,

Die Operatoren [J(l)}2 und [j@)]z sind Teil der beiden Sétze (VII.15a)) und (VII.14a)). Dement-
sprechend sind die Basiszustéinde beider Basen (VII.14b) und (VII.14b) durch die gleichen Quanten-

zahlen j; und jo gekennzeichnet, die daher in der Notation der Clebsch—Gordan-Koeffizienten nur
einmal auftreten.

Ab jetzt wird in einem Unterraum J%}, ;, des Hilbert-Raums .7 gearbeitet, in dem j; und js feste
Werte annehmen. Dann kénnen nur die Quantenzahlen m; und me der Eigenzustédnde (VII.15b))
variieren, d.h. es gibt genau (2j; 4+ 1)(2j2 + 1) solche Basisvektoren, entsprechend der Dimension

VIl.2.1 ¢ Bestimmung der Eigenwerte von .J 2

Nun wollen wir die Eigenwerte der Operatoren J?2 und J, finden, oder genauer, da ihre Form
uns bekannt ist [Gl. (VII.14e)—(VIL.14{)], die moglichen Werte von J und M in Abhéngigkeit j; und
jo bestimmen. Wie oben schon geschrieben wird M bei gegebener J die Werte

Me{-J—J+1,...,J—-1,J} (VIL18)

annehmen, so dass die eigentliche Aufgabe ist, die moglichen Werte von J zu finden.
Aus jz = jﬁl) + jg) folgt offensichtlich
M = mq + ms. (VH.IQ)
Dann gelten —j7 < mj < j; und —jo < mo < jo. Indem man m; = M —meo bzw. mg = M —my
schreibt, fithren diese Ungleichungen zu
—j1<M—-my<j1 und —j2<M-—m <jo.
Setzt man M = J und mo = jo und die erste bzw. m; = j; in die zweite Ungleichung ein, so ergeben
sich
1 <J—j2<j1 und —j2<J—j1 < jo,
d.h. dquivalent
J2—1<J<je+j1 und g1 —jo<J <1+ g0
Zusammen lassen sich diese Ungleichungen als

J1 = g2l < T <1+ 2 (VIL.20)

zusammenfassen.
Nun priift man sofort, dass der (Basis)Zustand |ji, m1 = j1; j2, ma = j2) auch Eigenzustand von
J, mit dem Eigenwert (j; + jo)h ist:

T2\ g1, 915 52, G2) = (1 + o) Blgn, d1; gas g2), (VIL.21)

d.h. M kann den Wert j; + jo annehmen, was mit Gl. (VII.18]) bedeutet, dass das Maximum
der Ungleichung (VII.20) erreicht wird. Dazu gibt es nur eine Moglichkeit — und zwar m; = ji,

(a2) A CLEBSCH, 1833-1872 *"P. GorpaAN, 1837-1912
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mg = jo —, um dieses Maximum zu realisieren, d.h. |ji, j1; j2, j2) ist (bis auf einen Phasenfaktor,
der konventionell gleich 1 genommen wird) auch der Eigenket |j1, jo, J = j1 +jo, M = J = j1 + j2):

|71, 72, J = g1+ g2, M = j1 + j2) = |1, j1; Jo, Jo)- (VIL.22)
Ausgehend von diesem Zustand lassen sich mithilfe des Absteigeoperators
Jo=Jy—id,=JY 4+ j® (VIL23)
alle Zusténde |j1,jo,J = j1 + jo, M) mit M € {—(j1 + j2), ..., j1 + jo} konstruieren.

Betrachtet man nun die Eigenvektoren |j1, j2, J, M) mit M = j; + jo — 1, so findet man, dass
sich dieser Wert fiir zwei Kombinationen der Quantenzahlen my, mo iiber GI. , und zwar
fir (my = j1, me = jo — 1) oder (m; = j1 — 1, mg = j2) — wobei natiirlich angenommen wird, dass
j1 und js ungleich Null sind. Das heifit, dass der Eigenwert (j1 + jo — 1)k des Operators J. zweimal
entartet ist.

Im zugehorigen Eigenraum gibt es somit den Eigenvektor |j1, j2, j1 + j2,j1 +j2 — 1), der sich aus
der Anwendung des Absteigeoperators auf den Eigenket ergibt, und einen anderen
Eigenket, der orthogonal dazu sein muss. Aus der Orthogonalitédtsbedingung

<j1aj2aJ/7M,|j17j2aJaM> :5J’J6M’M (VII24)

folgert man, dass dieser zweite Eigenket der Vektor mit M = J = j; 4+ jo — 1 ist — der somit
existieren muss! Ausgehend von diesem Eigenvektor |ji,j2,71 + jo — 1,71 + j2 — 1) findet man
mithilfe des Operators J_ die ganze Familie von Zustédnden mit J = j; + jo — 1 und beliebiger M.
Rekursiv findet man unter Nutzung der Entartung der Eigenrdume von jz, dass die sukzessiven
Eigenvektoren |j1,jo,j1 + jo — k, j1 + j2 — k) existieren miissen, zumindest so lange j; + jo — k >
|71 — j2| gilt. Dann wird jeder dieser Eigenvektor durch die mithilfe von J_ generierten Eigenkets
{171, J2, 71 + j2 — k, M)} begleitet, die den gleichen Eigenraum von J? aufspannen.
Angenommen, dass der minimale realisierte Wert von J in der Tat |j; — ja ist, so wiirde die
Summe der Dimensionen der gefundenen Eigenrdume von J?
Ji+j2
> o@J+1)
J=|j1—j2]
betragen, wobei 2J + 1 der Entartungsgrad des Eigenwerts J(J + 1)A? ist. Die Berechnung liefert
Ji1+j2
> @ +1) = (251 +1)(22 +2), (VIL.25)
J=lj1—jz|
d.h. genau die Dimension des Unterraums .7}, j, mit festen Werten von j; und jz. Somit haben wir
das folgende Ergebnis gefunden:

Seien J (1), J@ wei Drehimpulsoperatoren mit den jeweiligen Spinquantenzahlen
71 und jo. X ) )

Deren Summe J = j(lA) + J@ st auch ein Drehimpulsoperator, und die Figen-
werte der Operatoren J* und J, sind J(J + 1)h2 und Mh mit

J €{lj1 —jal;ldr —jel + 1,..., 51 + j2 — 1, 1 + ja}
und bei gegebener J

(VIL.26)

Me{-J—-J+1,...,0—1,J}

Dabei wird jedes Paar von Werten (J, M) nur einmal realisiert.
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Beweis der Gl. (VII.25)):

Der Einfachheit halber wird j; + jo» € IN angenommen — der Fall mit einem halbzahligen und
einem ganzzahligen j; ldsst sich daraus kopieren. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann
man j; > jo annehmen. Es gilt dann offensichtlich

Jitjz2 J1+j2 Jj1—j2—1
dooRI+) =D @I+ > (2J+1).
J=|j1—j2] J=0 J=0
Dann kommt unter Nutzung der Gleichungen i 1=n+1und iz = M
i=0 i=0 2
o " (j1+42) (1 +72+1) (j1—d2—1)(G1 —32)
S (2741)- 3 (2741) =2 / )~ [2 : ).
J=0 J=0
d.h.
Jiti2
> @J+1) = (hiti+1)’ — (h—52)* = 4jrda + 21 + 22 + 1
J=|j1—j2|
entsprechend dem gesuchtem Resultat. O

VIl.2.1 d Clebsch—-Gordan-Koeffizienten
Koénnen aus der Gl. bestimmt werden!
Erfiillen ein paar Eigenschaften.

Sind in Tabellen zu finden!



VII.2 Addition und Kopplung von Drehimpulsen 113

Vlil.2.2 Beispiel: Addition von zwei Spins %

Zur Illustration der Ergebnisse des vorigen Abschnitts betrachten wir nun die Addition der
Drehimpulsoperatoren S M) 5 zweier Spin—%—TeilChen.

Sei S der Gesamtspinoperator des Systems:
§=504353) (VIL.27)

der auf einem Hilbert-Raum ¢ = J# ® 7% von Dimension 4 wirkt. Hiernach wollen wir die gemein-

samen HEigenzustinde von 5§52 und S, in Abhéngigkeit von solchen von S“S) und 5”22) bestimmen.

VIl.2.2 a Eigenvektoren von Q(l) und S(2)

Den ganzen Abschnitt hindurch nehmen die mit [S (1)} % und [5’ (2)] ? assoziierten Quantenzahlen
s1, so immer den gleichen Wert 3 an. Deshalb werden die gemeinsamen Eigenzustinde zu den

2
kommutierenden Operatoren

{13072 50, [3@%, 50} (VIL28)

nur durch die mit Sﬁ” und 5’9 assoziierten Quantenzahlen my, = :t% und mg, = :l:% gekennzeich-
net. Fiir diese Eigenzustédnde wird eine neue Notation eingefiihrt. Anstelle der im Abschn.
benutzten Bezeichnung {|ms,;ms,) = |ms,) ® |ms,)} — unter Weglassung der unnétigen Quanten-
zahlen s, so — wird eine ,,Spin-up, Spin-down* bzw. ,,Spin-rauf, Spin-runter“-Schreibweise benutzt,
in der 1 fiir ms; = —I—% und | fiir mg; = —% steht. Somit gelten in jedem Ein-Teilchen-Hilbert-Raum

J; die Gleichunge
Al h . A
@Dy, = = @Dy, = —=
ST, =5 1); wd SN, ==, (VIL.29)

wobei die tiefgestellten Indizes j an das Label des Teilchens erinnern. Fiir spétere Berechnungen
lohnt es sich auch, die Wirkung der Auf- und Absteigeoperatoren zu schreiben:

SO, =l1e) . SPW), =k, (VIL30a)
und » o
SO, =hll), . SN, =19). (VIL30b)

Dann werden die Zwei-Teilchen-Zustéande, die Eigenzustdnde zu den kompatiblen Observablen

des Satzes sind, mit
{1, 1), 1), [} (VIL31)

bezeichnet, wobei [11) = ’T>1 ® |T>ga I |T>1 ® H/>27 1) = ‘\L>1 ® |T>27 und [1)) = |\L>1 ® H/>2
Angewandt auf diese Zusténde fithren die Gl. (VIL.29)) mit j = 1 oder 2 zu

SO = D), SO = o1 , SO = —ol) L SO = DIy (VIL32a)
und

§@ gy = 1 §@ ) — §@ | = 1 §@)p ) — "

SO =51 L SPIy =21, 8P =TI L 8P = ~JI),  (VIL32b)

weil S’S) bzw. S’Z(?) nur den Spin-Zustand des ersten bzw. zweiten Teilchens ,sieht*|3?)

Bemerkung: Im Abschn. wurden |1), |{) jeweils mit |S]),|S;) bezeichnet. Eine weitere, oft
benutzte Notation ist [+), |—).

% Hier ist S der Ein-Teilchen-Operator auf A, nicht der Zwei-Teilchen-Operator auf ¢ mit einem nicht-
geschriebenen Identitétsoperator auf dem Hilbert-Raum des anderen Spins.
<39>VVeniger salopp gesagt stehen S,i” und 5'9) hier wieder fiir §§1)® IAL%@ und ﬂﬁﬁ ® Sf).
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VII.2.2 b Eigenwerte und Eigenvektoren von S2 und S

Laut der Regel (VII.26]) sind die Eigenwerte von S2und S, jeweils der Form S(S+1)h% bzw. Mh
mit S € {0,1} und M € {-S,...,S} bei gegebener S. Dementsprechend existieren vier paarweise
orthogonale normierte Zusténde

{1S,M)} = {|1,1),]1,0),|1,-1),0,0) }, (VIL.33)
die gemeinsame Eigenzustinde zu den kommutierenden Operatoren
{ (5012, [5@12, 52, 5} (VIL34)
sind:
S21,1) = 202(1,1) , S2[1,0) = 2R2|1,0) , §2|1,—1) = 2h2[1,~1) , §2]0,0) = |@) (VIL35a)
und
S.1,1) = a[1,1) , S.[1,0)=12) , S.|1,-1)=—h|1,1) , 5.|0,0) = |2). (VIL35b)

Dabei bedeutet die Anwesenheit des Null-Vektors |@) auf der rechten Seite einer Gleichung, dass der
Vektor | S, M) auf der linken Seite der Gleichung Eigenvektor des darauf angewandten Operators

mit dem Eigenwert 0 ist.
Im Folgenden werden die Eigenzustidnde ([VII.33) durch die Basisvektoren (VII.31)) ausgedriickt.

Bemerkung: Laut der Gl. (VII.22)) gilt |1,1) = |[11): dies werden wir hiernach wiederfinden.

Wirkung von S, auf die Eigenzustinde von S‘S) und 5‘9

Die simultanen Eigenzustande (VIL.31)) von S‘é” und 39) sind eigentlich auch Eigenzustdnde des
Operators S,.

Dank der Gl. gilt namlich S,|11) = S ™M) + 52 ™) = g\TT) + %]Tﬂ, d.h.

S.111) = hit), (VIL36a)
und auf dhnliche Weise R
S 1Ly = —hld). (VIL36D)
Dann ergibt sich 5. 1) = S8 (1) + S 14y = Biry) — i), doh.
S:|M) = |@) = 0[1]) (VIL.36¢)
und noch R
S = |2) = 041 (VIL36d)

Dabei haben wir gefunden, dass die Eigenwerte von S,, wie erwartet, {+h,0,—h} sind, wobei
der Eigenwert 0 zweimal entartet ist.

Wirkung von 52 auf die Eigenzustinde von .SA’EI) und 5’9)

Um die Wirkung des quadrierten Gesamtspinoperators S2 auf die Eigenzustiande von S*S) und

a2 . . 3o . . . -
Sg ) Zu bestimmen, lohnt es sich, S? ein wenig umzuschreiben. Man kann nimlich erstens

§2 _ [§(1)+ §(2)]2 _ [§(1)]2 n [§(2)}2 " 2§(1)'§(2)

-

schreiben, und dann die Gleichungen [S (1)]2 = [§’ (2)]2 = %hQ]Al%J und die Identitét
2500, 5 — 28005 4 24D 4 23MGR — GV | GG | 95 5

mit den Auf- und Absteigeoperatoren fiir den ersten oder den zweiten Spin benutzen. Insgesamt gilt

52 = ghQﬂ%) +518® L gMgR | 95 §@), (VIL37)
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Unter Nutzung der Gl. (VII.30) und (VII.31)) erhélt man dann
o 3 ~(1) A ~(1) A N
S7t1) = SR ) + 8852 1) + S 1) + 28052 1)

= SHRIM) + 12) + @) + 25 3 [11),

wobei die zwei Null-Vektoren aus der Wirkung der Aufsteigeoperatoren auf die Spin-up-Zusténde
folgen, d.h. insgesamt

5? 111) = 2R2[11). (VI1.38a)
Auf die gleiche Weise findet man R
S2I4) = 21?| 1), (VI1.38b)

d.h. |11) und [1]) sind beide Eigenvektoren von S2 mit dem Eigenwert 272, entsprechend S = 1.
Dann gilt

S204) = SR + P8P 1) + 805D 11y + 25052 1)

3, , h
= 300+ Lo + 124y + 25 (=5

d.h. .

S2IM) = R2(I1) + 141). (VIL.38c)
Schlieflich findet man auch mit einer dhnlichen Berechnung

SEU) = R (IN) + [4). (VIL38d)

Laut den letzten beiden Ergebnissen sind weder |1]) noch ||1) Eigenzustiinde von S2. Man sicht
aber leicht, dass deren Summe und deren Differenz Eigenzustdnde sein werden. Unter Einfiihrung
eines Faktors 1/v/2, um normierte Zustéinde zu erhalten, gelten in der Tat

gz(W\JEW) - %grm\%\m (VIL.39)
und
Go 1T — WD _
52< % >_@>. (VIL.39D)

Eigenvektoren von 52 und S,
Laut den Gl. (VII.36¢)—(VII.36d]) sind die Linearkombinationen der Gl. (VIL.39) auch Eigen-
zustdnde von S, mit dem gleichen Eigenwert 0. Daher gelten insgesamt

0,0y = [T \/;m (VIL40a)
und
11,0) = W\%’W (VIL40b)
Dann fiithren Gl. (VII.36a]) und (VII.38a)) zur Identifizierung
|1,1) = |11) (VII.40c)
und die Gl. (VIL.36b) und (VIL38b) zu
|1, —-1) = |}). (VIL.40d)

Bemerkungen:
* Glelchung (VII.40b) kann auch gefunden werden, indem der Absteigeoperator fiir den Gesamt-
spin, S_ = Sy ge , auf den Zustand |1,1) = |11) angewandt wird.
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x Die drei Eigenzustdnde mit Gesamtspin 1, Gl. (VII.40b)—(VII1.40d)), werden kollektiv Triplett-
Zustand genannt, wahrend der Eigenzustand mit Spin 0, Gl. (VII.40a)), Singulett-Zustand heifit.

VIl.2.3 Kopplung von Drehimpulsen

Zur Beschreibung der Wechselwirkung zwischen zwei Drehimpulsen J (1), J@ werden meistens
Terme der Form

V=g 0. J@ (VIL41)

zum Hamilton-Operator H hinzugefiigt, wobei g eine Kopplungskonstante ist, die sowohl positiv als

auch negativ sein kann.

In Anwesenheit eines solchen Terms kommutieren die Observablen jz(l) und J ,§2) im Allgemeinen

nicht mit H , wahrend dagegen die mit dem Gesamtdrehimpuls assoziierten Operatoren
{JQ, jz} mit J = JO + J@ (VIL42)

oft mit H vertauschen. Man priift nimlich, dass die gemeinsamen Eigenzusténde {|.J, M)} zu diesen
Observablen auch Eigenzustdnde zum Wechselwirkungsterm (VII.41)) sind.

In der Tat kann man das Produkt JU. 7@ als

5 5 1 5 5 2 5 2 5 2
[J(l). J@ — §<[J(1)+ J(2)] _ [J(l)] — [J(Q)] ) ] (VIL.43)

umschreiben, wobei der erste Term auf der rechten Seite genau J 2 ist. Angewandt auf den Eigenket
|J, M), der auch Eigenzustand von [j(l)]z und [j(Q)]Z ist, ergibt diese Gleichung

5 5 1 s (4 1 .. 1
JO. J(2)\J,M) - J(J;_)h2|J,M> _ ‘71(]12—{_)712]J,M> _ ‘72(‘72;_)}12{]7]\4)
b 5 5 J(J+1 i1(71 +1 j2(j2 + 1
j'(l) j(2)|J, M> _ ( + ) _]1(]1 + ) _]2(]2 + )h2|<], M), (VII44)

2
was zeigt, dass |J, M) Eigenzustand von JW. J@ ist. Dabei soll man nicht vergessen, dass der Wert
von J nicht ganz unabhingig von jenen von j; und jo ist, sondern durch die Drehimpulsadditions-

regel (VII.26)) eingeschrankt wird.
Beispiel: Kopplung zweier Spins !

Falls j1 = jo = % gilt, kann J nur die Werte 0 oder 1 annehmen. Dann ergibt sich fiir den
Singulett-Zustand

~
=,

5 3
JW. J@0,0) = —Zh2|0,0>

und fiir den Triplett-Zustand

~

30y 3 1
JU.J@ 1, MYy = Zh2|1,M>,
unabhéngig von M. Dies gibt fiir den Erwartungswert des Wechselwirkungsterms (VII.41)) in einem
Eigenzustand des Gesamtspins

3
X —ZHQg im Singulett-Zustand |0, 0)
) =1,
Zh2g im Triplett-Zustand |1, M),
d.h. die entsprechenden Energieeigenwerte sind unterschiedlich: ein solcher Kopplungsterm kann zur

Aufspaltung von sonst entarteten Energieniveaus fithren.

Bemerkung: Je nach dem Vorzeichen von g liegt entweder der Singulett-Zustand (fiir ¢ < 0) oder
der Triplett-Zustand (fiir g > 0) tiefer.
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VIIIL.1

KAPITEL VIl

Naherungsmethoden in der
Quantenmechanik

In diesem Kapitel werden verschiedene Verfahren eingefiihrt, die Naherungslésungen von quanten-
mechanischen Problemen liefern. In der Quantenmechanik — wie tatséchlich in der klassischen Me-
chanik — sind nur wenige Probleme exakt losbar, so dass solche Naherungsmethoden in praktischen
Féllen notig sind.

Stationare Storungsrechnung

Die Modellierung eines Systems in der Physik beruht auf der Idee, dass zwei Systeme, die sich kaum
voneinander unterscheiden, d&hnliche Eigenschaften besitzen. Dann wird es moglich, einige Aspekte
der Beschreibung eines komplexen Systems in einem ersten Schritt auszulassen, um stattdessen ein
vereinfachtes System zu betrachten, dessen Eigenschaften sich leichter berechnen lassen. Dies gilt
natiirlich nur dann, wenn die nicht beriicksichtigten Schwierigkeiten in der Tat vernachlassigbar
sind.

In gleicher Weise ist in der Quantenmechanik zu erwarten, dass wenn zwei Hamilton-Operatoren
Hyund H yahnlich“ sind, dann sollten ihre jeweiligen Eigenelemente auch ,dhnlich sein. Wenn die
Eigenwerte und -zustdnde des Problems mit Hy bekannt sind, lassen sich mithilfe dieses Prinzips N-
herungen der Eigenelemente von H finden. Dies ist das Ziel der (quantenmechanischen) stationdren
Storungsrechnung, die auch RayleigfSchrb'dinger—Stb'mngstheom’e genannt wird.

VIIl.1.1 Grundlagen

VIll.1.1 a Fragestellun

Sei zunichst Hy der Hamilton-Operator eines exakt l6sbaren Problems. Der Einfachheit halber
wird angenommen, dass Hy ein diskretes Spektrum hat, was fiir gebundene Zustéande sicher der Fall
ist. Die Eigenwerte bzw. Eigenvektoren von Hy werden mit {E,} bzaw. {|dpq)} mit a € {1,...,g,}
bezeichnet, wobei g, der Entartungsgrad des Energieniveaus Fj ) ist 40

Hy|ép.a) = Eop|p.a)- (VIIL1)
Der Bequemlichkeit halber wahlt man eine Orthonormalbasis von Eigenzustéanden von Hoy:
<¢p'aa’ |¢p,a> = 5pp’6aa’a (VIII.2a)

9p
S bpa) (bpal =1, (VIIL2D)

p a=1

was dank der Hermitizitit von Hy moglich ist.

(40)Tm Fall eines nicht-entarteten Energieniveaus, d.h. gp = 1, wird der zweite Index a im Folgenden nicht geschrieben.

(1) J. W. Strutt, Lord RAYLEIGH, 1842-1919
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Sei nun

H=Hy+W (VIIL3)

ein zweiter Hamilton-Operator, wobei die Stérung W Hklein gegen Hy sein muss|*Y)| Das Ziel ist,
die Eigenenergien {E,} und Eigenvektoren {|1;, )} von H zu bestimmen.

Bemerkungen:

x Hiernach wird angenommen, dass W wie Hy nicht explizit von der Zeit abhéngt, so dass das
Problem zeitunabhéngig ist.

In der zeitabhdngigen Stérungstheorie ist die Stérung zeitabhingig mit W(t) -0 fir ¢ — oo,
und man interessiert sich fiir néherungsweise Berechnungen der Rate der durch W' indizierten
Ubergéange zwischen Eigenzustianden von Hy.

+ Dass das Problem mit H, exakt 1osbar* ist, bedeutet, dass sich dessen Eigenelemente anhand
bekannter analytischer Formeln ausdriicken lassen: die Eigenenergien sind bekannte reelle Zahlen —
Losungen z.B. einer algebraischen oder transzendenten Gleichung, die von den Parametern des
Problems abhéngt; wiederum kénnen die Wellenfunktionen durch Summen, Produkte oder Integrale
von elementaren oder speziellen Funktione ausgedriickt werden.

Im Gegensatz gilt ein numerisch gelostes Problem im allgemeinen Fall als ,nicht exakt gelost”, denn
die Eigenelemente sind dann nur im Rahmen einer gewissen numerischen Genauigkeit bekannt.

VIIl.1.1 b Grundgedanke

Fiir spéter ist es niitzlich, einen (kleinen) Parameter A € R einzufiihren, mit dem sich die Stérung
wein- und abschalten® ldsst. Deshalb fiihrt man den A-abhéngigen Hamilton-Operator

H(\) = Hy + \W (VIIL4a)

ein, der im Fall A = 0 dem wungestirten Hamilton-Operator Hy entspricht, und fiir A = 1 den
gesuchten gestorten Hamilton-Operator H ergibt. Seien {E,, (\)} bzw. {|¢n4()))} die Eigenwerte
bzw. Eigenvektoren von H(\):

HN)[Yna(N) = Ena(A)[¢n,a(N). (VIIL4b)
Offensichtlich sollten fir A =0
|Vn.a(A=0)) = |Pn.a), (VIIIL.4c)
und
Eno(A=0)=Ey, (VIIL.4d)
gelten.
Bemerkungen:

x Higentlich hat man eine gewisse Freiheit in Gl . Zum einen gibt es die iibliche Freiheit
der Wahl des Phasenfaktors eines Zustandsvektors. Zum anderen sind die Eigenzustiande |¢y, q)
im Fall eines entarteten Energieeigenwerts Ey ,, sogar abgesehen vom Phasenfaktor nicht eindeutig
definiert: diese Tatsache wird in §[VIII.1.3] von der hochsten Relevanz sein.

x In GL sind auch ein paar kleine Feinheiten versteckt. Finerseits bedeutet der Index n
von E, ,(\) nicht, dass es sich dabei um die Energie des (ab dem Grundzustand gezihlten) n-ten
Energieniveaus handelt, wie es bei Ey,, der Fall sein kann. Die Bedeutung ist eher, dass E,, () ein
Eigenwert von H (A) ist, der im Limes A — 0 gegen Ey,, geht.

Andererseits beriicksichtigt der zweite Index a die Mdoglichkeit, dass ein entartetes Energieniveau
Ey,, von Hy nach Einschalten der Storung AW weniger oder nicht mehr entartet sei, d.h. dass
Entartung durch die Stérung (teilweise) aufgehoben wird.
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Abbildung VIIl.1 — Schematische Darstellung der moglichen A-Abhéngigkeit der Eigenwerte
Ena(N). Epq(X) bleibt entartet auch fiir A # 0, wéhrend die Entartung des Niveaus mit
Epp, fir X # 0 authoben wird.

Der Stérungsterm AW fiihrt im Allgemeinen zu einer Verschiebung der Energieniveaus E,(\)
gegeniiber Fy ,,, und moglicherweise, wie in der letzteren Bemerkung erwahnt wurde, zur Aufhebung
von Entartung, wie in Abb. [VITL.I|dargestellt wird. Eine weitere Moglichkeit, die in Abb.[VIIL.Inicht

gezeigt wird, ist, dass sich unterschiedliche Energieniveaus mit wachsendem Wert von A\ kreuzen.

Sei nun angenommen, dass die Energieeigenwerte £, ,(A) und die zugehorigen Eigenzusténde
|%n.a(N)) in Potenzreihen von A entwickelt werden kénnen

Bna(X) =) Nel), (VIIL5a)
p=0

[Una(N) =Y AP, (VIIL5D)
p=0

Fiir A = 0 bleiben nur die Terme mit p = 0 tibrig, woraus sich

e = Eon und  [90) = [dn.a) (VIIL5c)

ergeben. Mit den Ansitzen (VIIL.5a)-(VIIL5b) lautet die Eigenwertgleichung (VIIL.4b))
(g 0) S ovtoi] = | S| S oot it
p=0 p=0 p=0

Der Vergleich der Koeffizienten der verschiedenen Potenzen von A in dieser Gleichung gibt

e zur Ordnung \°:
Hol0) = ebh i), (VIILT)

)

was laut den Gl. (VIIL.5d) einfach die Eigenwertgleichung (VIIL.1) fiir Hy ist;

(4D Spiter werden wir sehen, dass die Matrixelemente von W viel kleiner sein miissen, als die Differenzen der Eigen-
werte Fo,, von Ho.

(42)Die Definition und ersten Eigenschaften dieser Funktionen findet man z.B. im NIST Handbook of mathematical
functions [23].

(43)Dabei wird auch stillschweigend angenommen, dass die Konvergenzradien der Potenzreihen grofer als 0 sind, was

nicht immer der Fall ist! S. Diskussion in §
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e zur Ordnung A:

(0 0D 0f2) + (3 — Do) = 0 vy
e zur Ordnung \?:
(AL + (O Ui — e =0 (Vi)

e zur Ordnung AP mit p > 3:

(Ho — e D)@ + (W = e ) p® D) — e @2y — - = el [pl)) = 0. (VIIL10)
Allgemein gilt zur Ordnung AP mit p € IN
P
Ho|p®) + W& D) = ef) k) =0, (VIIL11)
k=0

mit der Konvention Wﬁlfal)> = |@) fiir den Fall p = 0.

Nun wollen wir die Gleichungen (VIIL.8)—(VIII.10) zu Nutze machen, um die sukzessiven Kor-
rekturen {ena} {hb(p)>} zu bestimmen.

VIII.1.2 Stérungstheorie ohne Entartung

In diesem Paragraph wird angenommen, dass der Eigenwert Fp, des ungestorten Hamilton-
Operators Hy nicht entartet ist. Sei |¢y) der zugehorige Eigenvektor. Dann lautet Gl. (VIII.4c)

980) = | ). (VIIL12)
VIll.1.2 a Stérungstheorie 1. Ordnun
Nach Multiplikation mit dem Vektor (¢, | lautet die GI. m
(6n|Ho — e |0) + (on | W — DT ]90) =

Wegen Ej,, = et [vgl. GL (VIIL5c)] und der Tatsache, das |¢,) Eigenvektor von Hy mit genau
diesem Eigenwert ist [Gl. (VIIIL.1)] verschwindet der erste Term dieser Gleichung. Unter Berticksich-
tigung der GI. (VIII.12)) bleibt dann

<¢n’W_€ 1‘¢n>*0

iibrig, d.h. die Korrektur erster Ordnung zur Energie des n-ten Niveaus ist

e = (fn| W | ¢n). (VIIL13)

Anders ausgedriickt ist der Eigenwert des gestorten Hamilton-Operators H zu dieser Néherung

Ep = E,(A=1) ~ Ey,, + €, d.h.

E, = Eop+ (¢n|W|ébn). (VIIL.14)

Bemerkungen:
x Laut Gl. (VIIL.14) ist die Verschiebung der Energie eines gegebenen Zustands in erster Naherung
gerade der Erwartungswert des Storungsterms in diesem Zustand.

+ Wenn es sich bei dem Stérungsterm um einen Potentialterm W = V(?:’) handelt, so hat die
Energieverschiebung zur ersten Ordnung dasselbe Vorzeichen wie V. In Ortsdarstellung gilt namlich

D= [0, V@ 0l 7 = [lon] V.
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(1)

* Dazu zeigt diese Gleichung, dass die Verschiebung e, nur dann grof, wenn die Stérung V(7)
und die Wahrscheinlichkeitsdichte ‘d)n(?)’z am selben Ort grof sind.

Projiziert man nun die Gl. (VIIL8]), in der laut Gl. (VIII.5c) 67(10) = Ep, und |1/}£L0)> = |on)
gelten, auf den Eigenvektor |¢p o) mit p # n, so ergibt sich

<¢p,a ’I:IO ’1/}£Ll)> - EO,n<¢p,a |¢§L1)> + <¢p,a|W|¢n> - 61(11)<¢p7a ’(bn) =0.

Im ersten Term gilt (¢pq|Ho = Eop(bpil- Auberdem verschwindet der allerletzte Summand dank
der Orthogonalitét der Eigenzustdnde von Hy mit unterschiedlichen Eigenwerten. Daher ergibt sich
fiir die Komponente des Vektors Wﬁp) entlang |¢p q):

1

My - - i
W) = G nal 160,

(bp.0

Nach Summation tiber alle Eigenzusténde |¢,,) mit p # n ergibt sich die Zerlegung des Vektors
\1#7(11)> auf dieser Basis:

ZZ @ZGIW'% | Pp,a), (VIIL15)

— E
p#n a=1 n Op

wobei das Verschwinden der Komponente (¢, \w,ﬁ})> entlang |¢,) spéter begriindet wird.
Zur ersten Ordnung in der Stérung lautet also der Eigenvektor des gestérten Hamilton-Operators

a W n
) = [n) +§21 e @palW |n) ) (VITL16)
pFEN A=

Beweis der Gl. (VIIL.15):
Die Komponente von |’(/J£L1)> langs |¢y,) wird durch keine der Gl. (VIIIL.7)—(VIIL.10) eingeschrankt.
Dabei wurde aber die Normierung der gestorten Eigenzusténde noch nicht beriicksichtigt. Zur

Ordnung A gilt [¢,) = |én) + ASY) + O(A2), d.h.
(G |n) = (bn|dn) + A(Sn [0D) + (57 [60)) + O(N?).

Mochte man (Y |tn) = 1 fordern, so muss der Term zwischen Klammern Null sein, d.h.
<q§n|z/Jn ) muss rein imaginér sein: <¢n|’(/J£Ll)> = ia mit @ € R. Insbesondere ist « = 0 ei-
ne erlaubte Wahl, die konventionell getroffen wird, denn sie fithrt ab der zweiten Ordnung zu
Vereinfachungen, s. unten. |

VIIl.1.2 b Stérungstheorie 2. Ordnun
D1e Projektion von Gl. (VIIL.9) auf den Vektor |¢,) unter Beriicksichtigung von 67(1 ) = = Fy,, und

[98”) = |6n) [GL (VITL5J)] gibt
(6| Ho |0P) = Eon(dn |92) + (60 |W )Y — (80 [95)) + €2 (] dn) = 0.

Dank (¢, |ﬁ0 = Eon(¢n| kiirzen sich die ersten zwei Terme raus. Dann verschwindet das Skalarpro-

dukt (¢, |1D§L1)> im vierten Term, wihrend die Norm von |¢y,) im fiinften Term gleich 1 ist. Schlieflich
ergibt sich
e = (on |[Wp),

d.h. unter Beriicksichtigung der Gl. (VIII.15))

a W n
ZZ' QSEPO |—J’E<z >‘ . (VIIL17)
p#n a=1 ol P
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In zweiter Ordnung Stérungstheorie lautet also der Eigenwert von H

[(8pa| W |60)]”
~ Eon+ (¢n| W) +ZZ o — (VIIL1S)
p#n a=1 2 )

Der Beitrag |1p7(12) ) zum Eigenvektor von H lisst sich analog zu ]1/1,(11)> in § bestimmen:
die Multiplikation von (¢ | mit Gl fiir jedes p # n gibt die Komponente von Wr(z2)> léangs
|Pp.i), Wahrend d1e Komponente entlang |¢,,) fast beliebig ist — Einschrankungen treten auf, wenn
der Vektor |1/) )—i— AW,@) + 22 |1/)7(12)> normiert wird. Der sich daraus ergebende Ausdruck von \1/1,(12)>

oder des Eigenvektors von H in Stérungstheorie zweiter Ordnung ist in manchen Biichern zu finden,
z.B. in Ref. [24] oder Ref. [22].

Bemerkungen:

* Die hoheren Ordnungen lassen sich in dhnlicher Weise iterativ berechnen. Dabei erfordert der
Beitrag e%k) zur Energleverschlebung die Kenntnis des Vektors |¢n )>. Dann wird e%k) fiir die
Bestimmung von |1j}n ) benutzt. Es ist aber zu bemerken, dass die Stérungstheorie insbesondere

niitzlich ist, wenn schon wenige Terme eine gute Naherung des exakten Resultats darstellen.

* Damit die Storungsreihen (VIIL.5)) als Entwicklungen in immer kleineren Termen Sinn machen,
sollten laut Gl. (VIIL.18) die Betrdge der Nlchtdlagonalelemente ]<¢pa|W]q§n>] viel kleiner als die
zugehorigen Energledlﬁerenzen im Nenner sein In diesem Sinn ist W ,viel kleiner” als H,.

* Das Vorzeichen der durch das Niveau |¢, o) verursachten Energieverschiebung in 2. Ordnung ist
das der Energiedifferenz Ey, — Ep,p: zu dieser Ordnung gibt es eine ,,gegenseitige Abstofung” der
Niveaus. Insbesondere ist der Beitrag der 2. Ordnung zur Energieverschiebung des Grundzustands
immer negativ.

+ Wenn die Matrixelemente von W etwa gleiche Grofse haben, so wirken sich die ndherliegenden
Niveaus stéarker auf die Energieverschiebung 2. Ordnung aus. Um 6%2) abzuschétzen, kann man zuerst
den Beitrag der naheliegenden Niveaus betrachten: sei AE = min(|Ey ,— Epp|); dann ist eine obere

Schranke fiir egl) gegeben durch

62 < 2SS Gl W00 = 5 S0 S0 W6 By W [ 60)

p#n a p#Fn @

d.h. unter Nutzung der Vollstandigkeitsrelation (VIII.2h))

(6 T~ 160) (0l ]W [6n) = 5= [{0n 152 100) — (6] W |6n)?].

@) <
n” = AE

wobei man die Varianz von W im Zustand |¢,) erkennt.

VIIl.1.2 c Beispiel: anharmonischer Oszillator

Als Beispiel fiir die in den vorigen Paragraphen entwickelten Storungsrechnung kann man den
eindimensionalen anharmonischen Oszillator mit Hamilton-Operator

. 132 1 2 3 A
H=—+- 7 i I1.1
2m—|—2mw 2P ¥ T mit AeR (VIIIL.19)
betrachten.
Dieser Hamilton-Operator lasst sich als H = Hg + AW schreiben, wobei einerseits
R H2 1
Hy = ;’—m + Smw’d?, (VIIL.20a)

(493, aber Diskussion am Ende des §[VIII.1.2¢
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einen eindimensionalen harmonischen Oszillator beschreibt, dessen Eigenenergien

1
Eop = (n + 2) hew (VIIL20D)
in Abschn. bestimmt wurden; andererseits stellt
2 3
= m4;j &t (VIIL.20c)

eine Storung dieses Oszillators dar.

Man kann schnell priifen, dass ein Term in £* die einfachste nicht-triviale Stérung darstellt.

In der Tat kann ein linearer Storungsterm W o & als eine Verschiebung des Ortsvektors behan-
delt werden, so dass das Problem exakt l6sbar bleibt und zu einer globalen Verschiebung aller
Energieniveaus um einen konstanten Beitrag fiihrt.

Dann ist eine quadratische Stérung W o 22 dquivalent zu einer Anderung der Kreisfrequenz w,
und ergibt wieder ein exakt l6sbares Problem.

Schlieflich ist das Problem mit einer kubischen Stérung W o 43 zwar nicht exakt 1dsbar; man
sieht aber schnell, dass die erste Ordnung in Stérungsrechnung wegen der Paritdt der Stérung
verschwindet.

Losung mit Auf- und Absteigeoperatoren
Ein erster moglicher Losungsweg macht die in Abschn. [[V.4.2] eingefiihrten Auf- und Absteigeope-
ratoren a! und @ zu Nutze. Mit deren Hilfe lauten die Eigenzustinde des harmonischen Oszillators

G1. (TV.66)
1
— AT
n)=—=a'l0) YnelN VIII.21
m) = a0 (VIIL21)
und es gelten die einfachen Beziehungen |Gl. (IV.67))]
a'ln)y =vn+1ln+1) , aln)=+vn|ln—1) VYneN. (VIIL.22)

Schlieftlich lautet der Ortsoperator

T =

so dass der Stérungsterm auch durch ' und a ausgedriickt werden kann.
Unter Nutzung der Gl. (VIIL.13|) lautet die Korrektur zur Energie des n-ten Niveaus zur ersten
Ordnung in Stérungsrechnung

m2w?  h2

o s @+ a)tn) = el @+ah)tn). (VIIL.23)

e) = (n|Win) =
Um die Energiekorrektur zu finden, muss man daher das diagonale Matrixelement (n|(a+af)*|n)
bestimmen. Dafiir soll man natiirlich die vierte Potenz (a+af)* berechnen, was a priori zu 16 Beitri-
gen fithrt, weil @ und &' nicht vertauschen. Dank den Beziehungen und der Orthogonalitét
der Eigenzusténde {|n)} kann man aber schon merken, dass viele der 16 Terme keinen Beitrag zum
gesuchten Matrixelement liefern werden. Um einen nicht-verschwindenden Beitrag zu erhalten, muss
man mit der auftretenden Kombination der Auf- und Absteigeoperatoren insgesamt zweimal nach
oben und zweimal nach unten wirken. Das heifit, dass @ und & genau zweimal auftreten miissen.
Beginnend mit
(a+a"* = (aa +aa' +a'a+a'al)?
findet man

A~

(a+ah* = aaa’a’ + aa'aa’ + aatata + alaaa’ + a'aa’a + a'a’aa + irrelevante Terme.
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Unter Nutzung der Beziehungen (VIII.22)) und der Normierung (n|n) = 1 lautet das gesuchte
Matrixelement

(nl(a+aN*n)y=m+2)(n+1)+n+1)2+n+Dn+nn+1)+n+nn—1),
d.h. noch
(n|(a+ a"*|n) = 6n* + 6n + 3.
Somit lautet die Korrektur (VIII.23)) zur Energie des Zustands |n)

huw Tuww 1 fuww
) = E(GnQ +6n+3) = 37 <n + 2> + %nQ. (VIIL.24)

Wiederum lautet die Eigenenergie des n-ten Energieniveaus des Hamilton-Operators (VIII.19) zur
ersten Ordnung in Stérungsrechnung
1 3\ 3\
E,~ Eyp+ell) = (n + 2) (1 + 8) hw + gmn? (VIIIL.25)
Dabei kann der Faktor 1+ 3\/8 als eine Korrektur der Kreisfrequenz w des ungestorten Oszillators.

Dagegen entspricht der Term in n? einer neuen ,Struktur des Energiespektrums, dessen Niveaus

nicht mehr dquidistant sind.

Losung in Ortsdarstellung
Alternativ kann man die Eigenfunktionen ([V.42b|) des harmonischen Oszillators benutzen, die
hiernach mit ¢,, bezeichnet werden:

1/4
on(r) = Hﬂ( /ﬂ;wx) emen?2h i o = (”;;;) \/% (VIII.26)

Mit deren Hilfe lautet die Korrektur erster Ordnung zum Energieeigenwert

o 2,,3 00 2
el :/ ‘d’n(x)‘QV(x) dz = m47c; Ci/ z? [Hn<\/n;wx>} e/ Qg

Mit der Substitution £ = y/mw/hx wird dieser Ausdruck zu

A = i | @] e ae (virL27)

Die Rekursionsformel fiir die Hermiteschen Polynome gibt £H,,(§) = %Hn+1 (&)+nHp-1(8)
und daher
) 1 1 n+1
EH () = 5&Hn+1(§) +n&Hn1(8) = J Hns2() +

2

Ho () + 5 Ha(€) 4+ n(n — 1) Hya(6);
dann
EHAE) = 1EHna(€) + 2

2 _
- éHm(&) + [”I2+2n4+1] Hy1(6) + [2” 2+”+”(”2 1)]Hn1(5) +

§H,(E) +n(n — 1)EHn2(S)

(nﬁlg)‘HnS.(g)»

und schliellich

n n n n2
106 = 1@+ (22 + 2 a9+ [ 1)+ 2 | a0
n2 n— n{n— n— n.
[3 (2 D nl 12)( 2)]Hn_2(§)+(n_;)!Hn_4(§).



126 Naherungsmethoden in der Quantenmechanik

Wenn dieser Ausdruck mit H,, () e=¢’ multipliziert und das ganze danach iiber R integriert wird,
tragt laut der Beziehung (B.10a) nur der Term mit H,, bei:

°° _ 6n% +6n+3 [ _ 6n2+6n+3 _,
/ (€' B (O] Ha(§) e ¢ de = —— = / [Ha(9)]"e ¢ de = === 2"nl/m.
Somit wird die Energiekorrektur (VIIL.27)) zu
huw
el = 1—6(6712 + 61+ 3), (VIII.28)

entsprechend dem schon gefundenen Ergebnis (VIII1.24)).

Zur Konvergenz der Stérungsreihe
In Abb. [VIIL.2| wird der Verlauf des Potentials (VIII.19)) fiir zwei Werte des Parameters A\ gezeigt,

und zwar links fiir einen positiven Wert A > 0 und rechts fiir einen negativen Wert A < 0. Im

V(z) V(z)

T

Abbildung VIIl.2 — Potential des anharmonischen Oszillators (VIII.19)). Links: mit A > 0;
rechts: mit A < 0.

letzteren Fall geht das Potential gegen —oo als x gegen oo geht, so dass es physikalisch keinen
gebundenen Zustand geben kann.

Diese Tatsache bedeutet wiederum, dass die fiir E,(\) angenommene Potenzreihe fiir
jeden beliebigen A < 0 nicht konvergieren darf, d.h. dass der Konvergenzradius der Potenzreihe Null
ist.

In der Tat wurde das asymptotische Verhalten der Potenzreihe fiir diese Stérung des harmoni-
schen Oszillators untersucht [25]: fiir groke Ordnungen p > n der Stérungsrechnung gilt
—1)PHy/6 127 (3Y 1
v ., (D V6E12" (3 1
en m3/2 n! \ 4 I‘ThL]D_|—2 fiw
mit der Gamma-Funktion. Dann gilt fiir das Verhiltnis zweier sukzessiver Terme der Potenz-

reihe (VIIL.5D)

AL el 3AT(n4p+ ) 3 ntpt s
ApelP) P |4 F(n+p+%) 4 2)’

wobei die charakteristische Eigenschaft (B.57)) benutzt wurde. Fir A # 0 und fiir jede n € IN
geht dieses Verhiltnis gegen Unendlich im Limes p — oco: nach dem Konvergenzkriterium von

d’Alember divergiert die Reihe mit Summanden APelP)

VIIl.1.3 Stérungstheorie eines entarteten Zustands

Im Fall eines entarteten Eigenwerts Egp,, von Hy kann die Energieverschiebung nicht mit dem
oben dargestellten Verfahren bestimmt werden, zumindest ab der zweiten Ordnung. Dann kénnen

namlich die Energienenner der Korrekturen e,(f ) Null werden, z.B. in Gl. (VIIL.18).

(#)J. LE ROND D’ALEMBERT, 1717-1783
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Das Problem ist, dass jede Linearkombination der Eigenvektoren |¢,, o) mit a € {1,...,g,} auch
Eigenvektor von Hy mit demselben Eigenwert FEjp, ist. Nun kann offensichtlich nicht jeder solche
Eigenzustand von Hy analytisch mit einem Eigenzustand von H zusammenhangen, wenn die Ent-
artung des Niveaus durch die Stérung (teilweise) aufgehoben wird. Somit steht ein Widerspruch zu
einer impliziten Annahme des Ansatzes . Wir miissen also g, solche Linearkombinationen
der | ¢y q) finden, aus denen exakte Eigenzustdnde von H beim Einschalten der Storung hervorgehen.

Man findet, dass die Energiekorrekturen erster Ordnung {61(11,2} fir a € {1,...,g,} genau die
Eigenwerte von der Einschrankung von W auf Eigenraum von Ej , sind. Somit lohnt es sich, eine
(Orthonormal)Basis von Linearkombinationen der Eigenvektoren |¢y, ,) zu bestimmen, in der die
Storung W diagonal ist.

Sei {|pn.b) tv=1,...g, €ine Orthonormalbasis von Eigenzustdnden von Hy mit dem Eigenwert Fy ,,.

Sei a € {1,...,9,}. Die einzige Einschrdnkung aus der Gl. (VIIL.7) auf den fiihrenden Term
Wﬁ%) in der Potenzreihe (VIILBD) ist, dass dieser Term Eigenvektor von Hy mit dem Eigen-

wert Ep , sein muss. Dafiir ldsst sich |w£021> als Linearkombination der Basisvektoren {|¢, »)}
schreiben:

In
WJ?(z?B) = Z an,ab |¢)n,b>
b=1

mit g, komplexen Zahlen a,, o, mit b € {1,.. Tgn}

Die Gleichung (VIIL.8]) zur Ordnung A,
HolpD)) + W)} = o n | + 100,
ergibt nach Multiplikation mit (¢, p |mit &' € {1,...,g,}

(S W) = €M) (D |00))  fiir b € {1,..., gn},

wobei <¢n’b/|I:IO = Eon(¢np| benutzt wurde. Unter Beriicksichtigung von der Zerlegung von
Wﬁlot)z) auf der Basis {|¢n )} lautet dies

9n

Z [<¢n,b/ |W|¢n,b> - 6$L1,21<¢n,b’ ‘¢n,b>]an,ab =0 fird e {17 S agn}v

b=1
wobei das Skalarprodukt (¢, |¢n ) noch durch 6y ersetzt werden kann. Diese Gleichungen
mit b € {1,...,g,} stellen ein System von g, linearen Gleichungen fiir die g, Koeffizienten
0y qb- Eine nicht-triviale Losung existiert nur, wenn die Determinante der g, x g,-Matrix des

Systems Null ist: .
det [{Gnpr | W |dnb) — )], = 0. (VIIL29)

Diese Bedingung heiftt Sdkulargleichung und zeigt, dass 651121 Eigenwert von (der Einschriankung

von) W sein muss. |

Beispiel: Stark-Effekt

Die oben dargelegte Idee kann an das Beispiel eines Ein-Elektron-Atoms in einem gleichférmigen
auferen elektrischen Feld E, dessen Richtung die z-Achse definiert: E = |E|€,, angewandt werden.
Dieses Problem wird durch den Hamilton-Operator (hier in Ortsdarstellung)

H=——A——+¢|lE|z (VIIL.30)
T

beschrieben werden. Dabei entsprechen die ersten zwei Terme dem Hamilton-Operator des exakt
l6sbaren Coulomb-Problems, wahrend der letzte Term eine Storung darstellt.

Die Eigenelemente des ungestorten Operators wurden in Abschn. [VI.22:2] gefunden, und zwar
Eigenwerte {Ep,,} und Eigenfunktionen {t, ¢, ()} der Form

Ze? 1

Fon = =54, w2

)

y Ynm(T) = Rye(r) Yom (0, @) (VIIL31)
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mitn e N*, £ € {0,1,...,n—1} und m e {—¢,¢{+1,...,¢{ —1,¢}, wobei a, den Bohrschen Radius
des Problems bezeichnet. Insbesondere hingen die Eigenenergie Ey , nur von der Hauptquantenzahl
n ab, unabhéngig von ¢ und m, so dass die Niveaus mit n > 2 mehrfach entartet sind.

Beim Einschalten des Stérungsterms e|E|z, wobei e|E| die Rolle des Parameters A spielt, wird
die Entartung dieser Energieniveaus teilweise aufgehoben, entsprechend dem StarEﬁekt. Im
Folgenden werden die Verschiebungen der Energien der zwei tiefsten Niveaus n = 1 und n = 2 in
erster Ordnung Storungsrechnung bestimmt.

Der Grundzustand des ungestérten Hamilton-Operators mit n = 1 ist nicht entartet, denn es
gelten dann ¢ = 0 und dementsprechend m = 0, d.h. es gibt nur den Zustand mit Wellenfunktion

1
7) = Rio(r) Y0.0(0, p) = —— Rio(7).
¥1,0,0(F) = Rio(r) Yo,0(0, ) T 10(r)
Die Energiekorrektur erster Ordnung wird durch GIl. (VIII.13) gegeben. Indem man z = rcos6
schreibt, gilt

n 00 2 ™
egl) _/ e\E|z|¢17070(F)|2 B37 = e]E\/ r[Rio(r)]? [/ </ cosHsianﬁ) dgp} r?dr. (VIIL32)
R3 am Jo 0 0

Dabei verschwindet das Integral iiber 6, d.h. egl) = 0: zur ersten Ordnung in Stérungsrechnung

bleibt die Energie des Grundzustands unveréndert.

Der erste angeregte Zustand des ungestorten Hamilton-Operators, mit n = 2, ist viermal ent-
artet, entsprechend den vier Moglichkeiten (¢ = 0,m = 0), ({ = 1,m = 0), (¢{ = 1,m = 1) und
({=1,m = —1), d.h. den vier Zustédnden

{192,0,0), [¥2,1,0), [¥2,11), [¥2,1,-1) } = {|¢2,a)} mit a=1,2,3,4. (VIIIL.33)

Dabei fasst der Index a die zwei Quantenzahlen ¢ und m zusammen, um die gleiche Notation wie
in der allgemeinen Diskussion zu benutzen.

Um die moglichen Energiekorrekturen erster Ordnung eglg zu bestimmen, muss man den Sto-
rungsterm W~~~ €|E|z im Unterraum der Zustéinde {|¢q)} diagonalisieren, d.h. erstens die
Sakulargleichung 16sen, um die Eigenwerte zu erhalten, und dann die zugehorigen Eigen-

vektoren finden. Dafiir soll man zuerst die Matrixelemente dieses Storungsterms
(600 (W 120) = €lB| [ 2000()" 62,7) &7
R
berechnen. Eine nicht-komplizierte Berechnung liefert (¢ 1 |W |@2.2) = (doo|W |¢21) = —3e|Ela,,

d.h. eine Kopplung zwischen den zwei Zusténden mit £ = 0 oder 1 und m = 0, wiahrend alle anderen
Matrixelemente Null sind:

0 —3e|Ela, 0 0
X —3¢|lE 0 0 0

[<¢)2,b' ‘ w | ¢2,b>:| by! - 6‘0 ’aZ 0 0 0 (VIII34)
0 0 0 0

Die Eigenwerte dieser Matrix sind die gesuchten Energiekorrekturen erster Ordnung (—:glt)lz

° eglg = 0 ist zweifach entartet; zwei zugehorige, linear unabhéngige Eigenvektoren sind |¢2 o—3)

und |2 4—), entsprechend in der iiblichen (n,¢, m)-Notation den Zustdnden |97 1) und

|12.1,-1)-

(@97, STARK, 1874-1957
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o eglg — 3¢|E|a, ist einfacher Eigenwert mit dem Eigenvektor (|¢g.ea) — |f2.e=2))/V/2, entspre-

chend der Linearkombination (|12,00) — |¥2.1,0))/v?2 der Bigenzustinde von Hy mit n = 2
und m = 0.

e Schlieblich ist 62()1 = —36|E |a, auch Eigenwert der Matrix (VIIL.34). Der zugehorige normierte
Eigenvektor ist (|¢2,01) + |¢2,02))/V2 = (|92,00) + [¥2,1,0))/V2-

E o
- |E|
Ey = Ega+3e|Ela,
Ep Es = Epp
By = E0’2—36‘E_:|LLZ
Eo1 Ei1 = Epq

Abbildung VIII.3 — Energieniveaus eines Ein-Teilchen-Atoms in einem elektrischen Feldes in
Abhéngigkeit der Feldstéarke.

Abbildung zeigt schematisc den Verlauf der Energieniveaus mit wachsender Feld-
starke |ﬁ | zu erster Ordnung in Stérungsrechnung, d.h. mit E, , = Eo, + ESL Insbesondere wird
die teilweise Aufhebung der Entartung des zweiten Energieniveaus durch die Stoérung, d.h. der
Stark-Effekt, dargestellt.

VIIl.2 Ritz-Variationsverfahren

Die Storungstheorie kann nur sinnvoll benutzt werden bei Problemen, die ,,nah“ einem exakt 16sbaren
Problem sind, was eher selten der Fall ist. Man benétigt also Naherungsmethoden, die auch bei
allgemeineren Problemen helfen kénnen.

Eine solche Methode ist das (Rayleigh-)Rit4®)} Variationsverfahren.

VIIl.2.1 Grundzustand

In seiner einfachsten Fassung, die aus dem folgenden Theorem resultiert, wird dieses Verfahren
angewandt, um die Grundzustandsenergie eines Systems abzuschétzen.

Theorem: Sei |¢)) ein beliebiger, nicht notwendig normierter Zustand eines Systems, das durch einen
nach unten beschréankten Hamilton-Operator H bestimmt wird. Der Erwartungswert des Hamilton-
Operators in diesem Zustand ist grofer als die Energie Fy des Grundzustands:

WlHY) >Ey Y| e %ﬂ‘ (VIIL35)

{@1¥)

() Das Wachstum bzw. die Abnahme mit |E| der Niveaus mit E» = Ey 2 + 3¢|E|a, ist stark iibertrieben und sollte
nicht mehr linear sein — d.h. man sollte die hheren Ordnungen der Stérungsreihe in Betracht ziehen.

D)W, Rirz, 1878-1909
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und die Gleichheit ist genau dann erfiillt, wenn |¢) der Grundzustand ist.

Um dieses Theorem zu beweisen, kann man der Einfachheit halber annehmen, dass H ein dis-
kretes Spektrum hat. Sei {|¢,)} eine Orthonormalbasis von Eigenzustinden: H|¢,) = En|¢dn)
fiir n € IN. Die Komponenten des Vektors |1) auf dieser Basis seien mit {c¢,} bezeichnet:

:ch|¢n> mit Z|Cn|2 ¢|¢

Dann gilt
(| H ) = Eo(y|¢) = ZE lenl? — EODan ZE — Ep) |en|* > 0,

weil alle Differenzen E,, — Ey nicht-negativ sind, woraus das Theorem folgt. m|

Bemerkung: Gleichung (VIII.35)) liefert fiir jeden Zustand [v¢) eine obere Schranke fiir die Grund-
zustandsenergie. Aufterdem erfordert die Abschitzung keine Kenntnisse der Eigenelemente von H.

Das Prinzip des Variationsverfahrens ist dann einfach. Man wéahlt im Hilbert-Raum des Systems
eine Menge von , Testvektoren“ [1q), die von Parametern (a1,...,a;) = a abhéngen. Diese Para-
meter werden dann variiert, um den Term auf der linken Seite von GI. zu minimieren. Das
gefundene Minimum stellt eine obere Schranke fiir Fy dar. Nach Normierung liefert der zugehorige
Testvektor |9q,,,) eine Nédherung des Zustandsvektors des Grundzustands.

Beispiel 1: Zwei-Zustéinde-System
Das Ritz-Variationsverfahren kann man anwenden, um die Energie des Grundzustands des Zwei-
Zustédnde-Systems mit Hamilton-Operator

(A B
H:<B A)

in der Basis der orthonormierten Zustande {|v1), [t2)} zu finden.
Betrachte als Testvektoren die Kets |¢(«)) = |11) + at2) mit a € R. Man findet

W) A1) _ , 208
((a)[¥(a)) 1+a?
Das Minimum des Terms auf der rechten Seite wird bei o = F1 erreicht je nachdem, ob B positiv

oder negativ ist, und nimmt dort den Wert Fj, = A F B an. In diesem besonderen Fall ist dies
gerade das exakte Ergebnis Fyin, = Ey.

Beispiel 2: Bewegung in einem Delta-Potential
Als zweite Beispiel wird eine obere Schranke iiber die Grundzustandsenergie fiir die eindimensionale
Bewegung eines Teilchens mit Masse m im Potential V(z) = —Qd(z) mit > 0 gesucht. Dafiir
werden Testfunktionen der Form v, (x) = e~ mit o € R* benutzt.

Fiir eine solche Testfunktion gilt einerseits

> o — LT ™
wwé:[J%mwM:[meQamz i

fiir den Nenner des Funktionals E[t¢,], und andererseits

d2¢a(x) . 2

w2 (402x? — 2a) e 2%,
x

Mit dieser Ableitung kann man das Matrixelement

. 00 h2 d2 00 h2 )
(Vo | H [Ya) :/ Ya(x)* [_2771(11’2+V($)] Yo (z)de :/ [_m(4a2m2_2a)_95($) o202 g,

—0o0
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berechnen. Unter Nutzung des Integrals

oo
/ .’IJ2 e—?a:c2 dr = ﬁ — i l
—00 2(2a)3/2 4da'\ 2«

. K2
<%’H\%> = QWO;\/Z_ Q

Somit lautet der Quotient im linken Glied der Gl. (VIII.35|)
Yo |H|the)  HPa 20
E[%J = < | ‘ > = -0 ?

kommt

(ta|tha) 2m
e ol _ W0 2Bl _ O
dE[Y, h d*E[y,, ..
= — — und = >0 fir a >0,
da 2m  \2ra da? 2V 2mras
o . 2m?20? .
folgt, dass E[¢s] ein Minimum in api, = T hat. Dort gilt
T
m?
Enin = ijamin] = _Wv
was die gesuchte obere Schranke auf die Grundzustandsenergie ist.
QZ
In der Tat kann man zeigen, dass die letztere Ey = —% < FEpin betragt.

Bemerkungen:

x In der Regel liefert die Methode eine bessere Ndherung an der Grundzustandsenergie, als an
der zugehdrigen Wellenfunktion. Wenn der Fehler in der Wellenfunktion von Ordnung e ist, d.h.
| (min)) = |%o) + €|@) mit (g|¢) = 0, dann ist der entsprechende Fehler in der Energie von
Ordnung €

(¥ (atmin) |I:I‘¢(O‘min)> = Eo(vo|vho) + €2<¢|FI‘¢>7

wie man sofort priift.

* Bei der Wahl der Testfunktionen sollte man schon die Symmetrien des Problems beriicksichtigen:
im Beispiel 2 wurden gerade Testfunktionen ), benutzt, weil das Problem symmetrisch unter dem
Austausch x — —uz ist.

VIIl.2.2 Erweiterung

Die angeregten Zusténde kénnen auch mithilfe eines &hnlichen Variationsprinzips approximiert
werden, und zwar dank dem

Theorem: Sei H ein Hamilton-Operator auf dem Hilbert-Raum % eines physikalischen Systems.
Die Vektoren von 7, die das Funktional

El)) = WIH1v) (VIIL36)

(Wl¥)

extremal machen, sind die Eigenzustdnde des Hamilton-Operators.

Einer Variation [¢)) — [¢) + [09) des Zustandsvektors entspricht eine Variation dE[¢)] des
Funktionals. Indem man (¢ |¢) E[¢)] = (1| H |1) schreibt, gilt zur erster Ordnung in |dv))

(W) SE[W] + (00 |¢) + ([6¢)) E[¢] = (50 | H [¢) + (| H |6¢),
d.h. noch

(W|Y)OE[R] = (0| (H — E[IL) |4) + (| (H — E[]1) |6v). (VIIL37)
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Sei [¢) ein Eigenzustand von H mit dem Eigenwert E. Es gilt offensichtlich E[y] = E, woraus
(H — E[y]1)]) = |@) folgt. Dann ist 6E[)] = 0 fiir jeden beliebigen (kleinen) |dt) € 7, d.h.
|1) extremalisiert das Funktional.

Umgekehrt gilt (61| (ﬁ — E[z/)]ﬂ) [¢) 4+ (Y] (}AI — EW}IAL) |69) = 0 in einem Extremum von E[¢],
d.h. wenn 0E[p)] = 0, V|dep). Mit der Wahl |6¢)) = e(H — E[]1)]) mit e € R und |e| < 1, soll

somit, . 2
(W|(H = E[]1) [¢) =0

gelten, was nur mit, (H — E[)]1)|¢) = |@) bew. H|¢) = E[Y])|¢) méglich ist, d.h. wenn |4)
Eigenzustand von H ist. |

Bemerkung: Der Beweis benutzt nur die Hermitizitit des Operators H , nicht die Tatsache, dass es
sich um den Hamilton-Operator — d.h. um den Generator der Zeitentwicklung — handelt. Somit
gilt das Theorem allgemeiner fiir die Eigenzusténde jedes hermiteschen Operators.

Um die Energie Ey des N-ten angeregten Niveaus mithilfe des obigen Theorems zu bestimmen,
muss man annehmen, dass die Eigenzustédnde niedrigerer Energie {|¢;)} mit ¢ € {0,...,N — 1}
bekannt sind. Sei ¥ der Unterraum der Vektoren, die orthogonal zu den bekannten Eigenzusténden
sind"9)| Der gesuchte Zustand |¢y) ist in ¥, und wird dadurch charakterisiert, dass er unten die
Vektoren von 7 das Funktional (VIII.36|) minimiert.

Fiir einen Vektor |¢) € ¥ lautet die Zerlegung auf der Orthonormalbasis {|¢,)}

[¥) = Z Cn|pn) mit Z |Cn|2 (Wl).

n>N n>N
Dann gilt
WIH[Y) =" Enleal® = (@[¥)Ex + Y (En — Ex) [en]® > (9) Ew,
n>N n>N
entsprechend dem gesuchten Ergebnis. |

Somit findet man eine obere Schranke auf Epy, indem man das Funktional E[t¢q] minimiert
fiir Testvektoren, die jetzt orthogonal auf die bekannten Energieeigenzustanden {|¢g), ..., |én—1)}
gewahlt werden.

Bemerkung: Ein dhnliches Variationsverfahren zur Bestimmung einer approximierten Wellenfunk-
tion eines Mehrteilchensystems wird in der HartreFocMethode implementiert.
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IX.1

KAPITEL IX

Statistischer Operator

In Ubereinstimmung mit dem Postulat wurde in den bisherigen Kapiteln dieses Skripts der
Zustand eines gegebenen quantenmechanischen Systems zur Zeit ¢ anhand eines normierten Zu-
standsvektors |¢(t)) eines Hilbert-Raums ¢ beschrieben. Die Zeitentwicklung von [i(t)) wird
dann durch die Schrédinger-Gleichung bestimmt.

Dabei wird angenommen, dass das System in einem ,reinen” Zustand prépariert wurde, wie z.B.
die Spins—% am Ausgang eines Stern—Gerlach-Apparats in den Versuchen des Abschn. Prinzipiell
lasst sich ein solcher Zustand durch die Messung der kompatiblen Observablen eines vollstdndigen
Satzes an identischen Kopien des Systems eindeutig feststellen.

In diesem Kapitel wird ein neues mathematisches Objekt, der statistische Operator, eingefiihrt,
mit dessen Hilfe die Quantenmechanik reiner Zustédnde in total dquivalenter Form beschrieben wer-
den kann (Abschn. . Dagzu erlaubt der statistische Operator auch die einfache Behandlung einer
anderen Klasse von Zustdnden, und zwar von klassischen Mischungen von reinen quantenmecha-

nischen Zustédnden, entsprechend der Anwesenheit eines zweiten Niveaus in der probabilistischen

Beschreibung (Abschn. [[X.2)).

Alternative Beschreibung von reinen Zustanden

Sei |1) € A der Zustandsvektor fiir ein System in einem reinen Zustand. In diesem Abschnitt wird
eine alternative Beschreibung dieses physikalischen Zustands anhand eines Projektors eingefiihrt,
die sich als total dquivalent erweisen wird. Im Folgenden wird immer angenommen, dass [¢) auf 1
normiert ist:

(Y[) =1. (IX.1)

Dazu bezeichnet {|n)} eine beliebige Orthonormalbasis von /7.

IX.1.1 Statistischer Operator fir reine Zustande

Der Projektor des Hilbert-Raums 7 auf den Vektor |v)

[ 2) = w)wl | (1X.2)

wird statistischer Operator oder auch Dichteoperator genannt

Bemerkung: Sei § € R. Die zwei Vektoren |1) und €l?|¢)), die sich nur um einen Phasenfaktor unter-
scheiden und daher denselben physikalischen Zustand beschreiben, fithren zum gleichen statistischen

Operator p(e'’) = |¢)(¥] = p(v).

4D Die Bezeichnung Dichtematriz wird auch hiufig benutzt, gilt aber streng genommen nur fiir die Matrixdarstellung
eines statistischen Operators auf einem endlich-dimensionalen Raum.
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IX.1.1 b Eigenschaften des statistischen Operators
Ausgehend von der Definition (IX.2) priift man sofort einige Eigenschaften des statistischen

Operators:

e Der statistische Operator ist hermitesch:

p)T = p(y). (IX.3)

e Die Spur des statistischen Operators ist gleich eins:

Tr p(y) = 1. (IX.4)

In der Orthonormalbasis {|n)} lautet die Spur

Tep(¥) = ) (nlpln) =Y _(nl)(@|n) = Y _(wln)(nly) = (lv) =1,
wobei die Vollstéindigkeit der Basis und die Normierung benutzt wurden. 0
e Der statistische Operator fiir einen reinen Zustand ist ein eindimensionaler Projektor:
P =p (IX.5)
mit dim Im(p(¢)) = 1, wobei Im hier das Bild des Operators bezeichnet.

e Aus der letzten zwei Eigenschaften folgt trivial

[ Tr [ﬁ(w)]Q =1 fiir einen reinen Zustand. (IX.6)

IX.1.2 Neuformulierung der Postulate anhand des statistischen Operators

Wenn man einen reinen Zustand mit dem zugehdorigen statistischen Operator ([X.2) anstelle des
Zustandsvektors [1¢) beschreiben will, sollte das Postulat (II.5)) entsprechend gedndert werden:

Postulat | mit dem statistischen Operator:

Die reinen Zustinde eines quantenmechanischen Systems werden durch eindimensio-

nale Projektoren eines geeigneten Hilbert-Raums € dargestellt. (IX.7)

Umgekehrt beschreibt jeder eindimensionale Projektor von .7 einen méglichen physikalischen
reinen Zustand des Systems.

Das Postulat (1.6 beziiglich der Beschreibung von messbaren physikalischen Gréfen durch
Observablen bleibt unverandert. Dagegen éndert sich das Postulat (I1.7)):

Postulat Ill mit dem statistischen Operator:

Der Erwartungswert der Observablen A im reinen Zustand mit statistischem Operator

p ist durch X X
(A) = Tr(pA) (IX.8)

gegeben.

Dieses Ergebnis ldsst sich unter Nutzung einer Orthonormalbasis {|n)} von ¢ sofort beweisen.
Fiir den Erwartungswert der Observablen A im Zustand |¢) gilt ndmlich

(A) = (W|Aly) = (| ALy |).
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Unter Einfiihrung einer Vollstdndigkeitsrelation ergibt sich
(A) = (WlAn)(n|yv) =D (n|v)(@|A|n).

Dabei erkennt man |¢)(¢| = p(v):

was zU zeigen war. O

Die durch das Postulat gegebene Wahrscheinlichkeit — bzw., im Fall einer Observablen
mit kontinuierlichem Spektrum, die Wahrscheinlichkeitsdichte — dafiir, dass man einen bestimmten
Eigenwert in einer Messung einer Observablen findet, ldsst sich auch mit dem statistischen Operator
ausdriicken.

Postulat IV mit dem statistischen Operator:

Die Wahrscheinlichkeit, in einer Messung der Observablen A am Zustand p eines
Systems den Figenwert a zu messen, ist

p(a) = Tr(ﬁpa)a

wobei P, den Projektor auf dem Figenraum des Eigenwerts a bezeichnet.

. J

(IX.9)

Dabei kann der Projektionsoperator P, als

9@
P, = Z la,r){a,r|
r=1

geschrieben werden |vgl. Gl. ([.58])], wobei {|a,r)} einen vollstdndigen Satz von orthonormierten
Eigenzustédnden zu A mit dem Eigenwert a bezeichnet, wihrend g(a) der Entartungsgrad von a ist.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist laut dem Postulat ([1.9al)

g(a) g(a)
pla) =" [a.r|¥)]" =Y (a.r[0)(®]a,r).

r=1 r=1

Indem man (a, r|1) = (a,r |1 |¢) schreibt und die Vollstéindigkeitsrelation benutzt, kommt

g(a) g(a)
pla) =YY (a,r|n)(nle)(@la,r) = (n|v) Y (Wla,r)a,r|n) =Y (n|pPuln),
r=1 n n r=1 n
woraus das Ergebnis folgt. |

Somit lassen sich alle physikalischen Grofen auch mit Hilfe des statistischen Operators aus-
driicken, d.h. der letztere liefert eine mogliche dquivalente Beschreibung von reinen Zustéanden.

Schlieflich kann man die Zustandsreduktion ([I.12)) auch mit dem statistischen Operator aus-
driicken:

Postulat V mit dem statistischen Operator:

Unmittelbar nach einer Messung der Observablen A mit Ergebnis a,, ist der Dichte-
operator des Systems p = |an){(ay|, wobei |ay) ein Figenzustand zu A mit Eigenwert | (1X.10)
a;, 1St.
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Statistische Mischungen von Zustanden

Das Interesse des statistischen Operators liegt aber daran, dass man mit dessen Hilfe nicht nur
Systeme mit einem exakt bestimmten Zustand — wie im vorigen Abschnitt — beschreiben kann,
sondern auch Systeme, deren Zustand nur statistisch bekannt wird.

1X.2.1 Definitionen

In vielen physikalischen Situationen kann der genaue Zustand |¢) eines quantenmechanischen
nicht exakt bekannt sein. Dies ist beispielsweise der Fall, wenn das System noch nicht prépariert
wurde, wie beim Spin—%—System des Abschn. am Ausgang des Ofens und vor dem Durchlaufen
durch einen Stern—Gerlach-Apparat. Eine andere wichtige Moglichkeit ist die eines Systems aus
vielen Teilchen, deren einzelne Zusténde in der Praxis nicht genau bestimmbar sind — weil es zu
viele davon gibt, oder weil die Wechselwirkungen zwischen den Teichen zu kompliziert sind fiir eine
exakte Beschreibung der Zeitentwicklung des gesamten Systems.

In solchen Féllen soll man eher mehrere normierten (nicht unbedingt orthogonalen) Zusténde
[Y1), ..., |¥m), ... betrachten, die mit jeweiligen Wahrscheinlichkeiten pi,...,pp,... auftreten
kénnen, wobei

Pm >0 Vm und me =1 (IX.11a)
m

Dann spricht man von einer statistischen Mischung von Zusténden oder Zustandsgemisch oder auch
von gemischten Zustinden.
Man definiert dann den statistischen Operator des Systems durch

p= me|wm><¢m’ (IX'llb)

Seien pmn = (m|p|n) die Matrixelemente von p in einer beliebigen Orthonormalbasis {|n)} des
Hilbert-Raums. Jedes Diagonalelement py, heifst Population und stellt die Wahrscheinlichkeit dar,
das System im entsprechenden Zustand |n) zu finden. Wiederum werden die Nicht-Diagonalelemente
Pmn Mit m # n Kohdrenzen genannt.

Bemerkungen:

x Offensichtlich lasst sich der Fall eines reinen Zustands als Spezialfall der Definition (IX.11b)) mit
nur einem {|,,)} mit Wahrscheinlichkeit 1 wiederfinden.

* Fine statistische Mischung von Zusténden unterscheidet sich von einer Linearkombination von
Zustdnden. Im letzteren Fall befindet sich das System noch in einem reinen Zustand, entsprechend
einem einzigen Vektor des Hilbert-Raums. Der Unterschied wird im §[IX.2.3 D] unten detaillierter
diskutiert.

IX.2.2 Erwartungswerte

Wenn das System sich ,in einem Zustandsgemisch befindet®, sollte intuitiv der Erwartungswert
einer gegebenen Observablen A gleich der gewichteten Summe der Erwartungswerte in jedem reinen
Zustand der Mischung sein, d.h.

<A> = me<A>IZJm = me<wm“4’¢m>; (IX.IQ&)

wobei jeder ,individuelle” Erwartungswert (A)y,, = <¢m|A|wm> durch die Auftretenswahrschein-
lichkeit p,, des Zustands gewichtet wird.
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Dieser Erwartungswert ldsst sich unter Nutzung des statistischen Operators (IX.11b]) giinstig
ausdriicken:

(A) =Tr (pA), (IX.12b)

d.h. wie im Postulat (IX.8) fiir einen reinen Zustand.

Unter Einfithrung einer Orthonormalbasis {|n)} gilt ndmlich

Te(pA) =323 e nln) Wl Alm) =3 pnd (i | A1) (n1n) =3 pon{tim| Al ). ©

IX.2.3 Eigenschaften des statistischen Operators

IX.2.3 a Erste Eigenschaften
Einige der in § [X.I.Tb|aufgelisteten Eigenschaften des statistischen Operators, die im Fall eines

reinen Zustands gelten, bleiben im allgemeinen Fall giiltig, und zwar

e Hermitizitat: pl = p; (IX.13a)
e Normierung: Trp=1. (IX.13b)

Dank der Linearitdt der Spur gilt

Trp= me (1%m) (W) me =1,
weil jeder |¢,)(1m | ein elndlmensmnaler Projektor ist. m|

Da die Wahrscheinlichkeiten {p,,} nicht-negativ sind, ist der statistische Operator p positiv, d.h.
(Y[pl) 20 V[y) € 2. (IX.14)

Es gilt ndmlich (¢ |p| me (Y[ Vm) (Pm ) = me} 7/1m|¢ U

Bemerkung: Ausgehend von der Hermitizitat des statistischen Operators kann man wiederfinden,
dass der Erwartungswert einer Observablen A reell ist.

Der Beweis benutzt die Hermitizitit von A und die Invarianz der Spur unter zyklischen Permu-
tationen deren Argumente:

(Ay* = [Tr (ﬁfl)]* =Tr (/AITﬁT) =Tr (A,ﬁ) =Tr ([)A) = (A4). |
Daraus folgt auch, dass der Erwartungswert eines positiven Operators eine positive Zahl ist.

IX.2.3 b Unterschied zwischen reinen und gemischten Zustanden
Im Allgemeinen ist p kein Projektor, p? # p. Genauer gilt

Trp? <1, (IX.15)

wobei die Gleichheit genau dann erfiillt wird, wenn p einen reinen Zustand beschreibt — d.h. fiir
eine statistische Mischung zweier oder mehr Zustinde gilt Tr p? < 1.

Offensichtlich sind die Eigenwerte des statistischen Operators p genau die Wahrscheinlichkeiten
{pm} — und dazu 0, falls die Zustandsvektoren {|¢,,)} den ganzen Hilbert-Raum 52 nicht
aufspannen. Demzufolge sind die Eigenwerte von p? die Quadrate {p?,}, wobei jeder Eigenwert
p2, von p? den gleichen Entartungsgrad wie p,, fiir p hat. Wegen 0 < p?, < p,,, < 1 gilt dann

Tr/A)Z = Zpgn < me =1
m m

und die Gleichheit kann nur gelten, wenn alle Wahrscheinlichkeiten p,, bis auf eine, die dann
gleich eins ist, Null sind. O
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Sei |¢) = >, ¢m|tm) mit komplexen Koeffizienten {c,,} ein reiner Zustand. Aus der Bra-
Konjugation (¢| =", ¢, (| folgt fiir den zugehdrigen statistischen Operator

P) =3 lem [ m) (Wm| + D Chuen|tm) (Wnl. (IX.16)

Die erste Summe mit nicht-negativen reellen Koeffizienten |c,,|? auf der rechten Seite ist #hnlich der
Definition des statistischen Operators fiir eine ,klassische” statistische Mischung der reinen
Zusténde {|¢,)}. Dagegen tritt der zweite Summe mit im Allgemeinen komplexen Koeffizienten
chen = |cien e in einem Zustandsgemisch nicht auf. Wenn man iiber die Phasenfaktoren
el¥mn mittelt — beispielsweise weil die Phasen ,,,, zeitabhiingig sind, s. Gl. unten, und
das System {iber lange Zeitskalen betrachtet wird —, werden diese Terme Verschwinden die
darin enthaltene Information geht verloren und die quantenmechanische Superposition wird zu einer
»klassischen Mischung von Zusténden, die aber noch quantenmechanisch beschrieben wird. Dieses
Phéanomen wird Dekohdrenz genannt.

Dekohéirenz wird benutzt, um die beobachtete Zustandsreduktion [Postulat ([1.12), (IX.10)] zu
serklaren”. Genauer soll Dekohédrenz das Phanomen sein, das dem Ubergang von einem reinen
Zustand zu einem Zustandsgemisch mit p,, = |e;m|? — wie durch Beobachter
wahrgenommen wird — unterliegt. Dabei fithren die Wechselwirkungen des gemessenen Systems
mit dessen Umgebung zum Verschwinden der Phasenfaktoren el¥m» auf einer sehr kurzen Zeit-
skala unter gewohnlichen Bedingungen — d.h. wenn das System nicht in einem Hochvakuum
bei sehr tiefer Temperatur liegt

IX.2.4 Zeitentwicklung

IX.2.4 a Zeitentwicklung des statistischen Operators
Ausgehend aus der zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung

9]y (t))
ot

fiir die Zustandsvektoren findet man, dass die Zeitentwicklung des statistischen Operators p(t) eines
Systems mit Hamilton-Operator H durch die Lioum'llfvon Neuman Gleichung

in = H(t)|(t)) (IX.17)

WD _ L[, 500) (1X.18)

bestimmt wird.

Um die Liouville-von Neumann-Gleichung aus der Schrédinger-Gleichung abzuleiten, wird der
Fall des statistischen Operators /(t(t)) fiir einen reinen Zustand |t(t)) betrachtet.

Aus Gl (IX.17) und der dazu konjugierten Gleichung folgt unter Nutzung der Produktregel

i 20D 3 [OD 10)) +uan 2EOL) — (1) o) o) — oo () 1)
0 1, |
d.h. 5 i [H(t), [%(t)) (¥ (t)|], was zu zeigen war. O
(48) o ip dop

(5 E = u.

0 ..
(49) Einige Ubersichtsartikel zum Thema Dekohérenz (Theorie & Anwendungen, experimentelle Versuche, Notwen-
digkeit einer Unterdriickung der Dekohérenz in Quantencomputern. .. ) sind in den Proceedings des 8. Séminaire
Poincaré unter http://www.bourbaphy.fr/novembre2005.html| zu finden.

(#0) . LiouVILLE, 1809-1882 (*»)J. voN NEUMANN, 1903-1957
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Bemerkungen:
* In der Liouville-von Neumann-Gleichung (IX.18)) handelt es sich bei p(¢) um den statistischen

Operator ,im Schrodinger-Bild“ (vgl. §[I1.4.4 a)), wie beim Zustandsvektor |4 (t)) in der Schrodinger-
Gleichung (IX.17).
* Die Form der Liouville-von Neumann-Gleichung fiir /(¢) ist bis auf ein (wichtiges!) Minus-Zeichen

ghnlich der Heisenberg-Gleichung (I1.64)) fiir einen Heisenberg-Bild-Operator AH(t), der mit einer
nicht explizit zeitabhéngigen Schrodinger-Bild-Observablen A assoziiert ist.

Die Liouville-von Neumann-Gleichung ([X.18]) ist eine Differentialgleichung erster Ordnung,
deren Losung durch die Angabe einer Anfangsbedingung p(tp) zu einem beliebigen Bezugszeitpunkt
to vollig bestimmt wird. Unter Nutzung des in Abschn. eingefiihrten Zeitenwicklungsoperators

U(t,to) kann man die Losung formal als
p(t) = UL, to) p(to) Uto, 1 (IX.19)
schreiben, wobei U (to,t) = U(t, to) ™" = U(t, to)T.
Falls der Hamilton-Operator H zeitunabhéngig ist, so dass der Zeitentwicklungsoperator durch
Gl gegeben ist, wird Gl. zZu
p(t) = e =t H/h 5y gilt—to) H/h, (IX.20a)
Seien {E,} und {|¢,)} die Eigenenergie und Eigenzusténde von H, und ppn(t) = (dm | p(t) | ¢n) die
Matrixelemente von p(t) in der Orthonormalbasis {|¢y,)}. Dann ist Gl. dquivalent zu
Prn(t) = prnlto) 5 pPmn(t) = pmn(to) e~ {(Em—En)(t—t0)/h fir m #n. (IX.20b)
Das heiftt, die Populationen bleiben konstant, wihrend die Koharenzen mit den Bohr—Frequenze
Wimn = (Em — Ey)/h des Systems oszillieren.

IX.2.4 b Zeitentwicklung von Erwartungswerten
Sei A eine nicht explizit zeitabhéingige Observable (im Schrédinger-Bild). Nach der Gl. (IX.12b))
ist deren Erwartungswert zur Zeit ¢t durch

(A)(t) = Tr (5(1) A) (1X.21)
gegeben. Unter Nutzung der Liouville-von Neumann-Gleichung lautet die Zeitableitung
dieses Erwartungswert

d“éz(t) = I (o0 A)] = o 1e([A (), 5(1)] ),
wobei die Linearitat der Spur benutzt wurde, um Spur und Zeitableitung auszutauschen. Dank der
Invarianz der Spur unter zyklischen Permutationen der Argumente gilt

Tx([A, ) A) = Te(ApA - pHA) = Te(Aflp — FLA) = Te([A, H]p),

woraus

d@?ii(t) = (A, BW]p0) = - ([4 ()] (IX.22)

folgt. Diese Gleichung ist im Fall von reinen Zustdnden die gleiche wie die in Abschn. herge-
leitete Gl. (I1.59)), und stellt im Fall von Zustandsgemischen deren Verallgemeinerung dar.

Literatur zum Kapitel IX

e Cohen-Tannoudji, Diu & Laloé, Quantenmechanik. Band 1 [5], Kap. 3.10 & 4.8.
e Messiah, Quantenmechanik. Band 1 [12], Kap. 8.4.
e Schwabl, Quantenmechanik (QM I) [15] Kap. 20.2.

<50>Eigen‘clich Kreisfrequenzen...
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ANHANG A

Fourier-Transformation

In diesem Anhang werden einige Definitionen und Ergebnisse iiber die Fourier-Transformation dar-
gestellt.

Definition

Theorem & Definition: Sei f eine integrable komplexwertige Funktion auf R, f € L'(IR). Das absolut
konvergente Integral

[f(k) E/_OO f(z) o dx] (A.1)

definiert eine stetige komplexwertige Funktion f der Variablen k € R, die Fourier-Transformierte
von f genannt wird.

Die Definition kann problemlos auf Funktionen mehrerer Variablen (z1,...,z,) = @ mit n € IN*
erweitert werden. Fiir f € L'(R") und k = (ky,...,k,) € R" ist die Fourier-Transformierte
fk)y=[ flx)e *=dng (A.2)
Rn

mit d"x = dz; - - - dx, eine komplexwertige Funktion der Variablen k € R”.

Bemerkungen:

* Die Definition (A.2)) lasst sich auf weitere Klassen von Funktionen verallgemeinern, insbesondere
auf die Rdume L?(R™) der quadratintegrablen Funktionen und S’(R™) der temperierten Distribu-
tionen.

* Die Definitionen (A.1)), (A.2) benutzen die ,Physiker-Konvention“. In der Mathematik wird eher

1

(2m)/2 g (@) e ™ d"x (A-3)

(Ff)(k) =

mit einem zusatzlichen Vorfaktor definiert.

Inverse Fourier-Transformation

Fir die Funktionen, die von Relevanz in der Physik sind, kann die Fourier-Transformation (A.1))
von f(x) nach f(k) kann invertiert werden; es gilt dann

[ f@ = [ Fe g ] (A4)

fiir x € R. Diese Gleichung wird oft als Fourier-Darstellung von f(x) bezeichnet.
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Allgemeiner lautet die Riicktransformationsformel fiir Funktionen auf R"

ik-x d"k
(2m)"

fl@)=[ flk)e
Rn

mit € R™” und d*k = dky - - - dk,.

Die Fourier-Transformierte f(k ) einer integrablen Funktion f(x) ist stetig und sie verschwmdet
im Unendlichen — f € Co(R™) —, entsprechend dem Lemma von Rlemamn»Lebebgu
Dafiir ist f aber nicht unbedingt integrierbar, so dass die Fourier-Transformation moglicherweise
nicht invertierbar sein kann.

Sei f eine beliebig oft stetig differenzierbare Funktion auf R™ derart, dass sowohl f als auch
alle deren Ableitungen im Unendlichen ,schnell fallen“ﬂ f heifst eine SchwartFunktlon
f € S(R™). Dann ist f auch integrabel und deren Fourier-Transformierte f ist ebenfalls eine
Schwartz-Funktion, so dass die rechte Seite der Formel ( - ) wohldefiniert ist.

Beweis der Riicktransformationsformel ((A.4)) g?_z?l
Die Multiplikation beider Seiten der Gl. 1A.1: mit %" ergibt

k’) eikx’ _ f({L‘) e—ik(z—x’) dr.

Nach Integration dieser Gleichheit iiber £ € R kommt

/Z F(k) e* % / [/ f(z) e k@) 4y } = / f(z [/ o—ik(z—a) dk] Az

Dabei ist das Integral in den eckigen Klammern im letzten Term gleich 276(z — ), woraus das

gesuchte Ergebnis folgt. O
Bemerkung: In der ,Mathematiker-Konvention“ lautet die Riicktransformation
1 _ .
—1 _ ik-x n
FN@) = oy [ SRk, (4.6)

mit dem gleichen Vorfaktor 1/ (27r)”/ 2 wie in der direkten Transformationsformel (A.3)). Dies ist zwar
mehr elegant als die Physiker-Konvention und fiihrt zu einer Vereinfachung beim Satz von Parseval
(Abschn. |A.3.2), aber auch zu einem komplizierteren Faltungstheorem (§[A.3.1d)).

Eigenschaften der Fourier-Transformation

Jetzt werden einige in der Physik oft benutzten Eigenschaften der Fourier-Transformation dargelegt,
in den meisten Féallen ohne Beweis.

A.3.1 Erste Eigenschaften

Seien f1, fo zwei Funktionen auf R”, deren Fourier-Transformierten definiert sind, und A € C;
dann gilt ~ B
A1+ fo(k) = Ai(k) + fa(k)  VE€R™ (A7)

Somit ist die Fourier-Transformation eine lineare Abbildung (zwischen Funktionenrdumen).

(1) Technisch soll das Produkt von f, oder irgendeiner deren Ableitung, mit jedem Polynom in n Variablen immer
beschréinkt auf R™ bleiben.

B2 VWer die Nutzung der §-Distribution vermeiden mochte, kann die Gl. (A.1]) mit e““”/e_ekz/2 mit € € R4+ multipli-
zieren, die Transformationsformel fiir Gauksche Funktionen (A.26) benutzen, und den Limes ¢ — 0 betrachten.

(2B, RIEMANN, 1826-1866 (*’H. LEBESGUE, 1875-1941 (L. ScHWARTZ, 1915-2002
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Sei a = (v, . . ., ap) ein n-Tupel natiirlicher Zahlen o; € IN; als || wird die Summe o+ - -+,
bezeichnet. Wiederum gilt fiir k € R"

kS = (k) - (k).

Sei noch f eine (genug differenzierbare) Funktion der Variablen & € R". Der Differentialoperator
0% sei durch

appoy — O 9o ol f ()
% () = Oxar " Qxon fl@) = Oz ... Qxon
definiert.
Dann gelten
0%f (k) = 1%k f (k) (A.8a)
und
2%f (k) = I1*0g [ (k). (A.8D)

wenn alle in diesen Ausdriicken auftretenden Funktionen definiert sind — was z.B. bei Schwartz-
Funktionen immer der Fall ist. Laut diesen Gleichungen wird eine Ableitung im Ortsraum zu einer
Multiplikation mit der Variablen im Fourier-Raum und umgekehrt.

Insbesondere gelten im Fall n = 1 und fir a; =1

e f (k) = / T et tdr dh f(2) = / (k) eikx% (A.90)
und - -
(k) = / cf(@)e*dy dh.  zf(z) = / if’(k)ei’”%. (A.9D)

Bemerkung: Diese Eigenschaft wird zu Nutze gemacht, um Differentialgleichung im Ortsraum in
algebraische Gleichungen im Fourier-Raum zu transformieren.

A.3.1 c Faltungstheorem

Seien f; und fo zwei Funktionen auf R”. Thre Faltung fi * fo wird als

(h=h)@)= | file=€)ne)de (A10)

definiert — unter der Voraussetzung, dass das Integral auf der rechten Seite definiert ist.

Das Faltungstheorem besagt, dass die Faltung unter Fourier-Transformation in eine Multiplika-
tion iiberfithrt wird, und umgekehrt. Somit ist die Fourier-Transformierte der Faltung fi * fa gleich
dem Produkt von den jeweiligen Fourier-Transformierten:

Fixfa(k) = fi(k)f2(k)  Vk € R™ (A.11a)

Umgekehrt ist die Fourier-Transformierte des Produkts f) fo gleich der Faltung fi * fo der Fourier-
Transformierten:

fix folk) = fifo(k) Yk €R™ (A.11b)

Wenn f; und f5 integrierbar sind, ist deren Faltung f; * fo definiert und ebenfalls integrierbar,
so dass alle in Gl. (A.11a)) implizit auftretenden Integrale definiert sind.

Bemerkung: In der Mathematiker-Konvention (A.3]), (A.6) sollen die rechten Seiten der beiden
Gl. (A-T1)) mit dem zusétzlichen Faktor (27)™/? multipliziert werden.
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A.3.2 Satz von Parseval

Seien f; und fo zwei quadratintegrable Funktionen auf R™ und fl, fg ihre jeweiligen Fourier-
Transformierten. Dann gilt der Satz von Parseval (oder Parsevalfplanchere

d"k

o (A.12)

fi(@) fo(z)d"e = | fi(k) fa(k)
R R"

Daraus folgt insbesondere im Fall fo = f1 = f

| r@pee= [ |iwr 5 (A13

Dies besagt, dass die Fourier-Transformation eine Isometrie — bis auf den Faktor 1/(27)" — zwi-
schen Funktionenrdumen ist.

Bemerkung: In der Mathematiker-Konvention fallt der Faktor 1/(27)" weg von diesen Gleichungen.
Beweis der Gleichung (A.12)):
Unter Einfiihrung der Fourier-Darstellungen (A.5)) von fi(z) und fa(x) gilt

[ @ n@ae= [ [ fwers SETT pers S8

= Ju T (o [ o)

Das Integral iiber  ergibt (27)"6™(k — k’), so dass das Integral iiber k’ trivial wird: am Ende
bleibt genau Gl. (A.12)) iibrig. O

A.3.3 Unscharferelation

Seien f und f ein Paar von Fourier-transformierten Funktionen, der Einfachheit halber auf R.
Je breiter der Bereich ist, wo f(z) signifikante Werte annimmt, desto schmaler ist das Gebiet, wo
f (k) ,lokalisiert” ist, und umgekehrt. Diese Reziprozitéit der Breiten der Funktionen im Orts- und
im Fourier-Raum kann anhand einer Ungleichung genauer ausgedruckt werden.

Sei f eine quadratintegrable komplexwertige Funktion auf R. Auf Kosten einer Reskalierung

kann man 00
/ If(z)*dz =1 (A.14)
—00
withlen. Dann ldsst sich |f(z)|?> als die Wahrscheinlichkeitsdichte einer kontinuierlichen Zufalls-
variablen auf R interpretieren.
Anhand dieser Wahrscheinlichkeitsdichte definiert man die Erwartungswerte von x

(x) = /Oo:v|f(m)|2d$ (A.15a)
und von 22 00
(22) = / 22|f () da, (A.15b)
sowie die Varianz von x
(Az)? = (2%) — (z)?, (A.15c¢)

wobei angenommen wird, dass die Integrale konvergieren.

(#)M. PLANCHEREL, 1885-1967
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Dank dem Satz von Parseval fithrt die Normierungsbedingung (A.14)) zu
JICIE== (A.16)
oo 21 '

fiir die Fourier-Transformierte f: wiederum kann | f(k)|?/2m als die Wahrscheinlichkeitsdichte einer
kontinuierlichen Zufallsvariablen auf R interpretiert werden, womit man

O G- Ry Gl (A17a)
und noch
(Ak)? = (k) — (k)? (A.17b)

definieren kann.
Mit den Definition (A.15)), (A.17) der Varianzen (Az)?, (Ak)? gilt fiir die positiven Standard-
abweichungen Az und Ak die Ungleichung (,,Unschérferelation®)

(Az)(Ak) > (A.18)

DN | =

Beweis: Auf Kosten von Variablenédnderungen * — = — (z), k — k — (k) kann man annehmen,
dass f(z) und f(k) zentriert sind, d.h. (x) = 0, (k) = 0 und daher (Ax)? = (z?), (Ak)? = (k?).

Man priift einfach nach, dass solche Substitutionen die Betragsquadrate |f(z)|? und |f(k)|?
unverandert lassen.

Betrachte man dann das Integral
R = o2 dk ,
() z/ kf )+ f W S mit€ e R, (A.19)
Das Ausmultiplizieren des Betragsquadrats ergibt
dk 5 P dk R dk
2(6) = [ RIS v [ REW W+ P06 R0 5 € [ IF0ESE (a20)

Dabei ist der erste Term auf der rechten Seite genau (Ak)2. Mithilfe einer partielle Integration
lautet das Integral des zweiten Terms

[kl + P o) S = [T AIIE A ek

o 2m oo 2 oo 2

wobei der hier nicht-geschriebene integrierte Term [k f (k)]iooo Null sein muss, damit (k) definiert

ist. SchlieRlich ist f(k) im Integranden des dritten Terms die Fourier-Transformierte von —iz f(z),
vgl. GL. (A.9b). Unter Nutzung des Satzes von Parseval (A.12]) gilt

[ RwrSE = [ mes@P = [~ RrwP de = (a0

Insgesamt wird GI. zZu

I(¢) = (Ak)? — €+ €% (Ax)>. (A.21)
Da Z(&) aus der Definition offensichtlich positiv fiir alle £ ist, soll die Diskriminante dieses
quadratischen Polynoms in £ negativ sein, d.h.

—4(Ak)*(Az)? <0,
entsprechend der Ungleichung (A.18). O

Bemerkung: Man kann noch zeigen, dass die Gleichheit nur im Fall von Gauftschen Funktionen gilt.
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A.4 Einige oft auftretende Fourier-Transformations-Paare auf R

Hiernach bezeichnen f, g und f, § Funktionen und deren jeweiligen Fourier-Transformierten.

e Ortsverschiebung (zo € R) : f(@) =gz +mz0) o~ fk)=e*g(k) (A.22)
e Ortsskalierung (a € R") : f(@) =glaz) o f(k) = ig(z (A.23)
e Konstante Funktion (a € R) : fl@y=a e~ f(k)=2mad(k) (A.24)
e Dirac-Distribution: f(z)=6(x) e flk)=1 (A.25)
e Gaufische Funktion (0 € R*) :  f(z) = \/2;7 T s F(k) = oK (A.26)
e Lorentz-Verteilung (a € RY) : fx) = Zﬁicﬂ s Jk) = el (A.27)
Bemerkungen:

« Mit den hier angegebenen Vorfaktoren sind die Gaufsche Funktion f(z) der Gl. und die
Lorentz-Verteilung der Gl. - auf 1 normiert.

« Fir die Gauksche Funktion f(z) der Gl (A.26|) gelten
& 1 1 o?
2 2 2
/_00|f(x)| v 20T b /_CO:E f@) de 20/ 2
woraus Az = o /v/2 folgt Wiederum fiihren

&0 dk 1 R dk 1 1
2 2 2
d k
/Oo| ()l 2 20\/77' o /Oo PRI 57 27 20\/%2027
wobei die erste Gleichung den Satz von Parseval ausdriickt, zu Ak = 1 /Uf (53) Insge-

samt gilt somit (Az)(Ak) = 3, unabhingig vom Wert von o, entsprechend dem Gleichheitsfall der
Unschérferelation (|A.18])

« Fir die Lorentz-Verteilung f(z) der Gl (A.27)) gelten
(0.9} 1 o
| @k = g wmd [ @R = o

was Az = a ergibt.(®®) Wiederum findet man

o dk 1 dk 1
|G =g wd [ RIFGIE G

oo 27 27 8mad’

d.h.®) Ak = 1/a und daher (Az)(Ak) = 1, unabhingig von a und in Ubereinstimmung mit der
Unschérferelation (|A.18])

* Weitere Fourier-Transformations-Paare konnen z.B. in Ref. [26] gefunden werden.

53)Da die Funktionen f(z) und f(k) gerade sind, gilt das auch fiir deren jeweiligen Betragsquadrate, woraus (z) = 0
und (k) = 0 folgen.



ANHANG B

Einige spezielle Funktionen und
orthogonale Polynome

B.1 Orthogonale Polynome

In diesem Anhang werden einige allgemeine Ergebnisse {iber sogenannte orthogonale Polynome
dargelegt.

B.1.1 Definition

Seien a < b € R U {—o00,00} und w eine stetige reelle Funktion auf dem Intervall |a,b[ mit
w(z) > 0 fir alle  €]a, b[. Sei dazu angenommen, dass das Integral

/ab:c” w(z) dz

fiir alle natiirliche Zahlen n € IN definiert ist. Sei schlieklich ¥, die Menge — die offensichtlich
ein komplexer Vektorraum ist — der stetigen komplexwertigen Funktionen f auf |a, b, fiir die das
Integral

b
/uw%wwm (B.1)

definiert ist.
Dann ist die durch

b
®u(f9) = [ @) g@)ula)ds = (7,9) (B.2)
definierte Funktion von ¥, X ¥, nach C ein hermitesches Skalarprodukt auf 7.

Die Anwendung des Gram—Schmidt-Orthogonalisierungsverfahrens auf die sukzessiven Mono-

men {1,z,22,...,2"} liefert eine Reihenfolge von Polynomen {Q,(z)}, die konstruktionsgemif
paarweise orthogonal fiir das Skalarprodukt ( , ), sind:
b
(Qn, Qm)w = / Qn ()" Qm(z)w(z)dr < dmp.- (B.3)

Dabei ist @, vom Grad n und der Koeffizient des Terms in 2™ in Q,(z) ist positiv.

Beispiele: klassische orthogonale Polynome

Je nach den Grenzen des Intervalls Ja, b[ und der Gewichtsfunktion w ergeben sich unterschied-
liche Familien von orthogonalen Polynomen:

e fir a = —1, b= 1 und w(x) = 1: Legendre-Polynome P, (Abschn.[B.3.2);

e fiir a = —00, b= 0o und w(z) = e ": Hermiteschen Polynome H,, (Abschn. ;

e fiir a =0, b = 0o und w(x) = e~*: Laguerre Polynome L, (Abschn. [B.4.1));

e fiir a =0, b = oo und w(z) = 2¥e~*: zugeordnete Laguerre Polynome L (Abschn. ;
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B.1.2 Eigenschaften

Unabhéngig von der Gewichtsfunktion w, die das Skalarprodukt definiert, besitzen die orthogo-
nalen Polynome gewisse Eigenschaften.

Fiir jede Familie {Qy, }nen von orthogonalen Polynomen gilt eine Rekursionsformel der Form

2Qn(7) = nQni1(7) + BnQn(x) + VnQn_1(z) Vn € N, Var, (B.4a)

wobei die Folgen (ay), (8n), (7») von der Gewichtsfunktion abhédngen. Dabei ist a;, > 0 fur alle
n € IN. Dazu gilt

Tn = Oén—1< (@ O ) firn e IN (B.4b)

anly anl >w

mit der Konvention av_; = 0.

Diese Rekursionsformel ist eigentlich die Zerlegung der Polynomfunktion z +— 2@, (z) auf der
Orthogonalbasis der {Q,}.

B.1.2b Rodrigues-Formel

Die orthogonalen Polynomen beziiglich eines bestimmten Skalarprodukts lassen sich oft in kom-
pakter Form mithilfe der Ableitungen einer Funktion ausdriicken.
Genauer zeigt man, dass wenn die logarithmische Ableitung w’/w der Gewichtsfunktion der
Form
w'(z) az + 3

o) @_a@-p el

ist, dann sind die durch
L an
w(z) dzn

Qn($) =

[(z = a)"(z — b)"w(z)]
definierten Polynome Q,, orthogonal beziiglich ( , ).

Bemerkung: Falls a = —oo oder b = 400 sind die zwei obigen Formel sinnlos! Wie wir unten sehen
werden, féllt dann der Term (z — a)"™ bzw. (x — b)™ weg von der entsprechenden Formel.

Das n-te Polynom @),, ist Losung einer homogenen linearen gewohnlichen Differentialgleichung
zweiter Ordnung, deren Form die gleiche fiir alle Polynome einer Familie sind.

Genauer existieren ein (maxima ) quadratisches Polynom Q, ein lineares Polynom £ und ein
Parameter A, derart, dass @), Losung der Differentialgleichung

Q(z)y"(z) + L(z)y' (z) + My(z) =0 Va €a, b (B.5)

ist, wobei Q, £ und die ,giiltigen* A\, — d.h. die Werte, die zu einer polynomiale Lésung der
Differentialgleichung fiihren — von der Gewichtsfunktion w abhingen.

B.1.2d Nullstellen

Das Polynom @, hat genau n Nullstellen, die alle einfach sind und im Intervall ]a, b[ liegen. Die
Nullstellen von @, liegen strikt zwischen den Nullstellen von Qy,+1.

(> Bei (zugeordneten) Laguerre-Polynomen ist Q nur linear, vgl. Gl. (B.42) und (B.48), , bei Hermiteschen Polynomen
sogar nur konstant, vgl. GI. .
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Hermitesche Polynome

B.2.1 Definition

Die Hermiteschen Polynome Hy(z) mit n € IN sind Losungen fir z € R der gewohnlichen
Differentialgleichung ( Hermite-Differentialgleichung)

y"(x) — 2zy/ (x) + 2ny(z) =0 (B.6)

mit der zusétzlichen Bedingung, dass das Produkt y(z) e/ quadratintegrabel sein muss.
Fiir diese Losungen gilt die Rodrigued®"}Formel
pd

Hy(2) = (~1)"e”

() Wne. (B.7)

Mithilfe dieser Formel kann man die ersten Hermiteschen Polynome berechnen:
Ho(z)=1 , Hy(zx)=2x , Hy(z)=42>-2 , H3(z)=8z>—-122 , ... (B.8)

Allgemeiner findet man rekursiv, dass H,, ein Polynom vom Grad n ist, wobei der Koeffizient von
x™ (,,Leitkoeffizient) 2" betragt.

B.2.2 Einige Eigenschaften der Hermiteschen Polynome

Ausgehend von Hg und Hy kann man anhand der Rekursionsforme
Hpii(x) =20 Hp(z) — 2nHy—1(x) firn>1 (B.9)

die sukzessiven Hermiteschen Polynome zu berechnen.
Diese Polynome geniigen der Orthogonalitdtsrelation

/ Hp(2)Hp(z) e dz = 2"n\/T6mn  ¥m,n € IN, (B.10a)
wobei sich die Orthogonalitat auf das hermitesche(!) Skalarprodukt
/ g(2) f(z) e da (B.10D)

bezieht. Deshalb bilden die Familie von orthogonalen Polynomen.

Genauer bilden die Hermiteschen Polynome eine Orthogonalbasis der Funktionen f auf R, deren
Produkt mit e=%"/2 quadratintegrabel ist, d.h.

/OO \f(:L‘)]Qe_x2dac < 0.

Insbesondere ist die Familie { H,(z)} vollstandig.
Aus der Rodrigues-Formel (B.7)) folgen sofort die Paritit der Hermiteschen Polynome:

Hp(—z) = (-1)"Hn (), (B.11)
und die Beziehun
H/ (z) = 2nH, (). (B.12)

(5%)Diese Formel lautet aquivalent ©H, (z) = %Hnﬂ(a;) + nHp—1(x), d.h. ist der Form mit o, = %7 Bn =0
und v, =n = %(271), wobei 2n laut GI. das Verhéltnis der quadrierten Norme von H,, und H, _; ist.

56 Dies entspricht bis auf einen Faktor 2, der sich in der Normierung der Polynome absorbieren lasst, der Definition
einer Appelolge von Polynomen.

(a0, RoDRIGUES, 1795-1851 (*Y)P. AppELL, 1855-1930
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B.3 Kugelflachenfunktionen und Legendre-Polynome

B.3.1 Kugelflachenfunktionen

Sei $2 die Einheitskugelfliche von R?, deren Punkte sich durch den Polarwinkel 6 € [0, 7] und
den Azimutwinkel ¢ € [0, 27] kennzeichnen lassen.

Die (skalaren) Kugelflichenfunktionen Yy ,,, wobei £ € IN eine beliebige natiirliche Zahl ist und
m € {—f,—(+1,...,0,...,0} ganzzahlig ist, sind komplexwertige Funktionen auf $2, die gleichzeitig
Eigenfunktionen zu den Differentialoperatoren

-1 0 0 1 02 o
S0 90 <sm9 (90) s’ 0 9 und —1% (B.13)
mit den jeweiligen Eigenwerten ¢(¢ + 1) und m sind:
-10 (. 0Yin(d,9) 1 *Yen(0,¢)
sin 6 00 (sm@ o0 Csin20 02 =L+ 1)Yem (0, ¢) (B.14a)
e Yo m (0
Z”;fp 9 _ mYpm(0, ). (B.14b)

Solche Eigenfunktionen sind nur bis auf eine multiplikative komplexe Konstante definiert. Um die
letztere festzulegen, werden zusdtzliche Anforderungen an Yy ,, gestellt:

e Die Kugelflichenfunktionen sind auf 1 normiert:
2T
L Vim0 07 Vent0.0) 0] sin000 = [ Yoo, Vim0 P2 =1 (B15)
0 0 $2

wobei d2Q) das Raumwinkelelement bezeichnet

e Die relativen Phasen von Kugelflichenfunktionen mit dem gleichen Wert von £ sind so, dass
die Beziehung

ei‘p< g& +1cot9§ )ng( =Vl + 1) —m(m —1) Yym_1(0, ) (B.16)

gilt.
e Y70(0,0) ist reell und positiv.

Die beiden letzten Anforderung entsprechen der Condon—Shortley-Phasenkonvention.

Diese Eigenschaften werden durch die folgenden Funktionen erfiillt: fiir £ =0
1 .
Var

Vio(0,0) =/ o 3 os (B.17b)
4
3 +i
Yi+1( =F sin f e™'%; (B.17c¢)
8

47 Anstatt Yy .m (0, ) findet man auch die Schreibweise Yz ., (£2).

Yoo(0,¢) = (B.17a)

fir¢{=1
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fiir £ =2
5 2
Y20(0,¢) = E(S cos“ 0 — 1) (B.17d)
5 . +i
Yo +1(0,¢) = ¥4/ c—sinfcosfe™¥ (B.17e)
s
15 . 9, 4o
Yo 12(6,¢) = 39, Sin 0 e 1%, (B.17f)
™
usw. Allgemeiner gilt
B m 204+ 1 (0 —m)! i

wobei die Funktionen Py, im Abschn. [B.3.2] unten definiert und weiter diskutiert werden.

B.3.1b Einige Eigenschaften der Kugelflachenfunktionen
Jetzt werden ein paar wichtige Eigenschaften der Kugelflichenfunktionen {Y7,,} ohne Beweis
aufgelistet.

Kugelfliichenfunktionen als orthonormierte Hilbert-Basis von L?($?)
Die Kugelflichenfunktionen Y} ,,, sind nicht nur auf 1 normiert, sie sind auch orthogonal zu ein-
ander:

[ Yot (6,60 Yo (6,6) 2 = G (B.19)
SQ

Die Kugelflachenfunktionen bilden einen vollsténdigen Satz von quadratintegrablen Funktionen
auf $2:

0 L ;o ;o
3 3 Vil o) Vim(0,9) = SN I s ). mao)
=0 m=—/

Aus den beiden letzteren Eigenschaften folgt, dass sich jede quadratintegrable Funktion f auf
$2 als Summe

00 4
f(g’ 4,0) = Z Z af,m}/é,m(a SO) (B21a)

{=0 m=—/4
von Kugelflichenfunktionen schreiben lisst, wobei die Koeffizienten ay ,, eindeutig durch

af,m—/ Yv@,m(&@)
g2

*

f(0,¢)d*Q (B.21b)

gegeben sind.

Paritat
Unter der gleichzeitigen Transformation (6, ¢) — (7 — 6, ¢ + 7), entsprechend dem Winkelanteil
der Raumspiegelung ¥ — —7, hat die Kugelflaichenfunktion Y} ,, die Paritét (—1)%

Yom(m = 0,0+ 7) = (=1) Yo (0, 0). (B.22)

Rekursionsrelation
Kugelflachenfunktion mit unterschiedlichen Werten von ¢ geniigen der Beziehung

}/Z,m(ev 90) cosf = \/<€ 1t m)(g 1o m) va-&-l,m(ea QD) + \/ (g ha m)(g — m) va—l,m(ea 90) (B23)

(20+3)(20 + 1) (20+1)(20— 1)

Die Gleichung gilt auch im Fall m = £/¢: dann ist der Term unter der Wurzel im zweiten Summanden
automatisch Null, so dass die Frage der Bedeutung von Y;_1 4/ keine Rolle spielt.
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B.3.2 Legendre-Polynome

B.3.2a Legendre-Polynome
Die Legendrd ™)} Polynome Py, (x) mit n € IN sind Losungen fiir # € [—1,1] der gewShnlichen
Differentialgleichung (Legendre-Differentialgleichung)

(1 —2%)y"(z) — 22y (z) + n(n + 1)y(x) =0 (B.24)
mit der zusétzlichen (Normierungs-)Bedingung y(1) = 1.

Bei gegebener n € R hat diese Differentialgleichung zwei linear unabhéngige Losungen, die im
Allgemeinen singulér in x = —1 oder z = 1 sind. Nur im Fall n € IN gibt es eine einzige Losung
P, mit P,(1) =1, die auch in 2 = —1 regulér ist.

Fiir diese Losungen gilt die Rodrigues-Formel

1 4"

Pol®) = o o

[(1—2*"] VnelN (B.25)

Mithilfe dieser Formel kann man die ersten Legendre-Polynome berechnen:

Po(z) =1
Pi(z)==x
322 — 1
Py(z) = —5
X (B.26)
5x° — 3x
Py(a) = 2
35zt — 3022 + 3
Py(x) = 5 e
Allgemeiner findet man rekursiv, dass P, ein Polynom vom Grad n ist, das im Intervall | — 1,1]
genau n Nullstellen hat.
Weitere niitzliche Eigenschaften der Legendre-Polynome sind die Rekursionsforme
(n+1)Pyy1(x) = 2n+ 1)aP,y(x) —nPp_1(z) firnelN (B.27)
und die Orthogonalitétsrelation
! 26mn
71Pm(a:)Pn(a:) dz = 1 (B.28)

Hier bezieht sich die Orthogonalitdt auf das herkdmmliche Skalarprodukt von (reellen) quadrat-
integrablen Funktionen auf dem Intervall [—1,1].
Aus der Rodrigues-Formel (B.25) folgt sofort die Paritéat der Legendre-Polynome:

Po(—) = (—1)" Py (). (B.29)
%) Diese Formel lisst sich auch in der Form
n+1 n
Py () = T_HPM-I(??) + ot 1Pn—1(33)a

dhnlich der Gl. (B4d) mit o, = (n + 1)/(2n + 1), Bn = 0 und v = n/(2n + 1) = an_1||Pull32/||Pa-1]|32
schreiben, wobei in der letzteren Gleichung die aus Gl. (B.28)) folgenden quadrierten L?([—1,1])-Normen der
Legendre-Polynome benutzt wurden.

(@) A M. LEGENDRE, 1752-1833
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In den physikalischen Anwendungen werden die Legendre-Polynome meistens mit dem Argument
x = cosf benutzt, wobei § € [0, 7] einen Winkel — meistens den Polarwinkel des Kugelkoordina-
tensystems — bezeichnet. Ausgedriickt durch 6 wird die Legendre-Differentialgleichung (B.24]) zu

y"(0) + cot 0y (0) + n(n + 1)y(d) = 0. (B.30)

Dann lautet die Rodrigues-Formel
1 dr

P, (cosf) = mm[(sin@)%] (B.31)

Schlieflich wird die Orthogonalitétsrelation (B.28]) zu

20mn
on+1°

/ P, (cos8) P, (cosf) sinfdf = (B.32)
0

B.3.2b Zugeordnete Legendre-Polynome

Die sogenannten zugeordneten Legendre-Polynome Py, (x), die eigentlich nicht immer Polynome
sind, sind Losungen fir x € [—1, 1] der verallgemeinerten Legendre-Differentialgleichung

2

m
1— 22

(1—22)y"(x) — 229/ (x) + |0(£+1) — y(x) = 0. (B.33)

Genauer ist Py, eine nicht-singuldre Losung dieser Differentialgleichung, die nur fiir £ € IN und
me{—¢,—(+1,...,0,1,...,¢} existiert.

Offensichtlich ergibt sich fiir m = 0 und beliebige £ € IN das Legendre-Polynom F;:

Ppo(z) = P(x) VL eN. (B.34)
Fiir m > 0 kann Py, durch sukzessive Ableitungen von P, abgeleitet werden:
dm
Pyo() = (1 = 2%)™/2 d—mPg(x) fir £eIN, me{0,1,...,¢}. (B.35a)
x
Unter Nutzung der Rodrigues-Formel (B.25) fiir das Legendre-Polynom P, ergibt sich
d€+m
— 2\m/2 2\ ¢ ..
Prm () = o (1 = 2%) / ppmaeT [(1-2%)f] fir £eN, me{0,1,...,0}. (B.35h)
Fiir m < 0 wird Py, durch die Beziechung
(L4 m)!
P (x)=(-1D)"—P_,, B.36
bon(w) = (<1 Pe (o) (5.36)

definiert.
Die ersten zugeordneten mit ¢ < 2 und m # 0 lauten

PLl(.’IJ) =V 1-— .’L'2 = —2P1,_1(.CE) (B37a)

Pyi(x) =321 —22 = —6P_1(z) , Pao(z)=3(1—2%) =24P, (). (B.37D)
Dazu findet man noch
Pyy(z) = (20— )1 — 22)*/2, (B.37¢)
wobei die Doppelfakultit (2¢ — 1)!! das Produkt aller ungeraden Zahlen kleiner gleich 2¢ — 1 ist:
(20)!

(20 -1l =(20-1)(20 ~3)--3-1= 7.

(59 Genauer definieren diese Formeln Py, weil die Differentialgleichung invariant unter der Substitution m — —m
ist, und somit den Unterschied zwischen positiven und negativen Werten von m nicht erlaubt.



B.4

B.4 Laguerre-Polynome 153

Allgemeiner wird Py, mit gerader m ein Polynom vom Grad ¢ sein, wiahrend Py, (x) im Fall einer
ungeraden m das Produkt aus v/1 — 22 mit einer Polynomfunktion vom Grad ¢ — 1 ist.

Die zugeordneten Legendre-Polynome erfiillen verschiedene Orthogonalitétsrelationen, fiir Funk-
tionen mit gleicher ¢ oder mit gleicher m. Die letztere lautet

1 2(54@/ (E—i—m)'
P, Py = -— B.
/_1 0. (@) Py () dz 20+ 1= m)’ (B.38)

entsprechend einer Verallgemeinerung der Beziehung (B.28)) fiir Legendre-Polynome.

Wenn man die Substitution & = cos € macht, wird die verallgemeinerte Legendre-Differential-
gleichung zu

2
y"(0) + cot 0y (0) + [E(ﬁ +1)— - 9} y(0) = 0. (B.39)
Dann lauten die zugeordneten Legendre-Polynome mit nicht-negativer m
dm
Py (cost) = (Siﬂ@)md(coT)mPg(cos 0) fir teIN, me{0,1,...,¢}, (B.40)

woraus sich die Funktion mit negativer m mithilfe der Beziehung (B.36|) ableiten lassen.
Schlieflich lautet die Orthogonalitdtsrelation bei fester m

/ Py (cos8) Py, (cos0) sinfdf = ——— (B.41)
0

Laguerre-Polynome

B.4.1 Laguerre-Polynome

Die Laguerre-Polynome L, (x) mit n € IN sind die reguliren Losungen fiir x € R* der gewdhn-

lichen Differentialgleichung
zy’ () + (1 - 2)y () + ny(z) =0 (B.42)

mit der zusitzlichen Bedingung, dass das Integral von e~ [L,,()]? iiber R* gleich 1 ist.
Fiir diese Losungen gilt die Rodrigues-Formel
e d"

Ln(z) = n! dzn

(z"e™®) VneN. (B.43)

Anhand dieser Formel kann man die ersten Laguerre-Polynome berechnen:
2 B
Lo(x) =1, Li(z)=—2z+1 , La(z)= ?72$+1 , Ls(z) = f€+773x+1. (B.44)
Allgemeiner ist L,, ein Polynom vom Grad n ist, dessen Leitkoeffizient (—1)"/n! betrégt.
Die Laguerre-Polynome kénnen auch ausgehend von Lo mit Hilfe der Rekursionsforme
m+1)Lpti1(z) = 2n+1—2)Lp(x) —nlp_1(z) firn>1 (B.45)

berechnet werden.
Diese Polynome geniigen der Orthogonalititsrelation

/ Ly (x)Ly(x)e™*de = 6y Ym,n € IN, (B.46a)
0

(69 Diese Formel lautet dquivalent @ Ly, (x) = —(n 4 1)Ln11(x) + (2n 4+ 1) Ln(z) — nLy_1(x), d.h. ist der Form (B.4a)
mit ap = —(n+1), fn =2n+ 1 und v = —n = wn-1.
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wobei sich die Orthogonalitit auf das hermitesche Skalarprodukt
o0
/ g(x) f(z)e *dx (B.46b)
0

bezieht.
Schlieflich folgert man aus der Rodrigues-Formel (B.7) die Beziehung

2Ll (z) = nly(z) — nLy—1 (). (B.47)

B.4.2 Zugeordnete Laguerre-Polynome

Die zugeordneten oder verallgemeinerten Laguerre-Polynome LS (x) mit n € IN und o > —1 sind
die reguliren Losungen fiir € RT der gewohnlichen Differentialgleichung

vy (x) + (a+1—-2)y'(z) + ny(x) =0 (B.48)
mit der zusétzlichen Bedingung, dass der Leitkoeffizient von L% immer (—1)"/n! ist. Offensichtlich
ist LY im Fall o gleich dem Laguerre-Polynome L,,.

Fiir diese Losungen gilt die Rodrigues-Formel

’ nle %(xa“‘e_”’) Vn € IN. (B.49)

Ly(z) =

Anhand dieser Formel kann man die ersten verallgemeinerten Laguerre-Polynome berechnen:

2 1 2
Li@) =1, L{@)=—s+a+1, I§(@)="2 —(a+2z+ (‘”)2(“) (B.50a)
3 2 2 1 2
L8(x) = g (a+3)z®  (a+2)(a+3)z N (a+1)(a+2)(a+3) . (B.50b)
6 2 2 6
Allgemeiner ist LS ein Polynom vom Grad n ist.
Die zugeordneten Laguerre-Polynome geniigen der Rekursionsformel
(m+ 1)Ly (v)=2n+14+a—2)Ly(x) — (n+a)ly_q(x) firn>1 (B.51)
und der Orthogonalititsrelation
e T 1
/ L2 (2) L2 (2) e %2 dz — w(smn Vm,n € I, (B.52a)
0 n.
fiir das hermitesche Skalarprodukt
/ g(x)" f(x)e % du. (B.52b)
0

Die Ableitung eines verallgemeinerten Laguerre-Polynoms ergibt bis auf einen trivialen Vorfaktor
ein anderes verallgemeinertes Laguerre-Polynom:

TR _ 1) (B.53)

Schlieflich kénnen die Hermiteschen Polynome durch verallgemeinerte Laguerre-Polynome mit
o= i% ausdriickt werden:

Hop(x) = (—1)" 22" n! L7Y2(2?)  fiir z € RT, (B.54a)

Hopyi(z) = ()" 22 Il L2 (2?)  fiir 2 € RY. (B.54b)
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Gamma-Funktion

Eine oft auftretende spezielle Funktion ist die I'-Funktion, die man durch

[F(w) = / t*“le7tdt VzeR: (B.55)
0

definieren kann Diese Funktion ist unendlich oft differenzierbar mit

) (z) = / (Int)*t"te~tdt Vse N ,VzeRj. (B.56)
0

Eine partielle Integration des Integrals auf der rechten Seite der Definition (B.55)) liefert die
charakteristische Eigenschaft

zl'(z) =T(x+1) VoeRl. (B.57)

Eigentlich kann man die I'-Funktion anhand der Funktionalgleichung definieren: T' ist
die einzige stetige Funktion f : R% — R% mit f(1) = 1, die diese Gleichung erfiillt, und deren
Logarithmus konvex auf R ist, d.h. In f(Az + (1 — A)y) < An f(x) + (1 — X)In f(y) fiir alle
z,y € RY und X € [0,1].

Ausgehend von I'(1) = 1 findet man rekursiv
I'(n)=(m-1)! VYneN", (B.58)

Somit stellt die I'-Funktion eine Fortsetzung der Fakultéit dar.
Die Werte der I'-Funktion fiir reelle Zahlen der Form « = n + % mit n € Z lassen sich auch

beginnend mi

r@) =T (B.59)

mit der Eigenschaft (B.57)) ebenfalls rekursiv berechnen; man findet

1 2n)!
F(n + 2) = 52:21! Vm  firn e N. (B.60)
Schlieflich geniigt die I'-Funktion noch dem Ergénzungssatz
s
I'z)T(1—2) = Ve € R\ Z. B.61
@) —x) = Lo Ve R\ (B.61)
Insbesondere zeigt diese Beziehung, dass die Polen an den Stellen x = —n mit n € IN erster Ordnung

sind, mit dem Residuum (—1)"/n!

Bemerkungen:
* Basierend auf der Funktionalgleichung (B.57) wird noch das PochhammeSymbol als
I'(a +
(a)nEa(a—l—l)(a+2)---(a+n—1):w (B.62)

fira e C\{0,-1,—-2,-3,...} und n € IN definiert.

(Y Durch analytische Fortsetzung definiert man I' auf C \ {0, -1, -2, -3,...}.

(62)Die Substitution ¢ — u? gibt
1 <t .2 T
(=)= —dt:ﬁ/ e 2 du =2,/ =,
(2) 0o Vi 0 2

d.h. macht den Zusammenhang zwischen I'() und dem GauRschen Integral klar.

(291,. A. POCHHAMMER, 1841-1920
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x Die logarithmische Ableitung der I'-Funktion,

I(z)
= B.63
¥(E) = o (5.63)
wird auch Digamma-Funktion oder Psi-Funktion genannt. Fiir n € IN* gilt
n—1
1
=— = B.64
b(n) = -7+ ; - (B.64)

n
1
mit der Eule MascheronKonstante v = h_)m [ g T In n] ~ (,5772156649....
n—oo
k=1

()], BULER, 1707-1783 (%) L. MASCHERONI, 1750-1800
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