Theoretische Physik II 1. Klausur Losungsvorschlag

1. Elektromagnetismus in relativistisch kovarianter Schreibweise (30 P.)

i. Vorbereitung (13 P.)

a) (5 P.) Die Transformation der Raumzeitkoordinaten fiir einen Lorentz-Boost mit konstanter
Geschwindigkeit v entlang der z-Richtung lautet

1

V1—v?2/c2 @

/ vz / / / .
t%t:7<t62>, r—ox =z, y—y=y, z—z2=~—-vt) mity=

~ heifit Lorentz-Faktor.

b) (8 P.) Das Viererpotential ist das Vierervektor mit (kontravarianten) Koordinaten

v () o

wobei ® bzw. A das Skalar- bzw. Vektorpotential des elektromagnetischen Feldes ist.
Der zugehorige Feldstérketensor F'*¥ wird durch

FHY = gr AV — 9V A (3)
definiert. Die 0" sind die partiellen Ableitungen nach den kovarianten Koordinaten x,:
10 0 0 0
80: 008 = ———— 81: 118 = — 82: 228:7 83: 338:7
n 0 Catv n 1 8:51’ n 2 3302’ n 3 81337
wobei der (inverse) metrische Tensor n*¥ durch diag (—1,41,+1,+1) definiert ist.
ii. (17 P.)
a) (8 P.) Dem Viererpotential
0
1.2
—sz°B
() — 2 ¥
)= | 2 ()
0

entsprechen laut Gl. die folgenden Komponenten des Feldstéarketensors:
FO = F1 = 22 = 33 (wie immer);
F'=F®”=F% =0 (5a)
und FO = —F% =0 fiir i = 1,2, 3;
FP?=—F?'=B , FP=F»®=0 (5b)

und noch F3! = F32 = (.
Aus Gl folgt E = 0, wihrend Gl. das magnetische Feld B = B €3 angibt.
b) (3 P.) Die Viererdivergenz des Viererpotentials ist

S 0Ar 1940 9AY  9A%  9A3
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Dies ist gerade die Lorenz-Eichbedingung.
c) (6 P.) Die Koordinatentransformation von B nach B’ ist die gleiche wie in der Frage i., d.h.
ot — ot =AM,k mit

¥y 0 0 —p
: 0 10 0 v 1
L — 1 = _ =
M=l 0 01 o mit 5—0’7—@‘
-8 0 0
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Die Komponenten des Feldstéirketensors in B’ sind dann F*V' = AH ;LA”;F #¥ und die Berechnung
ergibt F1'? = —F 21" — B und alle andere F**" = (. Somit sind die elektrische und magnetische
Felder in B’ die gleiche wie in B.

2. Wellenmechanik (30 P.)

i. Vorbereitung (8 P.)
a) (3 P.) Die zeitabhingige Schrodinger-Wellengleichung ist
8w(t> ?) hQ — — —
o At t

1) = T () + V) ©
wobei 1(t,7) die Wellenfunktion des Teilchens ist. Dabei stellt die rechte Seite die Wirkung des
Hamilton-Operators H auf ¢(¢,7) dar.

b) (3 P.) Die entsprechende stationédre Schrodinger-Gleichung

2
o () + V) = B ®)

ist die Eigenwertgleichung fiir den Hamilton-Operator H. Die Losungen dieser Gleichung, bestehend
aus Eigenwerten F € R und Eigenfunktionen ¢, liefern insbesondere das Energiespektrum — die
moglichen Werte der Energie — des Problems.

c) (2 P.) Wenn ¢g(7) Eigenfunktion von Gl (§) mit Energie E ist, so ist (¢, 7) = ¢p(7) e F/"
Losung der zeitabhidngigen Schrodinger-Gleichung @

ih

ii. Bewegung eines Teilchens in einer Raumdimension (22 P.)

a) (3 P.) Im Fall eines eindimensionalen Problems wird die stationédre Schrodinger-Gleichung
zu

K2 d2¢E(aL‘)
om  dx2 + V(JBWE(iU) EwE(x)7 (9)
hiernach mit dem Potential
0 fir x <0
V(z) = (10)
Vo >0 fir z>0.

Da das letztere nur einen endlichen Sprung in x = 0 hat, werden eine Losung g der Gl @ und
deren Ableitung v, beide stetig in diesem Punkt sein.

b) (9P.) Fall0< E < V.
Die GI. @ mit dem Potential lautet

2 2
%ﬁg@+Emmw=omrz<o, gy%uH%E—%wm@:Oﬁnzza

Mit £ = vV2mE/h und k = /2m(Vy — E)/h lassen sich diese Differentialgleichungen noch in der

Form
B(x) + B Yp(z) =0 fir 2 <0 , ¢hz) —rs*Yp(z) =0 fir >0

schreiben, mit den jeweiligen Losungen
Vp(x) = Ae* + Be ™ fir 2 <0 |, o¢p(x)=Ce ™ +De"™ fir >0

mit komplexen Konstanten A, B, C, D. Dabei muss die letztere Null sein, damit g (z) im Limes
x — +o0o nicht unendlich groft wird. Dementsprechend féllt ¥ fiir * > 0 exponentiell ab, d.h.
YE(xz) o« e ", entsprechend einer nicht-verschwindenden Aufenthaltswahrscheinlichkeit(sdichte)
| (z)|? — obwohl das Teilchen im klassischen Fall gar nicht in diesen Bereich eindringen kann.

Beriicksichtigt man nun die Anschlussbedingungen in x = 0, so ergibt die Stetigkeit von ¥g und
Y jeweils A+ B = C und ikA — ikB = —kC, was auch in der Form des Systems

B-C=-A
kB +ixC = kA
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geschrieben werden kann, dessen Losung
k—i 2kA
ke, o2 2
k+ik

k+ik
ist. Somit gilt insgesamt
: k—ik _, 2A
A<elkm + Tﬂelk‘”> = ——Jkcos(kx) — ksin(kz)] fir <0
Vg (z) = oA k+ik k+ik (11)

e " fur x > 0.

k+ik
c) (10 P.) Fall E > Vj.
Jetzt wird die stationdre Schrédinger-Gleichung nach Umschreibung zu
Vi) + K Yp(r) =0 fir <0 , ¢g@)+k*Yp(@) =0 fir >0
mit k' = \/m /h. Die jeweiligen Losungen sind der Form
Yp(r) = A + Be % fir <0 |, Yp(z)=Ce* T+ De W fir 2 >0

mit (neuen) komplexen Konstanten A, B, C, D. Fiir eine aus x — —oo einlaufende Welle ist D =0
und die Anschlussbedingungen in x = 0 lauten A + B = C und ikA — ikB = ik’C, d.h. noch

B-C=-A
kB + k'C = kA,
_ 1/

_ k=¥, 2k A

= — C:
k+FK ’ k+ K

woraus

folgt:

/
Al etkr 4 ﬂe_ikm fir <0
¢E(x> _ k+ K

2kA Kz g >0

P e ur x > 0.

Der Transmissionskoeffizient T ist das Verhéltnis der quadrierten Amplituden der transmittier-
ten und einlaufenden Wellen:

(12)

|C|? 4k?
T= = . 13
A7~ kP )
Fiir E > Vj, und insbesondere im Limes E — oo, gilt k ~ k' und somit T' ~ 1.
3. Teilchen in einem kugelsymmetrischen Kastenpotential (30 P.)
i. (6 P.) Im Fall ¢ = 0 vereinfacht sich die gegebene Radialgleichung zu
h? a2
—5 13 [PR()] + V(r)R(r) = ER(r).
Fiir den Fall des kugelsymmetrischen Kastenpotentials ergibt dies
R? a2
—%@[TR(T)] = (E + V())R(T) fur T S To
d.h. nach einfacher Umschreibung
d2
— [rR(r)] + K*[rR(r)] =0 (14)

dr?

mit k = /2m(E + V) /h.

Um die Stetigkeit der Wellenfunktion in r = r( sicherzustellen, soll R(ry) = 0 sein. Dazu soll
R(r) regulér in r = 0 sein: lir% |R(r)| < oo.
r—
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ii. (12 P.) Aus Gl folgt, dass die Funktion u(r) = rR(r) fir r < rg die Differentialgleichung
u (r) + k*u(r) = 0 (15)
erfiillt. Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist der Form
u(r) = A'e* 4+ B'e " = Acos(kr) + Bsin(kr)

mit komplexen Konstanten A, B oder aquivalent A’, B’.

Fiir r < 1 gelten cos(kr) ~ 1 und sin(kr) ~ kr. Damit R(r) = u(r)/r regulér in r = 0 bleibt,
darf es keinen Term in cos(kr) in u(r) geben, d.h. A = 0 und wu(r) = Bsin(kr). Dann wird die
Bedingung R(r9) = 0 zu u(rg) = 0, was erfiillt wird, wenn krg ein Vielfaches von = ist:

un(r) = Bsin(k,r) mit k, = T mit n e NN (16)
7o
Der Fall n = 0 fithrt zu u(r) = 0, d.h. zu einer nicht-physikalisch-relevanten Eigenfunktion, und
wird daher nicht weiter berticksichtigt. Wiederum fiihrt eine negative ganze Zahl —n mit n € IN*
zur gleichen Eigenfunktion (bis auf ein Minus-Zeichen) wie n.

iii. (6 P.) Aus dem Ausdruck fiir k, und der Definition von k folgt die Eigenenergie

B2 k2 h272
Eop=—2-Vo=-—-n>—-Vy mitnec. (17)
2m 2m7’%

Wiederum lautet die zugehorige Radialfunktion
Bsin(k,r)

Rn,O (7“) = ,

iv. (6 P.) Die Normierungsbedingung fiir die Eigenfunktion ¢ g (%) = Ry, o(r) Yoo (0, ¢) lautet

[e’e) To
1 _/31¢E(?)12d3*_/|ybo(9,gp)\2smededcp/ R ()22 dr—/ Ry o(r) 22 dr,
R 0 0

wobei R(r) = 0 fiir 7 > ro benutzt wurde. Mit der Form fir R, o(r) ergibt sich

70 BI2 [To B2
1= |B‘2/ sin2(knr) dr = |2|/ [1 — COS(anr)] dr — | ’27“0
0 0

dh. |B| = \/2/70.

4. Addition und Kopplung von Drehimpulsen (25 P.)
i. Vorbereitung (10 P.)

a) (3 P.) Die Komponenten J; eines Drehimpulsoperators J geniigen den Beziehungen

3
(i, Jj) = iheiju s, (19)
j=1

wobeli €5, das total antisymmetrische Levi-Civita-Symbol ist.
b) (7 P.) Wenn J® und J@ die Spin-Operatoren von Teilchen mit den Spins j; und jo sind,
dann sind die Eigenwerte des quadrierten Gesamtspin-Operators (j @4 J (2))2 die Zahlen j(j+1)h?
mit j € {|j1 — j2|, |71 — Je| + 1,..., 71 + j2 — 1,1 + jo}. Der Eigenwert, der der Spinquantenzahl j
entspricht, ist 25 + 1-mal entartet — die zugehorige magnetische Quantenzahl m; darf die Werte
-3, —j+1,...,7—1, j annehmen.

ii. (15 P.) Der Hamilton-Operator

= _%g( F0. 7@ L . 76 4 j@. j(s)) (20)

4
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kann auch in der Form

N q 5 1 5 2 5 3 2 5, 1)1\2 5 2)\2 5 3)\2

H:_ﬁ[(J()JFJ()jLJ())_(J())_(JU)_(J())] (21)
geschrieben werden, wobei JO 4 J@ 4 JG) der Gesamtspin-Operator des Systems ist. Dabei gilt
fir jedes a =1,2,3 R

(JOY = jala + DA = 2071,
5 3 3a0\2

so dass die Aufgabe ist, die Eigenwerte von (J(l) +J@ 4 J(g)) zu bestimmen.

Betrachtet man zuerst J2) = JU 4 J@) 50 sind die mit [j (1+2)] ? assozilerten Quantenzahlen
Ji+2 = 0 (nicht-entartet), j14+2 = 1 (3-mal entartet) und j142 = 2 (5-mal entartet).

Addiert man dann J+2) und J' () 50 hat man die folgenden Moglichkeiten fiir die resultierende
Gesamtspinquantenzahl j:

e fiir ji42 = 0 werden ein Spin 0 und ein Spin 1 addiert, so dass j nur den Wert 1 annehmen
kann, mit Entartungsgrad 3.

e fiir ji12 = 1 werden zwei Spins 1 addiert, so dass j die Werte 0 (nicht-entartet), j = 1 (3-mal
entartet) und j = 2 (5-mal entartet) annehmen kann.

e fiir j141o = 2 werden ein Spin 2 und ein Spin 1 addiert, so dass j die Werte 1 (3-mal entartet),
j = 2 (5-mal entartet) und j = 3 (7-mal entartet) annehmen kann.

Anders gesagt kommen die Werte j € {0, 1,2, 3}, entsprechend jeweils einer Energie

213G+ Dh? = 6n?] = —g[3(G +1) — 6]

Ej =—
mit folgenden Entartungsgraden vor:
e j = 0: nicht-entartet; Energie Fy = 6g;
e j = 1: 9-mal entartet; Energie 1 = 4g;
e j = 2: 10-mal entartet; Energie Ey = 0;

e j = 3: 7-mal entartet; Energie F3 = —6g.

9. Harmonische Oszillatoren und Stérungsrechnung (25 P.)

i. Eindimensionaler harmonischer Oszillator V(%) = £mw?#? (10 P.)

a) (2 P.) Der Kommutator der zugehérigen Ab- und Aufsteigeoperatoren a, af ist
[a,a'] = 1. (22)

b) (4 P.) Wenn {|n)},en die Basis der Energie-Eigenzustidnde bezeichnet, gelten

aln) =+vnln—1) und a'jn) =vn+1|n+1). (23)

h
4P.) Ausz = a+al) folgt
c) ( ) Aus & mw(a—i—a) olg
h
2= (@t ah? = S [a> +aa’ +a'a+ (a7)?] = D [a* +aa’ —a'a +2a'a + (ah)?).
Unter Nutzung des Kommutators (22]) lautet dies noch
h R
22 -2 Afa a2
= 1+2 .
By 2mw[a+ +2a'a + (a)?]
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Wenn man das diagonale Matrixelement (n|22|n) berechnet, werden die Terme in a2 und (a)?
nicht beitragen:

h

(]2 |n) = 5 ((n[f ) + 2(nlalalm) = 51— (1 +2m),
d.h. noch " .
<n|:/%2|n>:mw<n+2>. (24)

ii. (15 P.) System aus zwei identischen eindimensionalen harmonischen Oszillatoren
a) (7 P.) Der Hamilton-Operator
52 52
g P Py L oo 1o
Hy = 2rln + ﬁ + §mw2$% + §mw2x% (25)

beschreibt zwei unabhéngige eindimensionale harmonische Oszillatoren. Dabei sind die Energie-
niveaus jedes einzelnen Oszillators der Form (n; + %)ﬁw mit n; € IN und nicht entartet.
Daher sind die Energieeigenwerte fiir das System aus zwei Oszillatoren der Form

Enin, = (n1 4+ n2+ 1)hw mit ny,ne € IN. (26a)

Diese Energien lassen sich auch in der Form
E,=(n+1)hw mitnelN (26b)

schreiben, wobei das n-te Energieniveau genau n + 1-mal entartet ist: bei gegebener n = n; + no
kann n; jeden Wert n; € {0,1,...,n} annehmen, was no automatisch festlegt. Insbesondere ist nur
der Grundzustand (n = 0) nicht entartet.

b) (8 P.) Unter dem Einfluss der Storung W = A\#?#2 wird die Energie des Grundzustands |0)
zur ersten Ordnung um

AFE = (0|W]0)
verschoben. Dabei entspricht der Grundzustand |0) des Systems aus zwei Oszillatoren dem Produkt
|0)1 ® |0)2 = |01) ® |02) der Grundzusténde der einzelnen Oszillatoren — n = ny + ny = 0 fiir

n1 = no = 0. Daher gilt
(0[W10) = X(0]&723|0) = A(01|#7]01) (02| &7 [02).
Unter Nutzung des Ergebnisses aus i.c) gilt (0;]|22|0;) = h/2mw, woraus
h2
AE =)\—— 2
)\4m2w2 (27)

folgt.



