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Laguerre-Polynome

B.4.1 Laguerre-Polynome

Die Laguerre-Polynome Ly (x) mit n € IN sind die reguliren Losungen fiir x € RT der gewhn-

lichen Differentialgleichung
zy'(2) + (1 - 2)y () + ny(z) =0 (B.42)

mit der zusitzlichen Bedingung, dass das Integral von e~ [L,(x)]? iiber RT gleich 1 ist.

Fiir diese Losungen gilt die Rodrigues-Formel

e® d"

L,(x) = e (z"e™®) VneN. (B.43)

Anhand dieser Formel kann man die ersten Laguerre-Polynome berechnen:

2 x> 322

x
Lo(z)=1 , Li(x)=—-xz+1 , Lg(aj):?—Qx—&—l , L3($):—€+7—3x+1- (B.44)

Allgemeiner ist L,, ein Polynom vom Grad n ist, dessen Leitkoeffizient (—1)"/n! betrégt.
Die Laguerre-Polynome kénnen auch ausgehend von Lo mit Hilfe der Rekursionsformel *”)
(n+1)Lpt1(z) = 2n+1—2)Lp(x) —nlp_1(x) firn>1 (B.45)

berechnet werden.
Diese Polynome gentigen der Orthogonalititsrelation

/ Liyp(z)Ly(x)e *de = 6y, Ymy,n € IN, (B.464)
0
wobei sich die Orthogonalitédt auf das hermitesche Skalarprodukt
/ g(x) f(z)e " dx (B.46b)
0

bezieht.
Schlieflich folgert man aus der Rodrigues-Formel (B.7) die Beziehung

zL) (z) = nL,(z) — nL,_1(z). (B.47)

B.4.2 Zugeordnete Laguerre-Polynome

Die zugeordneten oder verallgemeinerten Laguerre-Polynome LS (x) mit n € IN und o > —1 sind
die reguliren Losungen fiir € RT der gewohnlichen Differentialgleichung

2y (z) + (a + 1 —2)y'(x) + ny(z) =0 (B.48)
mit der zusétzlichen Bedingung, dass der Leitkoeffizient von L$ immer (—1)"/n! ist. Offensichtlich
ist LY im Fall o gleich dem Laguerre-Polynome Lj,.

Fiir diese Losungen gilt die Rodrigues-Formel

%% d"

Ol

Ly(z) = ") VnelN. (B.49)

Anhand dieser Formel kann man die ersten verallgemeinerten Laguerre-Polynome berechnen:

(4T Diese Formel lautet dquivalent zLn(z) = —(n 4+ 1)Lpi1(z) + (2n 4 1)Ly, () — nL,_1(z), d.h. ist der Form (B.4a)
mit ap = —(n+1), fn=2n+1und v = —n = n—1.
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Allgemeiner ist L{ ein Polynom vom Grad n ist.

Die zugeordneten Laguerre-Polynome geniigen der Rekursionsformel
(n+1)Ly(v)=2n+14+a—x)Ly(x) — (n+a)ly_(x) firn>1
und der Orthogonalititsrelation

o° r 1
/ L% () L2 (z) e %2 dz = Mlat+tn+1)
0

S0 Ymn €N,

fiir das hermitesche Skalarprodukt

/O " (@) f(2) a2t da

(B.50a)

(B.50b)

(B.51)

(B.52a)

(B.52b)

Die Ableitung eines verallgemeinerten Laguerre-Polynoms ergibt bis auf einen trivialen Vorfaktor

ein anderes verallgemeinertes Laguerre-Polynom:

dFLe ()

= (L)

(B.53)

Schliefslich kdnnen die Hermiteschen Polynome durch verallgemeinerte Laguerre-Polynome mit

a = :I:% ausdriickt werden:
Hop(z) = (—1)" 27  L7YV2(2?)  fiir 2 € RY,

Hopi1(z) = (1) 22"l 2 LV/2(2?)  fir 2 € RT.

(B.54a)

(B.54b)



