68 Wellenmechanik in einer Raumdimension

IV.2.2 Algebraische L6sung

Dem Potential (IV.31) entspricht der Hamilton-Operator

N A TN
H = o + g MW 2. (IV.46)
Ausgehend von dieser Form und vom fundamentalen Kommutator [Z,p] = ikl kann man die

Energieniveaus F,, d.h. die Eigenwerte von H , und die zugehorigen Eigenvektoren bestimmen.

1V.2.2 a Leiteroperatoren

Um das Problem zu umformulieren, fithrt man die (dimensionlosen) Operatoren

mw i
a=4/—a+ D IV .47a
\ 25 — ( )

und sein hermitesch Konjugierte

4 [mw i R I
a' =4/ —z — V.47b
2h 2mhwp ( )

ein. Aus Griinden, die spéter erklart werden, heifsen diese Operatoren kollektiv Leiteroperatoren.
Bemerkung: Offensichtlich sind @ und &' nicht hermitesch, d.h. sie sind nicht Observablen.

Die Definitionen (IV.47) kénnen invertiert werden, um 2 und p durch @ und a' auszudriicken:

S A /\T

& Fw— (a+a"), (IV.48a)
o — al

p= —msw ¢ ia . (IV.48b)

Fiir spater wird es niitzlich sein, die Vertauschungsrelationen der Operatoren (IV.47) zu kennen.
Natiirlich gilt einerseits

[4,a] = [a',a] =0 (IV.49a)

wobei 0 den Null-Operator bezeichnet. Dann findet man
[6,a1] = 1. (IV.49b)

Unter Nutzung der Linearitit des Kommutators kommt mit den Definitionen von a und af

a,al) = |/ 2+ ———p, [P - g =~ L g+ o [p,3] = —[3, .
’ 2h 2mhw ’ 2h 2mhw 2" 27 7

Der fundamentale Kommutator [z, p] = ih1 ¢ liefert das gesuchte Ergebnis. O

IV.2.2 b Der Operator N
Ausgedriickt durch die Operatoren @ und &' nimmt der Hamilton-Operator (IV.46) die einfache
Form

" 1.
H= m(&*a s 5]1%&) (IV.50)
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an. Dies ldsst sich noch als )
H= m(N + 2]@) (IV.51)

schreiben, wobei der Operator N geméfs

N =ala (IV.52)

definiert ist. Da (afa)" = af(af)t = afa ist N hermitesch, so dass dessen Eigenwerte reell sind. Bevor
wir diese Eigenwerte suchen, konnen wir noch die Kommutatoren

[N,d] = —a (IV.53a)
und
[N,a'] = al (IV.53b)
bestimmen.
Es gelten ndmlich einerseits
[N,a] = Na —aN = (ata)a —a(ata) = (afa)a — (aah)a = —[a,ala,

woraus Gl. (IV.53a) unter Nutzung der Vertauschungsrelation (IV.49b) folgt, und andererseits

[N,a'] = Naf —a'N = (afa)a’ — af(afa) = af(afa) — af(afa) = atla, af),
was den Kommutator (IV.53b) ergibt. a

1V.2.2 c Bestimmung der Eigenelemente des Hamilton-Operators
Da die Operatoren N und H offensichtlich miteinander kommutieren, s. Gl. (IV.51) haben sie

die gleichen Eigenvektoren. Sei |\) ein solcher Eigenvektor, Eigenket von N mit dem Eigenwert A
N = AN, (IV.54)

und demzufolge Eigenket von H mit dem Eigenwert hw(X + %)
- 1
HI\) = ()\ + 2>hw|)\>. (IV.55)

Da N hermitesch ist, ist A reell. Dazu kann man zeigen, dass es nicht-negativ sein muss. Berechnet
namlich das Matrixelement (A| N |A), so gilt einerseits

AINIX) = AA[A) = A,
und andererseits, unter Nutzung der Definition des Operators N

AN = (Alafalx) = [aln]? = o,

wobei ||@|A)| die Norm von @|A) bezeichnet. Aus beiden Gleichungen folgt, dass A nicht-negativ ist.

Genauer gilt
A>0 oder A=0 und alA) =|9). (IV.56)

Als néchstes kann man die Wirkung von N auf den Vektor @|\) berechnen:
Na|\) = ([N, a] +aN)[\).

Aus dem Kommutator (IV.53a) folgt [N,a]|\) = —a|\), wihrend Gl (IV.54) zu aN|A\) = Aa|\)
fiihrt. Daher gilt R

NalX) = (A =1)a|\), (IV.57a)
d.h. a|)) ist Eigenvektor von N mit dem Eigenwert A — 1, sofern @|A) nicht der Nullvektor |@) ist.
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Rekursiv findet man(20)

Nak|A) = (A —k)a*|\) VEk e NN, (IV.57b)

d.h. @*|)\) ist Eigenvektor von N mit dem Eigenwert A — k, vorausgesetzt a*|\) # |2).

Nun darf A — & nicht fiir alle Werte von k € IN Eigenwert sein: irgendwann wird A — k negativ,
im Widerspruch zur gefundenen Nicht-Negativitdt der Eigenwerte. Daher muss A eine natiirliche
Zahl n sein:

N|X) = A|N) = A=nelN.

Dann gilt A — n = 0, d.h. a"|A = n) ist Eigenket von N mit dem Eigenwert 0. Dies entspricht
dem zweiten Fall in Gl. (IV.56), so dass aa"|A=n) = a""*|A=n) der Nullvektor ist. Allgemeiner
definieren die a"**|\=n) mit & € IN* keinen neuen Eigenvektor, weil sie alle gleich |@) sind.

Betrachte man jetzt Nat|\), so gilt
NaT|A) = [N,a']|\) +alN|A) = af|x) + Aaf|n),
d.h. )
Na'|\) = (A + Da'|\), (IV.58a)

was bedeutet, dass af|\) Eigenvektor von N mit dem Eigenwert A + 1 ist. Wiederum wird (af)2|\)
Eigenvektor mit dem Figenwert A + 2 sein, und allgemeiner

N@H*IA) = A+ E)(@hH¥|\) vk e NN. (IV.58b)

Da A eine natiirliche Zahl n ist, werden alle n+ k Eigenwerte von N sein. Somit sind die Eigenwerte
von N genau die natiirlichen Zahlen n € IN. Die zugehérigen auf 1 normierten Eigenkets(?!) werden
ab jetzt mit {|n)} bezeichnet:

[ N|n) =n|n) mit neN. ] (IV.59a)

Laut Gl (IV.55) sind das auch die Eigenvektoren des Hamilton-Operators H

[lﬁl|n> = (n—l— ;)hw|n> = Ep|n) mit neNN. (IV.59b)

Nattirlich findet man die gleichen Energie-Eigenwerte (IV.37a) wie in der analytischen Methode.

Insbesondere existiert ein Eigenvektor |0) zum Eigenwert 0: N|0) = 0]0) = |@), der laut
Gl. (IV.56) auch dadurch charakterisiert ist, dass er im Kern des Operators a ist:

a0y = |). (IV.60)

Laut GL (IV.59b) ist |0) der Eigenvektor von H mit der kleinsten Energie Ey = Thw: |0) ist der
Grundzustand des harmonischen Oszillators.

Bemerkung: Der Grundzustand |0) und der Null-Vektor |@) miissen nicht verwechselt werden! Der
erstere ist auf 1 normiert, (0]0) = 1, der andere ist der einzige Vektor mit verschwindender Norm,
(@|2) =0.

Laut Gl (IV.58b) mit A = 0 und k = n ist (af)™|0) Eigenvektor von N mit dem Eigenwert n,
d.h. proportional zu |n):

In) = Cp(a")™|0) mit C,eR*, neN

COMit NaF+t(\) = (Na)a®|\) = (aN + [N,a])a"|\) = [(A = k)a — a]a®|\) = (A — k — 1)a" | \).
(21 die wie immer nur bis auf einen Phasenfaktor '’ eindeutig sind.
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mit offensichtlich Cy = 1 fiir den Fall n = 0. Daraus folgt sofort

In) = Cpal(ah)" 10) = CC” a'ln—1) fiir n € IN*.

n—1
Da |n) und |n — 1) definitionsgeméfs auf 1 normiert sind, gilt

Chn
Cn— 1

2
(n—1laa’|n — 1).

1:mm:’

Unter Nutzung von aa' = afa + [a,a] = N + 1, kommt
(n—1laa'n—1)=m—-1|Nn—1)+n—-1{lgln—1)=[n-1)+1n—-1n—-1)=n

und daher )
Chn ‘Cn—l ’
n & Cnl = .
Ch-1 |Gl 4D

Daraus folgt rekursiv |Cp,| = |Co|/v/n! = 1/v/n!. Indem man C,, reell positiv wihlt, gilt schlieflich
[ [n) =

a'ln) =vn+1ln+1) VnelN (IV.62a)

1:mm:’

21~

(@""|0). ] (IV.61)

Aus dieser Formel folgert man sofort

und, unter Nutzung der Vertauschungsrelation (IV.49b)

aln) = vnln—1) Vne N*. (IV.62b)

Mit aat = N + 1 (s. oben) gilt
1 ~t\yn—1
aln) = ——aat )

v /(n—1)!

Da der Operator a' bzw. @ aus dem n-ten auf das (n 4 1)-te bzw. (n — 1)-te Energieniveau fiihrt,
wird at Aufsteige- oder Erzeugungsoperator und al Absteige- oder Vernichtungsoperator genannt.22)
Die Eigenschaften (IV.62) rechtfertigen auch die gemeinsame Bezeichnung Leiteroperatoren, wenn
man sich die sukzessiven dquidistanten Energieniveaus als Leiterstufen vorstellt.

|o>:%(Njuﬂﬂ)m—n:%(n—1+1)|n—1>:ﬂ|n—1>. 0

1V.2.2 d Wellenfunktionen in Ortsdarstellun

Schlieflich kann man anhand der Ergebnisse des letzten Paragraphen die Wellenfunktionen in
Ortsdarstellung (IV.37b) wieder finden.

Dafiir kann man zuerst in der charakteristischen Eigenschaft (IV.60) des Grundzustands den
Absteigeoperator a durch die Orts- und Impulsoperatoren ausdriicken:

(@i+ 2;7%13) 0) = |2), (IV.63)

wobei die Definition (IV.47a) benutzt wurde. Das Produkt mit (z| liefert dann unter Berticksichti-
gung der Korrespondenzen (I11.13) und (II1.16) die zugehorige Ortsdarstellung

i

mw
o () + —— —
oh Yo () TR

(—ihi)%(z) —0 mit ole) = (z]0).

22vgl. auch die Operatoren St und S~ des Spin—%—Systems im § I1.3.2e.
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Nach trivialer Umschreibung ergibt sich

dwo(m)
dx

+ %xwo(m) =0, (IV.64)

d.h. eine Differentialgleichung erster Ordnung mit allgemeiner Losung C e~mw=%/2h it ¢ € C. Die
(bis auf einen Phasenfaktor) einzige Losung, deren Betragsquadrat auf 1 normiert ist, ist

1/4
mw —mwx
Yolz) = (m) e mwa?/2h, (IV.65)
Diese Funktion stimmt mit der Wellenfunktion iiberein, die sich aus Gl. (IV.37b) im Fall n = 0
ergibt.

Bemerkung: Eigentlich zeigt Gl. (IV.64) zwei Sachen, die in der Herleitung des § IV.2.2 ¢ stillschwei-
gend angenommen wurden. Erstens ewxistiert 1o(z) und damit der Grundzustand |0). Zweitens ist
to(z) und damit |0) ,eindeutig* festgelegt, d.h. das niedrigste Energieniveau ist nicht entartet.

Ausgehend von 1y kann man die Wellenfunktionen in Ortsdarstellung der héheren Energienive-
aus bestimmen. Die Beziehung (IV.61) zwischen |n) und |0) kann némlich noch in der Form

In) 1 ( mw . i A>n|0>
n) = — —_—r — —
vn! 2h 2mhwp

umgeschrieben werden, d.h. in Ortsdarstellung mit ¢, (z) = (z|n)

(@) = \/% (@x - \/E L)nwo(a:) fir n e N (IV.66)

Man kann priifen, dass diese Formel genau das gleiche wie Gl. (IV.37b) ergibt.



