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112 Spezielle Funktionen und orthogonale Polynome

Hermitesche Polynome

B.2.1 Definition

Die Hermiteschen Polynome Hy(x) mit n € IN sind Losungen fiir z € R der gewthnlichen
Differentialgleichung ( Hermite-Differentialgleichung)

y'(x) = 22y (z) + 2ny(z) =0 (B.6)

mit der zusétzlichen Bedingung, dass das Produkt y(z) e=o/2 quadratintegrabel sein muss.
Fiir diese Losungen gilt die Rodrigues®)-Formel
o

Hy(x)=(-1)"e o

(e_r2) Vn € IN. (B.7)

Mithilfe dieser Formel kann man die ersten Hermiteschen Polynome berechnen:
Ho(z)=1 , Hy(z)=2x , Hy(z)=42®>-2 , Hs(z)=82>—-122z , ... (B.8)

Allgemeiner findet man rekursiv, dass H, ein Polynom vom Grad n ist, wobei der Koeffizient von
a™ (,Leitkoeflizient*) 2" betragt.

B.2.2 Einige Eigenschaften der Hermiteschen Polynome

Ausgehend von Hy und H; kann man anhand der Rekursionsformel (42)
Hyi1(z) =22Hpy(z) — 2nH,—1(x) firn>1 (B.9)

die sukzessiven Hermiteschen Polynome zu berechnen.
Diese Polynome gentigen der Orthogonalitdtsrelation

/ Hy,(x)Hy,(x) e dz = 2"nl\/A0mn Vm,n €N, (B.10a)
—0o0
wobei sich die Orthogonalitit auf das hermitesche(!) Skalarprodukt

/ g(x)* f(x) e dx (B.10b)

bezieht. Deshalb bilden die Familie von orthogonalen Polynomen.

Genauer bilden die Hermiteschen Polynome eine Orthogonalbasis der Funktionen f auf R, deren
Produkt mit e~%/2 quadratintegrabel ist, d.h.

/ |f(x)|26_$2dx < 0.
Insbesondere ist die Familie { H,,(z)} vollstindig.
Aus der Rodrigues-Formel (B.7) folgen sofort die Paritdt der Hermiteschen Polynome:
Hp(—z) = (—1)"Hn (), (B.11)
und die Beziehung
H/ (z) = 2nH,_1(x), (B.12)

entsprechend bis auf einen Faktor 2, der sich in der Normierung der Polynome absorbieren lésst,
der Definition einer Appell®®) Folge von Polynomen.

(42)Diese Formel lautet aquivalent zH, (z) = %HnH(x) +nH,_1(z), d.h. ist der Form (B.4a) mit a,, = %, B =0 und

Yo =N = %(271), wobei 2n laut Gl. (B.10a) das Verhéltnis der quadrierten Norme von H, und H,_1 ist.
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