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Im Fall eines zeitunabhéngigen Hamilton-Operators H ist die Schrodinger-Gleichung (I11.39) eine
lineare Differentialgleichung erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Die Losung zu dieser
Gleichung, die die Anfangsbedingung (11.32) erfiillt, ist

A~

U(t,tg) = exp [—;(t - to)f[] . (I1.41)

Beweis: Taylor-Reihenentwicklung des Exponentials.

A~

Falls H(t) explizit von der Zeit abhéngt... spater!

Ab jetzt ist, wenn nicht anders gesagt wird, der Hamilton-Operator automatisch zeitunabhéngig.

11.4.2 d Schrodinger-Gleichung in der Energiebasis

Die Zeitentwicklung eines Zustandsvektors |¢(¢)) nimmt eine relativ einfache Form an, wenn
14(t)) auf der Basis der Eigenvektoren {|¢,)} zum Hamilton-Operator H zerlegt.

Diese sog. Energiebasis und die zugehorigen (moglicherweise entarteten) Eigenwerte { £, } erge-
ben sich, indem man die Eigenwertgleichung

16n) = Erlon) | (1L.42)

16st, die oft als stationdre Schridinger-Gleichung bezeichnet wird.

Sei angenommen, dass die Eigenvektoren {|¢,)} und Eigenwerte {E,,} bekannt sind. Dank der
Zeitunabhéngigkeit von H sind diese Eigenelemente auch zeitunabhéngig. Dann kann man einen
Zustandsvektor [1(t)) als

[Y(t)) = Z |6 ) (Dn [9(2)) = Z cn(t)|pn) mit  cu(t) = (dn]¥(1)) (II.43a)

schreiben. Insbesondere gilt zur Zeit ¢

[(t0)) = Y ealto)|dn) mit cu(to) = (dn]v(to)). (I1.43Db)

n

Das Einsetzen des Ansatzes (I1.43a) in die Schrédinger-Gleichung (I1.40) gibt
ihzén(t)‘¢n> = Z cn(t)f{’@t) = ch(t)En’¢n>a

wobei die iibliche Notation ¢é,(t) = de,(t)/dt eingefithrt wurde. Das Skalarprodukt aus dem Bra
(¢m| und dieser Gleichung lautet

ihz Cn(t)<¢m | ¢n> = Z cn(t)En <¢m ‘ ¢n>a

was dank der Orthonormalitétsbedingung (¢, |¢n) = Iy fiir die Eigenvektoren zum hermiteschen
Operator H zu

1hén, (t) = Epen(t) (I1.44)

fiir jeden Koeffizienten ¢y, fiihrt. Die Losung dieser linearen Differentialgleichung mit der Anfangs-
bedingung ¢, (tp) ist einfach

Cm(t) = e (to) e {10 Em/h (I1.45)
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woraus die Zeitabhéngigkeit des Zustandsvektors [i(t)) folgt

1)) = cml(to) e B/, (I1.46)

m

Dabei merkt man, dass der Betrag |c,(t)| zeitunabhéngig ist:

ea®)] = lealto)] V.

Laut dem Postulat (I1.9) bedeutet dieses Resultat, dass die Wahrscheinlichkeit, in einer Messung
der Observablen H am Zustand |1) den Eigenwert E,, zu messen, nicht von der Zeit abhéngt.

Schreibt man jetzt ¢y (t0)|¢m) = (dm |9V (t0))|dm) = |Pm){(¢m |1 (o)) und interpretiert man
dabei das Produkt aus Ket und Bra als der Projektor auf |¢,), so lautet Gl. (I1.46) noch

() = (Ze—i<t—t°>Em/ﬁ|¢m><¢mr> (ko).

m

Aus dem Vergleich mit Gl. (I1.31) folgt, dass der Term in Klammern genau der Zeitentwicklungs-
operator sein muss:

Ult, to) Ze_l(t L) Em/B| g V(| (11.47)

was in der Tat die Spektralzerlegung der Form (I1.41) ist.

Sei A ein diagonalisierbarer Operator mit Spektralzerlegung A = 3" ay, |ay)(a, | und f(z) eine in
z = 0 analytische Funktion der komplexen Variablen z. Wenn alle Eigenwerte {a,,} im Inneren
des Konvergenzkreises der Taylor-Reihenentwicklung in z = 0 von f(z) sind, kann man einen
Operator f(A) definieren, dessen Spektralzerlegung f(A) = 32 f(an)|an)(an] ist.

Gleichung (I1.47) stellt nur ein Sonderfall dieses allgemeinen Resultats dar.

11.4.3 Zeitentwicklung von Erwartungswerten

Sei A eine Observable, die nicht explizit von der Zeit abhéngt. Im Allgemeinen koénnte deren
Erwartungswert im Zustandsvektor | (t))

(A = () |A]9(D)) (I1.48a)
von der Zeit abhidngen. Traditionell wird diese Zeitabhéngigkeit mithilfe der Notation
(A)y(t) = (1) |Al9(1)) (I1.48b)

gekennzeichnet.
Ausgehend von der Schrodinger-Gleichung (11.40) fiir |¢(¢)) und der dazu hermitesch konjugier-
ten Gleichung

L O(W()] A
— i = ()|, (I1.49)

wobei die Hermitizitiit von H benutzt wurde, kann man eine Zeitentwicklungsgleichung fiir <A)¢(t)
herleiten. Die Produktregel gibt nédmlich erstens

d , ; _d{w()] ; i dlv(t)
Sy = A + )14 o
Dabei kénnen die zwei Zeitableitungen ersetzt werden:

d . 1 1 .
T (0) =~ (O | HA| () + - ()| AH |6 (0)).
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Somit gilt

SOIALO) = o ()[4, H] [p0). (1150)

Wenn die Observable A mit dem Hamilton-Operator H kommutiert, ist die rechte Seite dieser
Gleichung automatisch Null, und daher (A),(t) zeitunabhéngig. Anders gesagt sind die Erwar-
tungswerte von Observablen, die mit dem Hamilton-Operator kommutieren, Erhaltungsgréffen des
Systems.

Falls A explizit von der Zeit abhéngt, d.h. der Form A(t) ist, kommt noch ein zusétzlicher Term
beim Ableiten von (¥ (t)|A(t)|v(t)) nach der Zeit, entsprechend der Ableitung von A(t) in der
Anwendung der Produktregel. Insgesamt gilt dann das Ehrenfest®) - Theorem

1 DA(t)

d - " .
SWOIAO[®) = @O [A®), B]190) + HE)| =52 19(). (11.51)

Bemerkung: Auch wenn die Bezeichnung fl(t) suggeriert, dass der Operator A nur Funktion der
Zeit ist, wird dessen Zeitableitung traditionell mit einer partiellen Ableitung bezeichnet, um den
Unterschied mit der totalen Ableitung auf der linke Seite des Theorems zu betonen.

I.4.4 , Bilder” in der Quantenmechanik

Aus historischen Griinden — und zwar der parallelen Entwicklung unterschiedlicher quanten-
mechanischen Formalismen, die sich im Nachhinein als dquivalent herausgestellt haben — kann die
Zeitentwicklung eines Systems in verschiedenen sog. Bildern beschrieben werden.

I1.4.4 a Schrédinger-Bild
Die im Abschn. I1.4.2 eingefiihrte Beschreibung geht auf E. Schrodinger zuriick und basiert auf

e zeitabhingigen Zustandsvektoren [ (t)), die der Schrodinger-Gleichung (I1.40) gentigen, und
e (oft) zeitunabhingigen Observablen A — obwohl einige zeitabhéngig sein konnen.

Anhand dieser ,nicht direkt physikalisch beobachtbaren“ Bestandteilen des Schridinger-Bildes
lassen sich die messbaren Erwartungswerte in einem Zustand geméf

(A)(t) = (w(B)| Alp(®) (IL.52)

berechnen.

11.4.4 b Heisenberg-Bild

In der als Heisenberg-Bild bekannten dquivalenten Beschreibung werden Zusténde und Operator
neu definiert: nach Angabe eines beliebigen Bezugszeitpunkt tg — fiir den man oft £p = 0 annimmt —
betrachtet man

e einen zeitunabhéngigen Zustandsvektor
[V)u = |¥(to)); (I1.53a)
e (meistens) zeitabhéngige Observablen
Ap(t) = U(t, to)TAR) U(L, to), (I1.53b)

wobei eine mogliche explizite Zeitabhingigkeit der Schrodinger-Bild-Observablen A erlaubt
wurde.

()P, EHRENFEST, 1880-1933
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Mit diesen Definitionen lautet der Erwartungswert von Ag (t) im Zustand |¥)g

(A1) = u(@ | Au(t) [9)m = (W (to) | UL, to)TAR) U, to) |4 (to)),

d.h. unter Beriicksichtigung der Gl. (I1.31) (A(t)) = ((¢) | A(¢)|%(t)), entsprechend dem gleichen
Erwartungswert wie im Schrédinger-Bild:

(A()) = (A)(2). (IL54)

Aus der Definition (I1.53b) der Heisenberg-Bild-Observablen Ag(t) findet man fiir deren totale
Ableitung nach der Zeit

dAu(t) 1
1

5 = [Au(t), Hu(t)] + (a‘git))H, (IL.55)

wobei (QA(t)/dt)y den Operator bezeichnet, der aus der Anwendung der Transformation (I1.53b)
auf 0A(t)/0t folgt. Diese Differentialgleichung wird Heisenberg-Gleichung genannt.

Beweis: kommt!

Bemerkungen:

* Die Heisenberg-Gleichung (I1.55) und die Unabhéngigkeit der Erwartungswerte vom Bild, in dem
sie berechnet sind [Gl. (I1.54)|, fithren sofort zum Ehrenfest-Theorem (II.51).

s Falls der Hamilton-Operator H des Schrodinger-Bildes zeitunabhéngig ist, so dass der zugehorige
Zeitentwicklungsoperator durch Gl. (I1.41) gegeben ist, wird die Definition (I1.53b) zu

Ap(t) = et H/B f(4) o=ilt—to)H/A (I1.56)
Dann gilt Hy (t) = H, d.h. der Hamilton-Operator in Heisenberg-Bild ist eigentlich zeitunabhéngig.

s In der Formulierung der klassischen Hamilton’schen Mechanik anhand von Poisson(*)-Klammern
{ -, + }qp lautet die totale Zeitableitung einer Phasenraumfunktion f(¢,q, p)

d 0
l = {va}%P + 87{7

dt
wobei H die Hamilton-Funktion des klassischen Systems ist. Die Ahnlichkeit dieses Ergebnisses mit
dem Heisenberg-Gleichung (I1.55) sollte der Leserin offensichtlich sein.

* Neben den Schrédinger- und Heisenberg-Bilder benutzt man auch oft das Wechselwirkungsbild
(oder Dirac-Bild) — dafiir muss die Leserin aber auf eine fortgeschrittenere Vorlesung warten!

(M)S. Porsson, 1781-1840



