Theoretische Physik I 2. Klausur Losungsvorschlag

1. Zentralkraftproblem (22 P.)
i. (10P.)
a) (4 P.) Damit die effektive potentielle Energie Vg ein Minimum an der Stelle » = r hat, soll
die erste Ableitung dort verschwinden, und die zweite Ableitung positiv sein:
wi(ro) =0 und  Vi(rg) > 0. (1)
Fir die effektive Kraft ﬁeg(?’) = —ﬁVeﬂr(r) bedeuten diese Bedingungen, dass Fg fiir 7| = ro
verschwindet, und abstofsend bzw. anziehend fiir » < ry bzw. r > rq sein soll.
b) (6 P.) Die Kraft ﬁ(r) = —(K/r") &, folgt fiir n # 1 aus der potentiellen Energie
K

[Fiir n = 1: V(r) = K'In(r/a) mit irgendeinem Abstand a vom Kraftzentrum.|

Mit dieser Form von V lautet die effektive potentielle Energie

2 K

omr?2  (n—1)m—1

mit den sukzessiven Ableitungen (auch giiltig wenn n = 1)

Vir)=— (2)

Vet (1) =

? K 302 K
e (1) = 3t und et (1) = pooper ;ﬁ
Die erste Ableitung V; verschwindet in o definiert durch
_ mK
o ? = Iz (3)

vorausgesetzt, K positiv ist, damit rg reell und positiv sein kann. Dann lautet die Bedingung
Veg(ro) >0

3¢2 nK o 32 nK -0
g m et
Unter Nutzung von GI. wird dies zu
302 0
= S0 & n<s (4)
m m
Das heifit, es gibt eine stabile Kreisbahn wenn K > 0 und n < 3.
ii. (12 P)
a) (2 P.) Ausgehend von der Definition der effektiven potentiellen Energie Vg kommt
- - 2, 2o L
Fog(?) = —VVeg(r) = p: LU VV(r)= p L + F(7),

d.h. nach Projektion entlang &.: Fog(r) = £2/mr3 + F(r).
b) (10 P.) Sei rp ein Minimum von Vg. Dann verschwindet die effektive Kraft fiir || = ro, d.h.
62
Fog(ro) = mifr’g’ + F(rg) = 0. (5)
Betrachte man jetzt den Ansatz r(t) = ro + o(t) mit |o(t)| < 19, so wird das zweite newtonsche
Gesetz mii(t) = Fog (r(t)) zu

2
mg(t) = Feg (ro + o(t)) = M + F(ro+ o(t)). (6)

Auf der rechten Seite dieser Gleichung kann man Taylor-Entwicklungen zur ersten Ordnung in o
durchfiihren:

Iz iz 2
m(ro + 0)3 - mr3(1+ o/ro)® — mr} (

1-— 3f> und  F(rg + 0) ~ F(rg) + F'(r0) 0.
0
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Womit wird GI. @ unter Berticksichtigung von GI. zZu

—30% ¢ 0
0 = =+ F =3F(ro)— + F' .
mo mrd 7 + F'(ro) o (7“0)7,0 + F'(ro)e
Nach Division durch m ergibt sich schlieflich
. 3g(ro
0= —[ 750 ) +g'(ro)} 0 (7)

mit g(r) = —F(r)/m. Wenn der Term in eckigen Klammern positiv ist, beschreibt diese Gleichung
harmonische Schwingungen mit der Kreisfrequenz

w= nggo)—i-g’(rg). (8)

Man priift eigentlich schnell nach, dass im Fall von i.b) die Bedingung 3¢(ro)/ro + ¢'(r9) > 0
aquivalent zu 3 —n > 0 d.h. n < 3 ist.

2. Zwei durch Seil verbundene Massen auf schiefen Ebenen (12 P.)

i. (4 P.) Insgesamt konnen zwei Punktmassen 6 Freiheitsgrade haben. Hier soll jede Punktmasse
auf den schiefen Ebenen bleiben, entsprechend 2 Zwangsbedingungen. Dazu bleibt jede Masse in der
Ebene y = 0, was 2 weitere Bedingungen darstellt. Schliefslich ist sind die zwei Punktmassen durch
ein Seil konstanter Lange verbunden, entsprechend einer fiinften Zwangsbedingung. Insgesamt gibt
es also nur 1 = 6 — 5 Freiheitsgrad.

ii. (8 P.) Wir wahlen /¢; als verallgemeinerte Koordinate. Die kartesischen Koordinaten der
Punktmassen lauten

(1‘1 = *fl CcoOsS1,Y1 = 0, 21 = *fl sin 041) und (CL‘Q = 82 COS (2, Yo = O, 29 = *22 sin ag),
wobei £5 noch durch £ — ¢ ersetzt werden kann. Daraus folgen die Geschwindigkeiten
(1 = —lycosar,in = 0,3 = —{ sin a1) und (@9 = —ly cos as, s = 0, 29 = {1 sin ).

Dies liefert die kinetische Energie

I 5 9, . I o 9 . 1 :
T = iml(:ﬁ% + 9+ ) + img(ar% R §(m1 + mg) 3.

Zum anderen ist die potentielle Energie der Punktmassen im Gravitationsfeld
V =migz1 + magza = (masinag — my sinay)gly — magl sin as.
Damit lautet die Standard-Lagrange-Funktion des Systems
L=T-V = %(ml + mg)ﬁf — (masin ag —my sin ay)gly + maglsin ag, 9)

wobei der letzte Term eine Konstante ist, die nicht zu den Bewegungsgleichung beitragt (und daher
weggelassen werden darf).
Die Euler-Lagrange-Bewegungsgleichung fiir diese Lagrange-Funktion ist

d d , .
gfl = dtgéﬁl & (mysinag —masinag)g = E[(TI’M + mg)ly] = (my +ma)ly,
d.h. noch ) )
o my SIn & — 1My S11 (e
0 = . 1
! mi + ms2 g (10)
3. Punktmasse auf einem Paraboloid (30 P.)

i. Lagrange-Formalismus (16 P.)

a) (3 P.) Insgesamt kann ein Massenpunkt 3 (Translations-)Freiheitsgrade haben. Hier stellt die
Bedingung, dass die Punktmasse auf dem Paraboloid 22 + 4> = az bleibt, eine Zwangsbedingung
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dar, so dass es nur 2 = 3 — 1 Freiheitsgrade gibt.

b) (10 P.) In einem kartesischen System lauten die Koordinaten der Punktmasse

7“2

r=rcos, y=rsinh, z=—,
a

mit Polarkoordinaten (r,6) in der (z,y)-Ebene. Dies liefert die Geschwindigkeit

) ) Iy
T =rcosf —rfsinf, y=rsinf+rfcos, z= o
a
und somit die kinetische Energie
1 1 . 1 4r? 1 5.
T= im(ﬁ + 9% + 22) == 5m(7'°2 +726% + 2'2) = 2m<1 + C;)fz + imr292.
Zum anderen ist die potentielle Energie im Gravitationsfeld
2
V =mgz = mar
Insgesamt lautet die Standard-Lagrange-Funktion des Systems
1 42\ 5 1 5.0 mgr?

Die entsprechenden Euler—Lagrange-Bewegungsgleichungen sind einerseits

oL d oL dmrr? o 2mgr d 42\ | 472\ . 8mri?
= & + mro” — P m(l+— |7 =m 1+? 7+

or  dtor a? T dt a? a? ’
d.h. nach Umschreibung

42 4 2
<1+2>f+2¢2—r92+m_0 (12a)
a a a
fir die Radialkoordinate und
oL d ac d, . . y L
— = =— = 2 270 = 12
20 = 26 e 0= (mr*0) = mr®0 4+ 2mri < r+270 =0 (12b)

fir die Winkelkoordinate.

c) (3 P.) Seirg=+vah der Radius des Kreises, der durch Schnitt des Paraboloids mit der Ebene
z = h entsteht. Das Einsetzen von r(t) = r( in die Bewegungsgleichung ((12a)) ergibt

2gro

rof% = 0 = ++/2g/a.

Eine Bahn mit dieser konstanten Winkelgeschwindigkeit und konstantem r, d.h. ein Kreis, ist eine
Losung der Bewegungsgleichungen. Interessanterweise ist der passende Wert von € unabhéngig vom
Radius des Kreises.

ii. Hamilton-Formalismus (14 P.)
a) (6 P.) Aus der Lagrange-Funktion folgen die verallgemeinerten Impulse, und zwar

oL 492 oL .
p,,z_:m(l—l—g)?'" und ng%:mrzﬁ. (13)
a

Damit lautet die Hamilton-Funktion des Systems
. 4r? | 4r? IS 2
H =p 7+ peb — L = m(l + 77; )7'“2 + mr?6* — 2m(l + 77; >7'“2 — §mr292 +

a a

a
- 1m<1 + 47"2)&’2 [ mro? | mer?
a

2 a
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d.h. noch ) ) )
_ (pr) (po)” | mgr (14)
2m(1 +4r2/a?)  2mr? a
b) (8 P.) Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen sind dann
. OH pr ;_ OH _ py
" dpr  m(1+4r2/a?) b dpg  mr?’ (152)
dquivalent zu den Beziehungen , und
2 2
r 2 .
o _ 8r(pr) (po) L L Dy = _oH =0. (15Db)

Pr=""9r = 2ma®(1 +4r?/a?)? ~ mr3

Die Bewegungsgleichung fiir py ist eine Erhaltungsgleichung — eigentlich ist pg der Betrag des
Drehimpulses um die Achse des Kegels. Die Erhaltung dieses Drehimpulses folgt aus der Invarianz
der Physik bzw. der Lagrange-Funktion des Systems unter Drehungen um diese Symmetrieachse des
Systems (Noether-Theorem).

4. Elektrischer Kondensator (25 P.)

i. (12 P.) Sei O der Mittelpunkt der Kugel. Die Kugelsymmetrie des Problems legt nahe,
Kugelkoordinaten mit dem Ursprungspunkt in O zu wahlen. Wegen der Symmetrie erwartet man
auch, dass der Betrag des elektrischen Felds in einem Punkt 7 nur vom Abstand r = |7| des Punkts
zu O abhingt, und das E(7) radial ist: E(7) = E(r) .

Um E(r) zu bestimmen, werden wir das Gauksche Gesetz

7{ E()-d28 = Qv (16)
ov €0

verwenden, wobei )y die elektrische Ladung innerhalb des Volumens ¥/, abgegrenzt durch die
Oberfliche 9, bezeichnet. Als ,Gauflsches Volumen* betrachtet man eine Kugel mit Zentrum O

und Radius a. Dann wird das Flachenintegral in Gl. zZu

E@) -d’S= ¢ E(a)d%S = 4na® E(a),
ov ov

wobei 4ma? die Fliache der Kugel ist. Die Ladung innerhalb % hingt vom Radius der Gaufschen
Kugel ab: Q¢ =0 wenn a < R1, Qy = Q1 wenn Ry < a < Ry, und Qy = Q1 + Q2 wenn a > Rs.
Insgesamt ergibt sich also

0 fiira < R
4ra® E(a) = { Q1 fiir R1 < a < Ry
Q1+ Q2 fiir a > Ry
d.h. schlieflich

0 fiir r < Ry
= D ¢k R <r<R
E(7) = dreyr? Gr Al S s (17)
Mé} fir r > Ro.
4degr?
Alternative Form (gefunden in einer Klausur): E(7) = [4:62;7’2 O(r—Ry) + 47re§7’2 O(r — Ry)|&,.

ii. (6 P.) Um nun die potentielle Energie zu bestimmen, kann man die Energiedichte EOEQ/ 2 iiber
den ganzen Raum integrieren:

(= Ro e’}
14 Z/GOE(T)Q 437 :/60E<r)2 Ar? dr :/ Q% dr —I—/ 7(621 i Q2>2 dr

2 2 R, Smegr? R, Smeor?

4



Theoretische Physik I 2. Klausur Losungsvorschlag

d.h.

y_ @ <1 1>+(Q1+Q2)2'

- 87e E B E 8meg Ro

iii. (7 P.) Im Fall Q; = Q, Q2 = —Q wird das elektrostatische Feld zu

6fiir7“<R1 und r > Ry
ET) = 19
() Lé’rﬁiI‘R1§7‘<R2, ( )
4dmregr?
d.h. nimmt er endliche Werte nur zwischen den zwei Kugelschalen. Wiederum vereinfacht sich die

potentielle Energie ((18]):
2 /1 1
v @ (-) (20)

- 8meg\R1 Ry
Aus GIL. erhalt man durch Integration das elektrostatische Potential:

d, fir r < Ry

(I)(F) = @ + @5 fiir R <r < Ry
4megr

dy fiir r > Ry

mit drei Konstanten ®1, ®15, ®5. Wegen der Kontinuitdt des Potentials fiir r = Ry und r = Ro
sind diese Konstanten nicht unabhéngig: In r = Ry gilt &1 = Q/4megR1 + P12 und in r = Ry gilt
®y = Q/4megRa + P12. Legt man zum Beispiel ®o = $, fest, so gilt insgesamt

1 1
@ <—>+<I>oofiirr<R1

dreg \ R1 Ro
7) = 1 1
() © (11N et R <r <R, (21)
dreg \r Ry
®, fir r > Rs.
Man sieht, dass die Potentialdifferenz zwischen den zwei Kugelschalen
Q 1 1
U=®(R1) —P(R2) = —_—— 22
(1) = ®(R2) = =\ 77~ R, (22)

ist.
Die zwei Kugelschalen bilden einen Kondensator, dessen Kapazitdt durch 1/C = U/Q gegeben ist.

5. Magnetisches Dipolmoment einer rotierenden geladenen Vollkugel (15 P.)

i. Ladungs- und Ladungsstromdichte (7 P.)

a) (4 P.) Die elektrische Ladungsdichte ist der Form pe) (7) = po© (R —r) mit einer Konstanten pg
und der Heaviside-Funktion ©. Um der Normierungsbedingung [ pe (7) d37 = Q zu geniigen, muss
das Produkt aus pp und dem Volumen %WR3 der Kugel gleich der Gesamtladung @) sein. Daher gilt

» 3Q
pel(T) = i O(R —r). (23)
b) (3 P.) Die instantane Geschwindigkeit eines Punktes der Kugel, der sich im Punkt 7 befindet,

ist ¥ = & x 7. Multipliziert mit der lokalen Ladungsdichte liefert dies die Ladungsstromdichte:

—

]el.(?) - pel.(?) WXT

OR—7r)& x 7. (24)

ii. (8 P.) Mit der Ladungsstromdichte lautet das magnetische Dipolmoment der rotierenden

Kugel 1 30 [

ﬂ:2/?><jel.(7~)d37~:8m3 P x (@ xF)O(R—r)d’T.
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Im Integranden gilt 7 x (& x 7) = |#|20 — (G- 7#)7. Unter Einfiihrung von Kugelkoordinaten (r, 8, ),
mit # dem Polarwinkel zwischen 7 und der z-Achse, ergibt sich

7 x (G X7) =13 —rwcos 7 = r’wé, — r?

Daher gilt

wcos O (sin @ cos p €, + sin O sin 9 €, + cosH€,).

R - —cos @ sinf cos ¢
/? X (@ X T)O(R —r)d’F = / 7‘2/ / 2w | —cos@sinfsing | de sinfdfdr.
0 0 Jo

1—cos?6
Wegen des Integrals {iber ¢ sind die z- und y-Komponenten Null und es bleibt
R ™ 27 5 5
4
/? x (& x?)@(R—r)dg?:wé’Z/ 7"4dr/ (1—00329)sin9d9/ dcp:(IﬁR— A g
0 0 0 5 3 15
Mit dem Vorfaktor 3QQ/87R? ist das magnetische Dipolmoment der rotierenden Kugel
. QR?_
j=—1a. (25)
5
6. Elektrodynamik (24 P.)
i. Wissen (15 P.)
a) (8 P.) Die Maxwell-Gleichungen in Anwesenheit von Quelltermen sind
.. 1
V-E(t,7) = E—pel_(t,?) (26a)
0
V-B(t,7) =0 (26b)
. OB(t,7) -
V x B(t,7) + ét’ g (26c)
- OE(t,7 Ll
V X B(ta 7") — €0MO ét ) = M(]Jel.(tv ’I"), (26d)
mit egpo = 1/c?
b) (3 P.) Die Kontinuitdtsgleichung der Elektrodynamik lautet
0pel(t, 7 > L
PALT) 4 G Gl =0 (21)
Sie driickt die lokale Erhaltung der elektrischen Ladung aus.
c) (4 P.) Die Beziehungen zwischen elektromagnetischen Feldern und Potentialen lauten
, - A, 7
Bt,7) = —vao(,7) - 2 g; ") (28a)
B(t,7) =V x A(t,7). (28b)

ii. (9 P.) In der Elektrostatik vereinfacht sich Gl. (28a) zu E(7) = —V®(#). Nach Einsetzen in
die Maxwell-Gauk-Gleichung (26al) ergibt sich die Poisson-Gleichung der Elektrostatik

ra () = L), (29)
€0
Wiederum liefert das Einsetzen der Beziehung (28b)) in die stationdre Maxwell-Ampére-Gleichung
V x B(7) = pojer(7) die Gleichung
VIV A[)] - AAF) = poja (F)-
In der Coulomb-Eichung V- ff(?) = 0 — die man anhand einer Eichtransformation wahlen kann —
vereinfacht sich diese Gleichung zur Poisson-Gleichung der Magnetostatik

ANA(F) = —poJalF). (30)
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Die Losungen (auf R3) dieser Poisson-Gleichungen, die im Unendlichen verschwinden, sind

-/ > (=
o(F) = / _pall) g nd A@) = / H0Jall) gaz (31)

dmeg|7 — 7| 47 — 7



