Theoretische Physik I 1. Klausur Losungsvorschlag

1. Massenpunkt auf einem Kegel (40 P.)

i. Vorbereitung (9 P.)
a) (5 P.) Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten

oL d oc
e 1
9> dtoge (1)
mit der Lagrange-Funktion £ und den verallgemeinerten Koordinaten ¢® und Geschwindigkeiten ¢“.
Diese Gleichungen kénnen aus dem Hamilton-Prinzip (Extremalprinzip) hergeleitet werden: fiir
die physikalisch realisierte Bewegung ist die Wirkung

iy

S= [ Lt {¢")}{q*(®)})de

ta
extremal.

b) (4 P.) Der zu einer verallgemeinerten Koordinate ¢* kanonisch konjugierte Impuls wird durch

oL
Pa = @ (2)
gegeben. Dann ist die Hamilton-Funktion des Systems
H= Zpa(ja — L. (3)
(03
Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen lauten
OH oH
“=— o = —=—- 4
=5 D o (4)

ii. Lagrange-Formalismus (13 P.)

a) (3 P.) Insgesamt kann ein Massenpunkt 3 (Translations-)Freiheitsgrade haben. Hier stellt die
Bedingung, dass die Masse auf dem Kegel bleibt, eine Zwangsbedingung dar, so dass esnur 2 = 3—1
Freiheitsgrade gibt.

b) (6 P.) In einem kartesischen System lauten die Koordinaten des Massenpunkts
x=rcosf, y=rsinf, z=r/tanc,
mit dem Winkel 6 von polaren Koordinaten in der (x,y)-Ebene. Dies liefert die Geschwindigkeit
& =7cosf — rfsiné, y=rsinf+ rfcosf, = 7/ tan «

und somit die kinetische Energie

L o2 2 s L oo 250 oy _ 1 Lo \oa, 240
Tzim(x +9 +z):~--:§m(r + 70 +z):§m T4 —5 7+ 207 |,

d.h. noch

Insgesamt lautet die Standard-Lagrange-Funktion des Systems

1 2 :
=TV = g g+ ) - )

sin” o tan «
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c) (4 P.) Die entsprechenden Euler-Lagrange-Bewegungsgleichungen sind einerseits
oL d oL N g2 Mg d [ mr mi
— = —— mre* — =— =
or  dt or tana  df 2
d.h. nach Umschreibung

.. 92 = ’
sm- « sSm- «

i —rf%sin?a = —g cos asin (6a)
fiir die Radialkoordinate und
or. d oL . . . .
90~ i 96 0 i (mr®0) = mr*0 4+ 2mrid <= rf+270 =0 (6b)

fir die Winkelkoordinate.

iii. Hamilton-Formalismus (14 P.)
a) (6 P.) Aus der Lagrange-Funktion folgen die verallgemeinerten Impulse, und zwar

oL mr oL

= —=—1 und pp=— =mrb. 7
p or sin? o e b 00 mr @)

Damit lautet die Hamilton-Funktion des Systems

2 52 20'2

. mr . 1 72 . mgr mr mr mgr
H=p7 +petl —L=— +mr?0* — —m —5 I/ L - —— + J ,
sin” «v 2 sin® a tana  2sin®« 2 tan «
d.h. noch
. (pr)2 sin? v (pe)z mgr . (8)
2m 2mr tan «v
b) (8 P.) Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen sind dann
0 in? .0
= H _ Proin @ und 0 = 77-[ U , (9a)
Opy m Opo mr?
aquivalent zu den Beziehungen @, und
OH  (pe)®> mgr ) OH
—_Jt_ _ d =" =0 9b
br or mr3  tana o P 00 (9b)

Die Bewegungsgleichung fiir py ist eine Erhaltungsgleichung — eigentlich ist pg der Betrag des
Drehimpulses um die Achse des Kegels. Die Erhaltung dieses Drehimpulses folgt aus der Invarianz
der Physik bzw. der Lagrange-Funktion des Systems unter Drehungen um diese Symmetrieachse des
Systems (Noether-Theorem).

iv. (4 P.) Wenn der Massenpunkt am Anfang eine horizontale Geschwindigkeit hat, hat er auch
einen Drehimpuls pg # 0. Dagegen ist p, = 0. Fiir ¢ > 0 wird die Masse anfangen, entweder nach
unten zu gleiten (was hiernach angenommen wird), oder nach oben zu gehen, wenn die Zentrifugal-
kraft hoch genug ist — p, kann negativ oder positiv sein. Wenn sie nach unten gleitet, nimmt ihr
Abstand r von der Kegelachse ab: wegen der Erhaltung von pg muss dann die Winkelgeschwindigkeit
6 zunehmen.

2. Regentropfen im Schwerefeld (25 P.)
i. (6 P)

a) (3 P.) Per Annahme soll die Rate der Anderung des Volumens %WR?’ proportional zur Trop-
fenoberfliche 47 R? sein:

Der Term auf der linken Seite ist gleich 47R(t)2R(t), so dass sich die Bedingung zu R(t) = o
vereinfacht, d.h. die Rate der Anderung des Radius ist konstant. Daraus folgt unter Beriicksichtigung
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der Anfangsbedingung

R(t) = Ro + ot. (10)
b) (3 P.) Ausgehend von der Masse m = %ﬂ'R?’p liefert die Kettenregel
: . 3R(t) 3
) = 4TR(2R(H) p = —Lm(t) = ——m(t). 11
in(t) = 4m RO p = T m(6) = s m(t) (1)

ii. Bewegungsgleichung (19 P.)
a) (4 P.) Laut dem 2. newtonschen Gesetz ist die Zeitableitung des kinetischen Impulses mv
gleich der Summe der Kréfte auf den Tropfen:

d - R o

 Im()3(0)] = m()g — 7 R T().
Man kann diese Gleichung auf die senkrechte Richtung projizieren. Da ¥ nach unten gerichtet ist,
ergibt sich

m(t)o(t) +m(t)o(t) = m(t)g — v R(t)* v(t) (12)
b) (3 P.) Unter Beriicksichtigung von GI. wird diese Gleichung zu
;zymomw+muwuy:m@m—yRufuw
Wenn man durch m(t) = 3mR(t)?p teilt, kommt
o(t) + sg) v(t) =g — ij;(wv(t) =g- g(?)v(t) mit A = 432@. (13)

c) (10 P.) Unter Verwendung der Kettenregel gilt o(t) = v/(R)R(t) = av'(R). Somit kann der
erste Term von GI. ersetzt werden. Nach Division durch a kommt

, 3 g A
v'(R) + EU(R) = E’U(R)
d.h. 54
lwm+7?um:§ (14)

Das ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung, die sich wie iiblich 16sen lésst.
Einerseits findet man (z.B. durch Separation der Variablen) die allgemeine Losung der assozi-
ierten homogenen Differentialgleichung:
C

o) = gavs

mit C € R.

Zum anderen ist eine spezielle Losung der homogenen Gl. :
gR
R)= ——.
o) = ST
Insgesamt lautet also die allgemeine Losung der Differentialgleichung (14)):

C gR

R) = :

v(R) 3 ald+ N

(15)

Zur Festlegung der Konstanten C benutzt man die Anfangsbedingung zu ¢ = 0: dann ist der Radius
R und die Geschwindigkeit Null, d.h. v(Rp) = 0. Daraus findet man C' = —g R;™ /a(4+ )). Somit
lautet die gesuchte Losung von GI.
o(R)= 270 |t (20
a4+ XN) | Ry R
d) (2 P.) Man kann jetzt Gl. in dieses Ergebnis einsetzen:
34+
t
v(t) = g Ry R+« B Ry . (16)
a4+ N\ | Ro Ro + at
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3. Elektrisch geladene Kugelschale (20 P.)

i. (14 P.) Sei O das Zentrum der Kugel. Die Kugelsymmetrie des Problems legt nahe, Kugel-
koordinaten mit dem Ursprungspunkt in O zu wihlen. Wegen der Symmetrie erwartet man auch,
dass der Betrag des elektrischen Felds in einem Punkt 7 nur vom Abstand r = || des Punkts zu O
abhingt, und das E(7) radial ist: E(%) = E(r)&,.

Um E(r) zu bestimmen, werden wir das Gauksche Gesetz

]{ E)-d%8 = Qv (17)
ov €0

verwenden, wobei @)y die elektrische Ladung innerhalb des Volumens ¥/, abgegrenzt durch die
Oberfliche 9, bezeichnet. Als ,Gaufssches Volumen“ betrachtet man eine Kugel mit Zentrum O

und Radius a. Dann wird das Flachenintegral in Gl. zZu
E@)-d25S = ¢ E(a)d>S = 4ma® E(a),
ov ov

wobei 4ma? die Fliche der Kugel ist. Die Ladung innerhalb 4 hingt vom Radius der Gaufschen
Kugel ab: Qy =0 wenn a < R, Q¢ = @ wenn a > R. Insgesamt ergibt sich also

5 0 fira <R
dra® E(a) =
Qfira>R

d.h. schlieflich .
Ofirr < R

E@) = 18

(7) 762 €. fur r > R. (18)

4mreqr?

Durch Integration erhélt man dann das elektrostatische Potential:

Py fiir r < R
eF) =41 Q

4megr

+ ® flirr > R

mit zwei Konstanten ®g, ®,,. Die Letztere kann man so wéahlen, dass das Potential fiir r — oo
verschwindet: ®o, = 0. Dann ist der Wert des Potentials fiir » = R festgelegt: QQ/4megR. Dort muss
® kontinuierlich sein, was ®g = @ /4megR ergibt. Schliefslich gilt

1 QR firr < R
D7) = ¢ 75 (19)
fir r > R.

dmegr

ii. (6 P.) Um nun die potentielle Energie der Kugelschale zu bestimmen, gibt es zwei Moglichkeit.
Zum einen kann man die Energiedichte eg £2/2 iiber den ganzen Raum — eigentlich iiber den Bereich
aufkerhalb der Kugel — integrieren:

22 2 00 2 2
Vv :/EOE;T) 437 :/EOEQ(T) Arr? dr = 762 d ¢ (20)

r=—.
r 8megr? 8megR

Alternativ berechnet man das Integral von % Pel. P, wobei pe. die elektrische Ladungsdichte ist:

mit 0
pel(T) = m&m - R)
kommt
1 e 1 Q Q . Q*
= O(F) 37 = = — R)r? = _ 21
Q/pel,(r) (7) d°7 5 | R dneo d(r— R)r*dr sinfdfde SrcolR’ (21)

d.h. das gleiche Ergebnis.
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4. Stromdurchflossener Hohlzylinder (15 P.)

i. (5 P.) Man benutzt Zylinderkoordinaten (r,6,z). Dann entspricht der Zylindermantel dem
Bereich Ry <r < Rs.

Die Fliche des Querschnitts des Zylinders senkrecht zur z-Achse ist m(R3 — R?). Da dieser
Fliiche durch die Stromstérke I durchgeflossen ist, betriigt die Stromdichte |7o(7)| = I/7(R3 — R?)
im Bereich, wo sie nicht Null ist.

Insgesamt lautet die elektrische Stromdichte

Falf) = ——

We(r—m)@mz —7)&.. (22)

ii. (10 P.) Zur Bestimmung des Magnetfeldes wird das Ampére-Gesetz

B(®) - dl = pols (23)
as

benutzt, wobei I die elektrische Stromstérke durch die Fliache S, dessen Rand als 95 bezeichnet
wird.

Wegen der Zylindersymmetrie kann der Betrag des Magnetfeldes in einem Punkt nur von dessen
Abstand r zur Achse des Leiters -abhéngen: B (r). Das gleiche gilt fiir das Vektorpotential /_f Wwovon
das Magnetfeld iiber B=VxA abgeleitet werden kann so dass B keine Komponente entlang €,
haben kann. Da die Stromstérke entlang €, liegt, ist B in einem Punkt senkrecht darauf. Insgesamt
ist also B in einem Punkt entlang €.

Sei nun 9SS ein Kreis senkrecht zur Zylinderachse, mit dem Zentrum auf der z-Achse und dem
Radius a. Dann ist das Linienintegral auf der linken Seite von GI. gleich

7{ B(F) - d7 = 27aB(a).
a8

Je nach dem Wert von ¢ nimmt den Strom durch die durch den Kreis abgegrenzte Fliche verschie-
dene Werte an:
0 fiir a < Ry
a’ — R2
Is = R2— RQIfurR1<a<R2
I fir a > Rs.

Daraus folgt der Betrag des Magnetfeldes

0 fir r < Ry

~R2)r I
IB(7)| = R R2 or fir R <r < Ry (24)
1
—— fiir r > Rs.
2mr
B(r)a
Ry Ry T
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9. Elektromagnetische Potentiale (25 P.)
i. Wissen (16 P.)

a) (8 P.) Die Maxwell-Gleichungen in Anwesenheit von Quelltermen sind

. 1

V : E(tv ’?) = :Pel.(t)?) (25&)
0

V-B(t,7) =0 (25b)

V x E(t,7) + 0B g;’” =0 (25¢)

L OE(t,T L

V x B(t,7) — eo,uog = poJel(t,7), (25d)

mit egpo = 1/c?

b) (8 P.) Die Beziehungen zwischen elektromagnetischen Feldern und Potentialen lauten

B . DA(t, 7
E(t,7) = —Vo(t,7) — ét’ 7) (26a)
B(t,7) =V x A(t,7). (26b)
Eine allgemeine Eichtransformation der Potentiale ist eine gleichzeitige Transformation
-
O(L,7) — O'(,7) = B(t,7) — axét’ Y (27a)
A7) — A(t,7) = A(t, ) + VX (£, 7) (27b)
mit einer beliebigen Funktion x von Zeit und Ort.
ii. (9P
a) (5 P.) Das Einsetzen des Ansatzes
- o
O(t,7) = Og sin(wt — kx) , A(t,7) = 70 sin(wt — kx) €, (28)

mit w = ck in die Gleichungen (26al)—(26b]) gibt verschwindende elektrische und magnetische Felder
E@t,7) =0 , B(7) =0. (29)
Diese Felder erfiillen selbstverstdndlich (ohne Berechnung!) die Maxwell-Gleichungen im Vakuum.

P
b) (4 P.) Sei x(t,7) = ——2 cos(wt — kx). Man priift schnell nach
w

ox(t,7)
ot
so dass ejne Eichtransformation mit dieser Eichfunktion transformiert die Potentiale in
® =0, A’ =0 — woraus man sofort sieht, dass die elektromagnetischen Felder verschwinden.
Bei solchen Potentialen spricht man von ,reiner Eichung".

- P P
= Pp sin(wt — kx) und Vx(t,7) = —k;o cos(wt — kx) €, = —70 cos(wt — kx) &,



