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Die Elektrodynamik beruht auf ein Dpaar gekoppelten Gleichungen, die das Wechselspiel von
elektrischen und magnetischen Feldern E' B mit elektrischen Ladungen und Strémen pe., Je. be-
schreiben. Somit kénnen die Mazwell-Gleichungen
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V x B(t,7) — ewo% = poJer(t, 7). (VL1d)

als die Gleichungen angesehen werden, welche die ,,Antwort”“ vom elektromagnetischen Feld auf die
Wirkung dessen Quellen modellieren.

Jede der Maxwell-Gleichungen trégt einen eigenen Namen, der sich meistens auf die davon ab-
geleitete — jedoch historisch frither gefundene — integrale Formulierung der Gleichung. Somit
ist Gl. (VL.1a) die Mazwell-Gaup™)-Gleichung — entsprechend dem in § VII.1.2 diskutier-
ten Gaukschen Gesetz. Dann wird Gl. (VI.1b) (relativ selten) Mazwell-Thomson'” -Gleichung
genannt. Gleichung (VI.1c) heifst Mazwell-Faraday-Gleichung, denn sie stellt die differentiale
Formulierung des Faraday(**-Induktionsgesetzes (§ IX.1.1a) dar. Schlieklich ist Gl. (VI.1d) die
Mazwell-Ampere®) -Gleichung, die das Ampére-Gesetz (§ VIII.1.3¢c) verallgemeinert.

Wiederum erfahren elektrische Ladungen und Strémen in einem elektromagnetischen Feld eine
Kraft. Die zugehorige Kraftdichte, d.h. Kraft pro Volumeneinheit, ist die Lorentz-Kraftdichte

[ Aot = pat7) + e, x Bt ) (VI.2)

In diesem Einfiihrungskapitel werden die verschiedenen Grofien und Faktoren, die in den Glei-
chungen (VI.1)—(VIL.2) auftreten, erlautert (Abschn. VI.1). Dann befasst sich Kapitel VI.2 mit dem
Problem der , Einheiten* in der Elektrodynamik.
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(aP) A -M. AMPERE, 1775-1836



VI.1

132 Einleitung

Grundbegriffe und Definitionen

Die Grofen E(t,7) und B(t,7) sind mathematische Vektorfelder, die jeweils das elektrische und das
magnetische Feld beschreiben. Beide Felder — genau wie jedes Feld, das in der Elektrodynamik
eingefithrt wird — sind im Prinzip in jedem Punkt 7 des Raums und zu jeder Zeit t definiert, sind
also Felder auf der Raumzeit oder auf einem Gebiet davon.

Genauer heift das Vektorfeld E elektrische Feldstdrke, mit physikalischer Dimension ML 171 T3
und SI-Einheit V-m™!, wobei V fiir das Volt steht. Wiederum wird B als magnetische Flussdichte
oder magnetische Induktion bezeichnet; die zugehorige Dimension bzw. SI-Einheit ist M 17 T2 bzw.
das Tesla T.

Zur Beschreibung der elektrischen und magnetischen Felder in einem Medium werden weitere
Vektorfelder eingefiihrt, und zwar die elektrische Flussdichte (oder dielektrische Verschiebung)
D und die magnetische Feldstirke H , weshalb die genaueren Bezeichnungen manchmal nétig
sind. Im Vakuum, wie es im Rahmen dieses Skripts der Fall sein wird, sind die Ausdriicke
.elektrisches Feld“ und ,,magnetisches Feld eindeutig.

Die materiellen ,Quellen des elektromagnetischen Feldes auf der rechten Seite der Maxwell-
Gleichungen (VI.1) sind die elektrischen Ladungsdichte und -stromdichte pe. und j;.. Die erstere
ist natiirlich die elektrische Ladung pro Volumeneinheit, so dass deren Integral iiber ein Gebiet ¥

Qult) = /q/ peL (t, F) &7 (V13)

die gesamte elektrische Ladung im Volumen ¥ zur Zeit t darstellt.
Wiederum ist die elektrische Stromdichte derart definiert, dass deren Fléchenintegral

—

1) = /S Fo(1,7) - 428 (VL)

die elektrische Stromstirke durch die Flache S zur Zeit t ist, wobei die Stromstéirke die Gesamt-
ladung ist, die pro Zeiteinheit durch S stromt. Dementsprechend stellt die elektrische Stromdichte
Jel. die Ladung dar, die pro Zeiteinheit durch eine Einheitsfliche flieft.

Eine elektrische Ladung @) bzw. Stromstérke I hat im SI-System die physikalische Dimension

[Q] = 1T bzw. [I] = | — die elektrische Stromstérke ist eine Basisgrofe des Internationalen Grofen-
systems —, mit der SI-Einheit Coulomb®®) (C) bzw. Ampere (A), wobei 1 C = 1 A -s. Daraus folgt,
dass die elektrische Ladungsdichte bzw. Stromdichte die Dimension [pe.] = | TL™, gemessen in

C-m™3 bzw. [Ju] = IL™? (Einheit A -m~?) hat.

Man sieht also, dass die elektrische Stromdichte die Dimension des Produkts aus Ladungsdichte
und Geschwindigkeit hat. Dies lasst sich an einem einfachen Beispiel gut nachvollziehen: betrachte
man Punktladungen, die sich alle mit der gleichen Geschwindigkeit ¥ bewegen. Diejenigen, die im
Zeitintervall [t,t 4 6t] durch eine ebene Fliche S stromen, sind solche, die sich zur Zeit ¢ innerhalb
eines Zylinders mit Basis S und den Seiten parallel zu ¥ befinden (Abb. VI.1). Dabei ist die Hohe
des Zylinders 9 - €, dt, wobei €, den Normaleinheitsvektor zur Fldche S bezeichnet. Da das Zylinder-
volumen S - €, §t betragt, stellen die Punktladungen innerhalb des Zylinders eine Gesamtladung

Pel(t,7) ST - &, It
dar. Laut der Gl. (VI.4) soll diese elektrische Ladung auch gleich
I(t) 6t = Ja.(t,7) - S €, 6t
sein, weil S €, der mit der Flache assoziierte Vektor ist. Somit gilt in diesem Fall

Jer.(t,7) = pel(t,7) D. (VL5)

(@), A. CouLoMB, 1736-1806
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Abbildung VI.1

Das Ergebnis lisst sich direkt verallgemeinern: fiir eine Menge aus N Punktladungen {q,} mit
jeweiligen Ortsvektoren {Z,(t)} und Geschwindigkeiten {U,(t)} zur Zeit t lautet die elektrische
Ladungsdichte

N
pel.(ta 7_”') = Z qa5(3)(7—; - '%a(t)) o (VIﬁa)
a=1

Dabei ist 63 die dreidimensionale Dirac-Distribution, die dafiir sorgt, dass nur die Raumpunkte
beitragen, wo sich eine Punktladung gerade befindet. Integriert iiber irgendein Volumen ergibt
diese Ladungsdichte die Summe der Ladungen, die innerhalb des Volumens sind, wie in Gl. (VL.3).
Andererseits ist die elektrische Stromdichte der Punktladungen

N
Jat, ) = qaBa(t) 67 — Za(t)). (VL6b)
a=1

Falls alle Geschwindigkeiten den gleichen Wert ¥ haben, findet man die Beziehung (VI.5) wieder.

Betrachtet man eine einzige Punktladung mit Position Z(¢) und Geschwindigkeit ¥(t) zur Zeit
t, so fithren die Gl. (VI.6), eingesetzt in die Lorentz-Kraftdichte (V1.2), zu

fL(t,7) = g6 (7 — Z(t)) [E(t, 7) + 3(t) x B(t,7)]. (VL)
Das Integral dieser Kraftdichte iiber irgendein Volumen, das die Punktladung enthélt, gibt
F(t) = q[E(t,7(t)) + 3(t) x B(t,7(1))], (VL8)
d.h. die Lorentz-Kraft auf die Punktladung.
In den Maxwell-Gleichungen treten (im SI-System, vgl. Abschn. VI.2) zwei Konstanten auf:
o die elektrische Feldkonstante €g, die frither Permittivitit des Vakuums genannt wurde;
e die magnetische Feldkonstante g, frither Permeabilitit des Vakuums.

Im SI-System betrigt die erstere ¢ ~ 8,854 - 10712 F-m~! mit F dem Farad (1 F = 1 C/V), und
die letztere ist definitionsgemif pg = 47 - 1077 N- A=2. Die jeweiligen physikalischen Dimensionen
im internationalen Grofensystem sind [eg] = M~ L=3 T4 12 und [po) = LM T2 172,
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Beispiele von Ladungs- und Stromverteilungen

Ein erstes Beispiel von elektrischer Ladungs- und Stromdichte ist das von Punktladungen, das
oben diskutiert wurde.

Betrachte man eine Metallkugel mit Radius R, auf deren Oberfliche eine Gesamtladung @
homogen verteilt ist. In einem sphérischen Koordinatensystem mit dem Nullpunkt im Zentrum der
Kugel soll die zugehorige Ladungsdichte der Form pej (7) o< (1 — R) sein, wobei r = |7|; sei K der
Proportionalitétsfaktor. Laut Beziehung (VI.3) soll

/ pa(T) 7 = Q
gelten. Das Integral lasst sich als
/ pel(7) 4mr? dr = / Ké(r — R) 4nr? dr = 47 R*’K

umschreiben, woraus K = Q/4n R? folgt.

Bemerkung: Zur Beschreibung einer solchen Ladungsverteilung, die auf einer Ober- oder Grenz-
flache eingeschrankt ist, wird manchmal eine Fldchenladungsdichte eingefiihrt, die die elektrische
Ladung pro Einheitsfliche darstellt. Dabei handelt es sich um eine Funktion von nur zwei Orts-
koordinaten, welche die Fliche parametrisieren, statt drei: im obigen Beispiel konnte man zwei
Winkel (Polar- und Azimutwinkel 6, ¢) wihlen. Auf dhnlicher Weise definiert man auch elektrische
Flichenstromdichten.

Als néchstes Beispiel sei ein elektrischer Strom mit Stérke I durch einen unendlich diinnen ge-
radlinigen Draht lokalisiert auf der z-Achse eines Systems kartesischer Koordinaten. Die zugehorige
Ladungsstromdichte ist der Form 7 (7) = Ko(x) d(y) €, mit einer festzustellenden Konstanten K.
Sei S eine durch den Draht durchlaufene Flache parallel zur (x,y)-Ebene. Beziehung (VI.4) lautet

/jel ) - d2S = /K5 .- d2SE, = K,

Bemerkung: Hier handelt es sich um eine Linienstromdichte, die nur von z abh#ngt. Ahnlich gibt
es Linienladungsdichten.

und legt somit 7. fest.

Einheiten

In diesem Skript werden die SI-Einheiten und dementsprechend die physikalischen Groften des In-
ternationalen Grofensystems verwendet.

Manche Referenzen benutzen aber andere Systeme, insbesondere um die Feldkonstanten ey und
1o loszuwerden. Dabei handelt es sich(®®) nicht um eine Wahl von Einheiten, wie der Einfachheit
halber oft gesagt wird, sondern wirklich um eine Neudefinition der elektromagnetischen Groéfsen
(Ladung, elektrisches und magnetisches Feld, usw.). Dementsprechend nehmen die Gleichungen
eine andere Form an.

Um die Gleichungen aus dem Internationalen Grofensystem in ein anderes System zu {ibersetzen,
braucht man nur einige Konversionsfaktoren zwischen den Groéfen in beiden Systemen. Hiernach
beziehen sich die physikalischen Gréfen mit einem Sternchen auf ein alternatives System.

Somit schreibt man fiir die elektrische Ladung

4= Vet q", (VL.9)
was fiir die Ladungsdichte und -stromdichte zu den Skalierungen

pel. = Ve py. 5 Jel. = Veow T (VL.9b)

fiihrt. Das elektrische Feld wird gewohnlich derart umdefiniert, dass dessen Produkt mit der Ladung

6 trotz des Titels dieses Abschnitts!
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die gleiche Form erhélt: mit

. 1 =
E = E* (VL.9c)
€0y
gilt qE = q*E*. Wiederum transformiert sich die magnetische Induktion geméfs
— o HO —
=\ B*. (VL.9d)

In der ,,Ubersetzung* der Gleichungen sollen schlieklich alle auftretenden Produkte /oo durch 1/c
ersetzt werden.
Mit diesen Rezepten wird die Lorentz-Kraftdichte (VI.2) zu

. . 1 .
fﬁ:q*(E*ﬂ/:f,cﬁxB*), (VI.10a)

mit dem charakteristischen Faktor 1/¢ vor dem magnetischen Feld. Im neuen Grofensystem lauten
die Maxwell-Gleichungen nach einiger trivialen Umschreibung

V- E* =qypf (VI.10Db)
V-B*=0 (VL.10c)
L 10B* -

VxE*+1/$C 5 =0 (VL.10d)
o s [W10ET VY,

V x B — EE 8t = - jel.‘ (VI].OC)

Dazu werden natiirlich auch weitere Gleichungen geéndert, wie z.B. der Ausdruck des Coulomb-
Potentials (VII.14b) zwischen zwei statischen Punktladungen ¢, g2 im Abstand 712 voneinander,
das zu

Va1 gs
= —== I.11
V 47TT12 (V )

wird.
Die Konversionsfaktoren und die Konventionen fiir €y, pg und ¢ fiir die am meisten benutzten
Systeme werden in der Tabelle (VI.1) zusammengefasst.

Tabelle VI.1 — Konversionsfaktoren zwischen Groéfsensystemen.

€0 1o c Yoy
1
,SI-System" - | o =4m-107 T NA2 | ¢ = 299792458 ms ! | o2 | B2
HoC c
Gaufs-System 1 1 c 4 | 47w
Heaviside*?)-Lorentz-System 1 1 c 1 1

Bemerkung: In den Gaufs- und Heaviside—Lorentz-Systemen haben die Felder E* und B* die gleiche
physikalische Dimension, weshalb sie hoch beliebt sind. Dementsprechend nehmen die linken Seiten
der Gl (VI.10d) und (VI.10e) eine dhnliche Form an — bis auf das Minus-Zeichen —, was auch
sehr angenehm ist.

Dagegen gilt die Beziehung eguoc® = 1 [vgl. Gl (IX.29¢)] nicht mehr — was der Autor dieser
Zeilen Schade findet —, es sei denn, man wéhlt ein System von (sog. ,natiirlichen”) Einheiten mit
c=1.

D0, HEAVISIDE, 1850-1925
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