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V.2 Phasenraum

Jeder Bewegungszustand eines mechanischen Systems léasst sich durch einen Punkt ({qo‘}, { pa}) im
Phasenraum I' darstellen, wahrend die Bewegung im physikalischen Raum durch eine Phasenraum-
trajektorie dargestellt wird. Insbesondere konnen die Gleichgewichtspositionen eines Systems sowie
ihre Stabilitdt anhand des Verhaltens der Trajektorie im Phasenraum des Systems einfach erkannt
werden.

In § V.2.1 werden die Phasenraumtrajektorien einiger eindimensionaler Probleme vorgestellt und
ihre Eigenschaften diskutiert. Dann wird in § V.2.2 ein wichtiges Ergebnis dargelegt, das Liouville-
Theorem, das insbesondere in der klassischen statistischen Physik eine grofte Rolle spielt.

V.2.1 Phasenraumtrajektorien

V.2.1 a Erste Eigenschaften
Sei (q(to), p(to)) der Bewegungszustand eines Systems zu irgendeinem Zeitpunkt y. Laut den

kanonischen Gleichungen (V.4) ist der Zustand des Systems zu einer spéteren Zeit vollig bestimmt:
z.B. gilt nach einer infinitesimal kleinen Zeitspanne §t

dg” (¢ Ot (to, a(to), p(t
¢“(to+5t) = ¢°(to) + — (to) 50 ¢ (to) + (to, a(to), P( 0))5t
dt OPa
dpa (1 OH (to, qlto), p(t
Pa(to+6t) ~ palto) + Pdg 0) 5 — pulto) (to %(qz) p( 0))&,

fir alle a € {1,..., s}, wobei H die Hamilton-Funktion des Systems ist.

Wenn H nicht explizit von der Zeit abhéngt, wie wir in diesem Abschnitt annehmen werden, sind
ihre partiellen Ableitungen in einem Punkt von I" vollig durch die Koordinaten des Punkts bestimmt.
Somit kann in diesem Fall durch jeden (physikalisch realisierbaren) Punkt des Phasenraums nur eine
einzige Trajektorie gehen, d.h. Phasenraumtrajektorien kreuzen sich nicht.*®)

(“8)Die scheinbaren Ausnahmen zu dieser Regel in Abb. V.3 und V.4 werden hiernach erklért.


Nicolas Borghini
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Bei periodischen Bewegungen befindet sich das System nach einer Periodendauer T erneut im
gleichen Bewegungszustand. Dementsprechend kommt die Phasenraumtrajektorie des Systems zu-
riick zum gleichen Punkt: die Trajektorie in I' ist dann eine geschlossene Kurve.

Ein Sonderfall davon besteht aus den in Abschn. IV.1 eingefiihrten Gleichgewichtslosungen des
Problems: da die Position zeitunabhéngig ist, bleiben die generalisierten Koordinaten g konstant.
dazu verschwinden die verallgemeinerten Kréfte, d.h. die Zeitableitung der Impulse, so dass auch die
letzteren konstant bleiben. Demzufolge wird eine solche stationdre Losung im Phasenraum durch
einen einzigen Punkt, einen Fizpunkt, dargestellt.

Dabei lassen sich stabile und instabile Gleichgewichtslosungen noch leicht voneinander unter-
scheiden. In der Nachbarschaft eines stabilen Gleichgewichts finden n&dmlich kleine Schwingungen
statt, die wie oben gesagt durch geschlossene Kurven im Phasenraum dargestellt sind. Im Gegensatz
dazu befinden sich in der Nahe einer instabilen Gleichgewichtsposition sowohl Trajektorien, die sich
dem Fixpunkt néhern, als andere, die sich davon entfernen.

V.2.1 b Beispiele

Der Phasenraum I' eines Systems mit s Freiheitsgraden ist 2s-dimensional: somit lassen sich
Phasenrdume giinstig nur fiir Probleme mit s = 1 Freiheitsgrad darstellen. Im Folgenden werden
die Phasenrdume von drei solchen Problemen mit zeitunabhéngiger Hamilton-Funktion diskutiert.

Harmonischer Oszillator
Betrachten wir zuerst den eindimensionalen harmonischen Oszillator mit Hamilton-Funktion

p? 1 2 2
=L 4+ ) Aq
Hg,p) = 5~ + 5mwq (V.13)
Das System wurde schon in § V.1.4b untersucht; die Losungen der Bewegungsgleichungen sind der
Form

q(t) = Acosw(t —tg) , p(t) =—mwAsinw(t —ty), (V.14)

wobei A der Wert von g zur Zeit t( ist, wihrend die letztere so gewahlt wird, dass p(tg) = 0.

In der (g, p)-Ebene, entsprechend dem Phasenraum des Oszillators, ist die durch ¢ parametrisierte
Kurve (V.14) fiir einen bestimmten Wert von A eine Ellipse mit Halbachsen A und mwA, deren
Zentrum im Nullpunkt ¢ = 0, p = 0 liegt. In Abb. V.1 werden einige solche Phasenraumtrajektorien

~
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Abbildung V.1 — Phasenraumtrajektorien eines eindimensionalen harmonischen Oszillators.
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dargestellt, insbesondere der Sonderfall mit A = 0, welcher der (stabilen) Gleichgewichtslosung des
Systems entspricht.

Doppelmuldenpotential

Als néchstes Beispiel betrachten wir die eindimensionale Bewegung eines Massenpunkts in dem
,Doppelmuldenpotential®

A :
Vig) =Vo— %(q —q0)° + e q)* mit A\ p >0, (V.15)

wobei qg, Vp € R. Dieses Potential hat ein lokales Maximum bei ¢ = g9 und zwei globale Minima
bei ¢1 = qo — /1/A und g2 = qo + \/ 1/, wie in Abb. V.2 gezeigt wird.

V(g)

Vo

q1 qo q2 q
Abbildung V.2 — Verlauf des Doppelmuldenpotentials (V.15)

Sei Vinin = V(q1) = V(q2). Je nach dem Wert der Energie ' > Viyi, des Massenpunkts treten un-
terschiedliche Verhalten auf, denen wiederum verschiedenartige Phasenraumtrajektorien zugeordnet

sind, s. Abb. V.3.

e Wenn E = Vj,;y kann sich der Massenpunkt entweder in ¢; oder in ¢o, d.h. in einer der stabilen
Gleichgewichtspositionen, befinden. Im Phasenraum werden diese Moglichkeiten durch (rot
gemalte) Fixpunkte dargestellt.

e Wenn Vi, < E < Vo =V(qo) kann sich der Massenpunkt in einer der Mulden periodisch
bewegen. Somit sind die entsprechenden Phasenraumtrajektorien geschlossene Kurven um
den jeweiligen Fixpunkt.

e Der Energie F = V entsprechen zwei Moglichkeiten:

— Falls der Massenpunkt sich genau in ¢y befindet, dann hat er keine kinetische Energie.
Dementsprechend wird das System in dieser Gleichgewichtsposition, die in Abb. V.3 mit
einem schwarzen Punkt dargestellt ist, stationar bleiben.

— Ist der Massenpunkt nicht in qg, sondern in einer der beiden Mulden, wird er sich bewegen.
Sei z.B. angenommen, dass er sich in der rechten Mulde mit ¢ > ¢y befindet — die
Diskussion fiir den Fall ¢ < ¢q ist analog. Wenn der Impuls p des Massenpunkts negativ
ist, bewegt er sich nach links, bis er (asymptotisch) den Fixpunkt bei ¢ = go erreicht.
Wenn dagegen p positiv ist, wird der Massenpunkt sich erstens weiter in die positive
g-Richtung bewegen, bis er den Punkt rechts von g2 erreicht, wo V(q) = Vp: in diesem
Punkt(*®) verschwindet sein Impuls, der danach negativ wird, so dass die Bewegung nun
nach links bis zum Fixpunkt in ¢ = ¢ stattfindet.

(“49Tm physikalischen Raum handelt es sich um einen Umkehrpunkt.
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Abbildung V.3 — Phasenraum fiir die Bewegung im Doppelmuldenpotential (V.15).

Diesen Bewegungen wird im Phasenraum der Abb. V.3 die gestrichelte (rote) Kurve
zugeordnet. Dabei bleibt der Massenpunkt je nach der Anfangsbedingung entweder rechts
oder links von ¢y, und er nahert sich dem instabilen Fixpunkt nur fir ¢ — +o0o. Somit
treffen sich die zwei Teile der gestrichelten Kurve mit ¢ > qg bzw. ¢ < qg in der Tat nicht.

e Wenn E > Vj kann sich der Massenpunkt in der ganzen Doppelmulde periodisch bewegen.
Die zugehorigen Phasenraumtrajektorien sind geschlossene Kurven, welche die beiden stabilen
Fixpunkte umkreisen und bei ¢ = ¢y einen nicht-verschwindenden Impuls p — entweder positiv
oder negativ — haben.

Die gestrichelte Kurve in Abb. V.3 trennt Phasenraumgebiete mit unterschiedlichen Verhalten —
Bewegung in einer der kleinen Mulden oder in der ganzen Doppelmulde — voneinander. Eine solche
Kurve wird Separatriz genannt.

Ebenes Pendel

Schlieflich betrachten wir ein ebenes Pendel mit einer Masse m am Ende eines masselosen Stabs
der Lénge [ in einem Schwerefeld (vgl. § I11.2.4). Wenn ¢ den Ablenkwinkel von der Richtung des
Schwerefeldes bezeichnet, fiihrt die Standard-Lagrange-Funktion L’((p,gb) = %mlngQ + mgl cos
[GL. (I1L.29)] zum konjugierten Impuls p, = ml?¢ und somit zur Hamilton-Funktion

2

b
H(p,py) = ﬁ — mgl cos . (V.16)

Das System hat eine stabile Gleichgewichtsposition bei ¢ = 0 und eine instabile bei ¢ = 7.

Auf erster Sicht konnte man die Werte des Winkels ¢ auf das Intervall [—m, 7] einschrdnken. Dies
reicht aus, um die periodischen Schwingungen mit Amplitude ¢y < 7 um die stabile Gleichgewichts-
position zu beschreiben. Wie iiblich werden solche Oszillationen im Phasenraum durch geschlossene
Kurven um den Fixpunkt (¢ =0, p,= 0) dargestellt (Abb. V.4).

Wenn die Energie der Masse grofs genug ist, kann das Pendel periodisch um den Aufhéngepunkt
drehen, anstatt Schwingungen durchzufithren. Um solche Bewegungen giinstiger — d.h. ohne Sprung
des Winkels — zu beschreiben, erweitert man die Wertemenge von ¢ auf die ganze reelle Gerade
R, wie in Abb. V.4 gemacht wird. Dann werden diese periodischen Rotationsbewegungen durch
p-periodische Kurven dargestellt — und nicht mehr durch geschlossene Kurven.

Die Drehbewegungen werden von den Schwingungsbewegungen durch Separatrizen getrennt, die
durch die periodisch wiederholte Darstellung des instabilen Fixpunkts gehen. Wie in der Diskussion
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Abbildung V.4 — Phasenraum eines ebenen Pendels

des Phasenraums fiir die Bewegung im Doppelmuldenpotential entspricht die Portion einer Sepa-
ratrix zwischen zwei sukzessiven Fixpunkten einer moglichen Bewegung, die einen Fixpunkt fiir
t — +o0 erreicht: solche Phasenraumtrajektorien kreuzen eigentlich nicht die ¢-Achse.

V.2.2 Satz von Liouville

Betrachten wir zu einer bestimmten Zeit ¢y ein (2s-dimensionaler) Bereich dI'(tp) im Phasen-
raum ' eines mechanischen Systems mit s Freiheitsgraden und zeitunabhéngiger Hamilton-Funktion
H. Die Punkte dieses Bereichs stellen unterschiedliche mogliche Bewegungszustdnde des Systems
dar — die man sich auch als die jeweiligen Bewegungszustdnde von identischen Kopien des Systems
vorstellen kann.

Zu einem spateren Zeitpunkt ¢; hat jede Phasenraumtrajektorie, dessen Punkt zu ¢y in dI'(tp)
lag, einen neuen Punkt des Phasenraums erreicht: sei dI'(¢;) der neue Bereich, den diese Punkte
aufspannen. Dann ist das Volumen®?) von dT'(t;) gleich dem von dT'(ty), in Ubereinstimmung mit
dem

Theorem (Satz von Liouville()):(51)

Fiir ein konservatives Hamiltonsches System bleibt das von benachbarten Phasen-

raumtrajektorien eingeschlossene Volumen konstant in der Zeitentwicklung. (V.17)

Eine erste Anwendung dieses Satzes wird in Abb. V.5 am Beispiel des eindimensionalen har-
monischen Oszillators illustriert. In diesem Fall sind alle Phasenraumtrajektorien Ellipsen mit
dem gleichen Zentrum, der gleichen Orientierung und der gleichen Exzentrizitdt, und die ,,Winkel-
geschwindigkeit” in der (g, p)-Ebene entlang dieser Trajektorien ist ebenfalls immer die gleiche: die
Punkte des Phasenraums drehen sich um den Fixpunkt (¢ =0,p=0) wie die Punkte eines rotie-
renden starren Korpers. Infolgedessen bewegen sich Phasenraumvolumina in dieser Zeitentwicklung
ohne sich zu dndern, was genau dem Satz von Liouville entspricht.

Der harmonische Oszillator stellt einen Ausnahmefall dar, indem sich die Phasenraumgebiete in
der Zeitentwicklung des Systems nicht verformen. Ein klassischeres Verhalten ist das des in Abb. V.6
gezeigten ebenen Pendels: in der Zeitentwicklung dndert ein typisches Phasenraumgebiet seine Form,
auch wenn sein Volumen geméaft dem Satz von Liouville unveréndert bleibt.

G9Um diese Volumina zu quantifizieren, miisste man ein Maf fiir die Gebiete von I spezifizieren.
1 Dieses Theorem wird hier ohne Beweis angegeben.

() J. LIoUVILLE, 1809-1882
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Abbildung V.5 — Zeitentwicklung eines Volumenelements im Phasenraum des harmonischen
Oszillators.

Bemerkungen:

* Betrachtet man die Punkte des Phasenraums eines Systems als Bestandteile eines fiktiven ,konti-
nuierlichen Mediums", so entspricht die Zeitentwicklung des Systems der Bewegung dieses Mediums.
Wie oben schon gesagt, ist im Fall des eindimensionalen harmonischen Oszillators das entsprechende
Phasenraum-Medium ein starrer Korper, und dessen Bewegung ist eine Drehbewegung.

Im allgemeineren Fall, z.B. fiir das ebene Pendel, ist das Phasenraum-Medium aber deformierbar,
so dass es sich eher um ein Fluid®? handelt. Da das Volumen jedes Teilbereichs dieses Fluids sich
laut dem Liouville-Theorem in der Bewegung nicht dndert, kann dieses Fluid nicht komprimiert
(oder ausgedehnt) werden: es verhalt sich wie ein sog. inkompressibles Fluid.

* Am Beispiel des ebenen Pendels in Abb. V.6 wird auch ein anderes mogliches Verhalten illustriert.
Zur Zeit to ist das Phasenraumgebiet dI'(tp) noch relativ eng um einen Zentralpunkt konzentriert,
d.h. die verschiedenen Punkte im Bereich haben ziemlich &hnliche Positionen und Impulse. Als die
Zeit vergeht verformt sich der Bereich in dessen Bewegung durch den Phasenraum immer mehr, so
dass Trajektorien, die am Anfang nah aneinander lagen, sich nach einer Weile wie in dI'(t2) weit

(52) .. wie z.B., in der echten physikalischen Welt, eine Fliissigkeit oder ein Gas.
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Abbildung V.6 — Entwicklung eines Volumenelements im Phasenraum des ebenen Pendels
zu drei sukzessiven Zeiten to > t1 > t¢ (von oben nach unten).

voneinander entfernen. Somit kann eine kleine Unbestimmtheit {iber den , Anfangs-“Zustand eines
Systems nach einiger Zeit groft werden, entsprechend Chaos im System. Dabei bleibt die Dynamik
aber vollig deterministisch, weil die Bewegungsgleichungen — die Hamiltonschen Gleichungen —
selbst vollig deterministisch sind.

Zum Quantifizieren des Verhaltens sollte man einen Abstand dr im Phasenraum einfithren. Chaos
wird dadurch charakterisiert, dass der Abstand zwischen zwei typischen Trajektorien mit der Zeit



118 Hamilton-Formalismus

gemaéfs
dr(t) ~ dr(to) e)\(t_to) (V18>

wichst, wobei A > 0 der Ljapunow™)- Exzponent mit physikalischer Dimension T~! ist. Dann stellt
die Ljapunow-Zeit A= die typische Zeitskala dar, {iber die sich sinnvolle Vorhersagen iiber das
System machen lassen.

V.3 Poisson-Mechanik

Die Hamilton-Mechanik kann noch in einer alternativen Form formuliert werden, in welcher der Pha-
senraum I' eines Systems und die darauf definierten Funktionen (§ V.3.1) eine zentrale Rolle spielen.
Dabei wird eine bilineare Abbildung auf I' eingefiihrt, die Poisson®)-Klammer, die mit zwei Pha-
senraumfunktionen eine neue Phasenraumfunktion assoziiert (§ V.3.2). Anhand dieser Abbildung
lasst sich die Zeitableitung irgendeiner Funktion auf I' einfach ausdriicken, und insbesondere die
Hamiltonschen Bewegungsgleichungen symmetrisch umschreiben (§ V.3.3). Abschnitt V.3.4 befasst
sich mit den Koordinatentransformationen, welche die Form der Bewegungsgleichungen invariant
lassen. Schliefslich wird der Zusammenhang zwischen den Symmetrien eines physikalischen Systems
und den Erhaltungsgrofsen im Rahmen des Hamilton-Formalismus wiedergefunden (§ V.3.5).

Es sei hier schon erwédhnt, dass das grofte Interesse der hier eingefithrten Formulierung daran
liegt, dass sie den ,klassischen Limes“ des Hamilton-Formalismus der Quantenmechanik darstellt.

V.3.1 Phasenraum-Funktionen

Die verallgemeinerten Koordinaten {¢®} und die dazu konjugierten Impulse {p, } bestimmen den
Bewegungszustand eines mechanischen Systems vollstéandig. Somit ldsst sich jede mogliche Grofe, die
diesen Zustand charakterisiert — wie z.B. die Position, der Drehimpuls oder die gesamte Energie —,
durch die Phasenraumkoordinaten des Systems ausdriicken.

Dementsprechend ist es sinnvoll, Funktionen von der Zeit ¢ und den 2s Phasenraumkoordina-
ten {q%}, {pa} mit @ = 1,...,s zu betrachten. Im Rest dieses Kapitels werden solche Funktionen
der Kiirze halber ,Phasenraum-Funktionen oder ,Funktionen auf dem Phasenraum® genannt, auch
wenn die Zeit auch Argument der Funktion ist. Dazu wird angenommen, dass sie beliebig differen-
zierbar sind, ohne dass das jedes Mal erwahnt wird.

Bemerkung: Wenn die Funktion einer messbaren physikalischen Grofse entspricht, anstatt nur ein
mathematisches Konstrukt zu sein, wird sie auch Observable genannt.

V.3.2 Poisson-Klammer

Definition: Seien f und g zwei Funktionen von der Zeit ¢ und den 2s Phasenraumkoordinaten {q“},
{pa} mit « = 1,...,s. Thre Poisson-Klammer ist ebenfalls eine Phasenraum-Funktion derselben
Variablen, definiert durch

_~~(0f 9g Of 9y
(k=3 (e ~ o) (o

wobei die (¢, q, p)-Abhéngigkeit aller Funktionen nicht geschrieben wurde.

Bemerkungen:

* In der Literatur sind die Poisson-Klammern manchmal mit einem globalen Minus-Vorzeichen
vor der rechten Seite definiert. Um nur internationale Standardreferenzen zu nennen ist die hier

(“JA. M. Lsapunow (auch Lyapunov), 1857-1918 )S. Poisson, 1781-1740
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verwendete Konvention die gleiche wie bei Arnold [1] oder Goldstein [4, 5|, wihrend Landau &
Lifschitz [13, 26| die alternative Konvention benutzen.

Auf dhnliche Weise ist die Notation nicht universell: somit benutzen viele Autoren rechteckige Klam-
mern [, -] — z.B. Arnold, Goldstein oder Landau & Lifschitz — um die formelle Analogie mit dem
Kommutator der Quantenmechanik zu betonen.

* Hiernach wird die Poisson-Klammer (V.19) manchmal auch mit {f, g}qp bezeichnet, d.h. mit
expliziter Angabe der relevanten Phasenraumkoordinaten. ’

Fiir die spatere Diskussion iiber kanonische Transformationen in § V.3.4 ist es glinstig, die
Poisson-Klammer in einer Matrixform zu schreiben. Dafiir fiihrt man die s-dimensionalen Spalten-

vektoren
af/0m of/op
Vaof = : und Vpf = : (V.20)
of/0qgs of /Ops

ein. Diese konnen wiederum in einen Spaltenvektor mit insgesamt 2s Komponenten kombiniert
werden. Dann ist die Poisson-Klammer von f und g gegeben durch

s\ [ Va
{f.9} = (Vaf)' (fo)T)< oot ) ( g) : (V.21)

wobei (Vg f)T und (V)T die zu den Spaltenvektoren (V.20) transponierten Zeilenvektoren sind,
wahrend 1 die s x s-Einheitsmatrix bezeichnet.

V.3.2 b Eigenschaften

Die Poisson-Klammer besitzt einige mathematischen Eigenschaften, die sich generell problemlos
beweisen lassen und deshalb hiernach nur aufgelistet werden. Der Kiirze halber wird die Abhéngig-
keit der verschiedener Funktionen von ihren Variablen (¢, q, p) nicht geschrieben.

Bilinearitédt Seien f, g1, g2 bzw. fi, f2, g drei Funktionen auf dem Phasenraum und Ay, Ay € C.
Dann gelten

{MA A+ NS, 9} = {9} + Xl fo g}, (V.22a)

{f; g1 + A2g2} = M{fo g1} + X[, 92} (V.22b)

Antisymmetrie / Antikommutativitidt Fiir jedes Paar (f,g) von Funktionen auf dem Phasen-
raum gilt

{f.9} =—{9, 1} (V.23)

Daraus folgt trivial {f, f} =0.

Nullelemente Sei K eine Zahl; die Funktion auf dem Phasenraum, die identisch konstant gleich K
ist, ist ein Nullelement, d.h. ihre Poisson-Klammer mit jeder Funktion f auf dem Phasenraum
verschwindet

{f.K}=0. (V.24)
Produktregel Fiir jedes Triplett (f, g, h) von Funktionen auf dem Phasenraum gelten
{f,gh} = {f,g}h+g{f,h} (V.25)
sowie die

Jacobi-Identitéat
{{f,9}, h} + {{g, 0}, f} + {{n. f},9} = 0. (V.26)
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Im Gegensatz zu den anderen Eigenschaften, die sich in einer Zeile nachpriifen lassen,
ist der Beweis dieser Identitdt mithsam. Jeder der drei Terme ist eine Summe iiber zwei
Freiheitsgrade-Indizes von 8 Beitragen, die selbst Produkte von zwei Ableitungen und ei-
ner doppelten Ableitung sind. Das Spiel besteht darin, Indizes zu umbenennen und die
Vertauschung der Ordnung der Ableitungen zu benutzen, um das gesuchte Ergebnis zu
finden.

Bemerkungen:

x Fiir die dritte Eigenschaft ist eigentlich nur die Unabhéngigkeit der Funktion K von den Phasen-

raumkoordinaten nétig: die ,Konstante kann noch von der Zeit abhéngen — entsprechend einer
auf dem Phasenraum gleichférmigen Funktion —, ohne den Nullwert deren Poisson-Klammer mit
jeder anderen Funktion zu &ndern.

* Versehen mit der Addition und der Poisson-Klammer bildet die Menge der Funktionen auf dem
Phasenraum eines Systems eine Algebra.

V.3.2 c Fundamentale Poisson-Klammern

Seien {¢®}a=1,.. s verallgemeinerte Koordinaten und {pq}a=1,. s die zugehérigen konjugierten
Impulse. Aus der Definition der Poisson-Klammer zweier Funktionen (V.19) und der Tatsache,
dass die Phasenraumkoordinaten unabhingig voneinander sind, folgen die fundamentalen Poisson-
Klammern

{¢%,d°} = {pa,ps} =0

(V.27)
{a%,ps} =05

Bemerkung: Da die Poisson-Klammer zweier Funktionen selbst eine Funktion von der Zeit und der
Phasenraumkoordinaten ist, bedeutet 53 hier eine Funktion, die fiir a # 8 identisch Null, fir « = 3
identisch gleich 1 ist.

Der Beweis der Beziehungen (V.27) ist trivial. Beispielsweise gilt
S S
o 9q* Opg  9q* 317;3) sy
q 7p6 = ( - = (S (5 5
{ } ; 8(1’*/ 8p,y ap,y aq'Y ; Y

wobei die zweite Gleichung die Unabhéngigkeit der Koordinaten ausdriickt und zu {q“, pﬂ} = 0%
fiihrt.

Definition: Wenn Phasenraumkoordinaten {¢“}, {p,} die Gleichungen (V.27) erfiillen, so heifien sie
kanonische Variablen.

V.3.3 Poisson-Klammer und Zeitentwicklung

Mit Hilfe der Poisson-Klammer lésst sich die Zeitentwicklung einer Phasenraumfunktion elegant
umschreiben.

V.3.3 a Zeitentwicklung einer Phasenraumfunktion

Sei jetzt f eine beliebige Funktion auf dem Phasenraum eines physikalischen Systems, dessen
Hamilton-Funktion #H als bekannt angenommen wird. Die Anwendung der Kettenregel gibt fiir die
totale Ableitung von f nach der Zeit

df(t,a(t),p(t)) _ of(ta(t),p(t) <~ of(talt),p() ., — 0f(t.a(t),p(t)
( a0.p ) _9f( a0.p )+Z ( %qap )q(tHZ ( gpap )

Pal(t)-

a=1 a=1
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Dabei konnen die Zeitableitungen ¢*(t), pa(t) der Koordinatenfunktionen mithilfe der Hamilton-
schen Bewegungsgleichungen (V.4) umgeschrieben werden:

df_8f+i<8f L a%)
a=1

at ot 09° Opa Opa O™

wobei alle Funktionen im gleichen Punkt (t, q(t),p(t)) auszuwerten sind. Unter Verwendung der
Definition (V.19) der Poisson-Klammer lautet diese Zeitableitung

7 _of

== {f, 1} (V.28)

Insbesondere werden die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen (V.4) zu

d¢*

3 — M )

d fira=1,...,s, (V.29)
Pa

ik {pa,H}

weil die Projektionen ¢“ (t, q(t),p(t)) = ¢%, pa (t, q(t),p(t)) = p, auf die Koordinatenachsen der
Position im Phasenraum trotz ihrer Notation keine explizite Funktion der Zeit sind. In dieser Form
besitzen die Bewegungsgleichungen fiir alle Koordinatenfunktionen die gleiche Form.
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