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IV.2 Starre Korper

Ein physikalischer Festkorper ist ein System aus vielen Atomen — fiir ein Stiick auf menschlicher
Skala, etwa 10%3-10%6 Atomen. Dementsprechend ist die Beschreibung als ein Mehrteilchensystem
wie in Abschn. unrealistisch. Stattdessen werden idealisierte Modelle des Festkorpers benutzt.

Das einfachste davon ist das Modell eines starren Kdrpers. Dabei handelt es sich um ein System
aus (vielen) Massenpunkten m, mit konstanten Abstédnden zueinander. Diese Zwangsbedingungen
iiber die Absténde folgen aus inneren Kréiften. Dank den letzteren bleibt die Anzahl der eigentlichen
Freiheitsgrade im Modell trotz der hohen Teilchenzahl immer klein (§ Fiir die Beschreibung
der globalen Bewegung des Korpers ist eine Kenntnis der inneren Zwangskréfte nicht notig. Des-
halb eignet sich die Lagrange’sche Vorgehensweise besser als der newtonsche Formalismus, um die
Bewegungsgleichungen fiir den starren Korper herzuleiten (§

Anstatt den Korper als eine Menge von diskreten punktformigen Teilchen zu beschreiben, ist es
auch giinstig, das Modell eines kontinuierlichen Mediums einzufiihren, z.B. um einige Eigenschaften
zu berechnen, die in der Bewegung von Relevanz sind. Im Fall des starren Korpers ist das Kontinuum
definitionsgemaf nicht deformierbar. Eine weitere Modellierung des physikalischen Festkorpers, die
in diesem Kapitel nicht diskutiert wird, ist die eines verformbaren Kontinuums, in dessen Rahmen
Eigenschaften wie Elastizitat, Plastizitét. .. untersucht werden koénnen.


Nicolas Borghini
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IV.2.1 Beschreibung des starren Koérpers

1V.2.1 a Anzahl der Freiheitsgrade
Das Modell des starren Korpers reduziert die a priori groke (3N) Anzahl der Freiheitsgrade

eines N-Teilchen-Systems zu einer kleinen Anzahl, und zwar meistens nur 6 fir die Falle, wo die
Vereinfachung von Nutze ist.

Im Fall von zwei Massenpunkten 1 und 2 mit der Zwangsbedingung eines zeitlich konstanten
Abstands |Z9(t) — Z1(t)| besitzt das System insgesamt s = 3N — 1 = 5 Freiheitsgrade. Diese konnen
z.B. die drei Koordinaten des Schwerpunkts und zwei Winkel fiir die Orientierung des Verbindungs-
vektors zwischen 1 und 2 sein.

Fiir drei Massenpunkte 1, 2 und 3 gibt es drei Zwangsbedingungen iiber die Abstédnde, und zwar
|Z2(t)—Z1(t)], |Z3(t)—Z1(¢t)| und |Z3(¢)—Z1(t)|. Unter deren Beriicksichtigung bleiben im allgemeinen
Fall s = 3N — 3 = 6 Freiheitsgrade iibrig. Beispielsweise kann man drei Schwerpunktskoordinaten
betrachten, zusammen mit drei Winkeln fiir die Orientierung im Raum der Ebene, in welcher die
drei Massenpunkte liegen.

Fiigt man einen vierten Massenpunkt hinzu, so ist seine Position durch 3 Zwangsbedingungen
|Z4(t) —Z1(¢)|, |Za(t) —Z2(t)| und |Z4(t) — Z3(t)| vOllig bestimmt — bis auf eine Spiegelung beziiglich
der durch die drei ersten Punkte definierten Ebene. Somit gibt es immer noch 6 Freiheitsgrade.

Das gleiche gilt fiir eine beliebige Anzahl N > 4. Wenn man einen N-ten Massenpunkt zu
N —1 schon anwesenden Punkten addiert, dann bestimmen drei Zwangsbedingungen |7 (t) —Z1(t)|,
|Zn(t) — Z2(t)| und |Zxn(t) — Z3(t)| seine Position: die weiteren Absténde sind dadurch automatisch
festgelegt bzw. sind nicht unabhéngig davon. Deshalb werden die drei moglichen Freiheitsgrade
dieses zusétzlichen Massenpunkts durch genau drei Bedingungen annulliert, d.h. die Anzahl der
Freiheitsgrade &dndert sich nicht, und bleibt gleich 6.

Bemerkung: Im Sonderfall, wo die N > 2 Massenpunkte alle auf einer Geraden sitzen, gibt es
eigentlich wie fiir N = 2 nur 5 Freiheitsgrade. Dieser Fall wird im Folgenden stillschweigend ausge-
schlossen.

Kontinuumlimes

Dank der Unabhéngigkeit der Anzahl von Freiheitsgraden von der Anzahl N von Massenpunk-
ten fiir N > 3 kann man problemlos den Limes N — oo betrachten, und danach zum Modell eines
Kontinuums iibergehen. Im letzteren Fall entspricht der starre Korper einem endlichen kontinuier-
lichen Volumen, das sich nicht verformen kann, wie z.B. eine Vollkugel. Dementsprechend werden
einige Eigenschaften des Korpers durch stiickweise stetige Funktionen vom Ort beschrieben — ins-
besondere durch eine Massendichte p(7) —, die genau da ungleich Null sind, wo der Korper sich
befindet.

Zur genaueren Definition des Grenzfalls sollte man das nicht-deformierbare kontinuierliche Me-
dium zuerst als Zusammensetzung aus endlich vielen (V) kleinen Massenstiicken m, beschreiben,
die sich relativ zu einander nicht bewegen; seien Z, ihre Ortsvektoren. Ersetzt man die Massen-
stiickchen durch Massenpunkte, so hat man einen starren Vielteilchen-Korper. Sei M = )" m, die
Gesamtmasse des Korpers.

Im Kontinuumlimes wird die Anzahl der Massenpunkte unendlich grof, N — oo, und ihre
Massen werden verschwindend klein, m, — 0, bei festgehaltener Gesamtmasse M. Im Grenzfall
werden die Summen iiber a, d.h. {iber alle Massenpunkte, durch Integrale {iber das durch den
Korper besetzte Volumen ¥ ersetzt. Genauer schreibt man fiir jede Funktion f der Position

> maf(Za) — /q/ p(7) f(7) A*F (IV.17)

mit der Massendichte p.
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Bemerkung: Schreibt man

p(F) = Z ma(s(g)(F - fa);

wobei 63 die dreidimensionale Dirac—Distributio bezeichnet, so kann man ein System aus dis-
kreten Massenpunkten in der Sprache des Kontinuumlimes beschreiben.

IV.2.1 b Kinematik des starren Korpers

Zur Untersuchung der Bewegung eines starren Koérpers ist es sinnvoll, zwei unterschiedliche
Bezugssysteme mit zugehorigen kartesischen Koordinatensystemen einzufiihren. Somit betrachtet
man einerseits ein raumfestes Inertialsystem By, entsprechend z.B. einem inertialen Beobachter,
der die Bewegung des Korpers misst, ohne sich damit zu bewegen. Ortsvektoren relativ zu diesem
System werden hiernach mit GroRbuchstaben bezeichnet, wie z.B. {X,(¢)} fiir die Ortsvektoren der
individuellen Massenpunkte des starren Korpers.

Andererseits wird auch ein korperfestes Bezugssystem B eingefiihrt, das sich zusammen mit dem
starren Korper bewegt. Insbesondere ist B nicht unbedingt Inertial, weil die Bewegung des Korpers
beschleunigt relativ zu By sein kann. In B wird dann ein Koordinatensystem gewahlt, insbesondere
ein Ursprungspunkt O, dessen Position beziiglich Br mit X (t) bezeichnet wird. Ortsvektoren relativ
zu B werden mit Kleinbuchstaben denotiert, z.B. Z, fiir die Positionen der Massenpunkte des starren
Korpers, die definitionsgeméf zeitunabhéngig sind.

Bemerkung: Der Nullpunkt O kann prinzipiell beliebig gewéhlt werden. Wie wir hiernach sehen wer-
den [s. Diskussion unten Gl. (IV.22)], gibt es in der Praxis ,bessere Wéhle, die zu einer einfacheren

Form der kinetischen Energie bzw. der Bewegungsgleichungen des Korpers fiihren.

Drei der fiir die Beschreibung des starren Korpers notigen 6 Freiheitsgrade beschreiben die
Translationsbewegung des Ursprungspunkts O von B relativ zu Br. Die drei anderen entsprechen
z.B. den Winkeln der Drehungen, die von den Achsen des Koordinatensystems in B; zu den Koor-

dinatenachsen von B fithren (vgl. §|IV.2.1¢).

Unter Verwendung der oben eingefiihrten Notationen kann die Position eines Massenpunkts a
des starren Korpers beziiglich des Inertialsystems als

X (t) = X(t) + R(t)Z, (IV.18)

geschrieben werden. Dabei ist % () die zeitabhéngige 3 x 3-Drehmatrix, die die Koordinatenachsen
von B in jene von By transformiert. Eine Ableitung nach der Zeit gibt nun die Geschwindigkeit des
Massenpunkts relativ zu By [vgl. Gl (I.46)]

Xo(t) = X(t) + R (t) [3(t) x T (IV.19)

wobei Zq = 0 benutzt wurde. Dabei ist @(t) die Winkelgeschwindigkeit der Rotationsbewegung des
starren Korpers. Da der letztere sich definitionsgeméfs nicht deformieren kann, ist @(¢) die gleiche
fiir alle Punkte a des Korpers.

Die Orientierung der Achsen (z,y, z) des korperfesten Bezugssystems relativ zu denen (X, Y, Z)
des raumfesten Bezugssystems kann mithilfe von drei Winkeln ¢, 6 und v, den FEuler- Winkeln,
beschrieben werden@

Zur Beschreibung wird der Einfachheit angenommen, dass die zwei Systeme den gleichen Null-
punkt haben, s. Abb. Dann schneiden sich die (z,y)-Ebene und die (X,Y)-Ebene in einer
Geraden K, der sog. Knotenlinie. Konstruktionsgeméfs ist diese orthogonal zu den z- und Z-Achsen.

066X F) = §()8(y)d(2) mit den kartesischen Koordinaten (z,y, z) von 7, vgl. Anhang
(1) Anstatt ¢, 0,1 werden die Euler-Winkel auch oft mit a, 8, v bezeichnet, entsprechend der Reihenfolge der Dre-
hungen.
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>N

Y

X K
Abbildung IV.2 — Euler-Winkel

Der erste Euler-Winkel ¢ ist der Winkel — gemessen in Richtung der Y-Achse — zwischen der
X-Achse und der Knotenlinie K, entsprechend einer Drehung % 7 () um die Z-Achse: in Matrixform
gilt

cosep sing 0
Rz(p)= | —sing cose O
0 0 1
Der zweite Euler-Winkel 6 ist der Winkel zwischen der Z-Achse und der z-Achse, entsprechend einer
Drehung % (0) um die Gerade K:

1 0 0
Rr(@) =10 cosf sind
0 —sinf cosf

Dabei ist aufzupassen, dass % g (6) nicht auf die Komponenten von Vektoren auf den (X,Y, Z)-
Achsen wirkt, sondern auf die Komponenten entlang Achsen (K, K, Z), wobei K| senkrecht auf
K und der Z-Achse steht.

Schlieflich ist der dritte Euler-Winkel ¢ der Winkel zwischen der Knotenlinie K und der z-Achse,
entsprechend einer Drehung % (1) um die z-Achse:

cosy siny 0
R.(¢Y)= | —siny cosyp 0
0 0 1

Insgesamt ist die Drehung %, die das (X,Y, Z)-System in das (z,y, z)-System transformiert,
das Produkt aus den drei Drehungen. Unter Verwendung der kiirzeren Notationen c, = cos g,
5, = sin ¢, usw. findet man

CpCoh — SpCPSeyy  SpCy F CpCoSy  SOSy
R(p,0,) =R (V)R (0) Rz(0) = | =SpCoCy — CpSy  CoCCH — SpSyy SeCy | - (IV.20)
S50 —Cy S0 cy
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Diese Drehmatrix gibt den Zusammenhang zwischen den Ortsvektoren R bzw. 7 eines Punkts relativ
zu By bzw. B:
=R (p,0,19)R. (IV.21a)

d.h.
R=%(p,0,¢) 7. (IV.21b)

IV.2.2 Bewegungsgleichungen

1V.2.2 a Kinetische Energie

Die kinetische Energie des starren Korpers beziiglich des Inertialsystems By ist die Summe aus
der kinetischen Energien der individuellen Massenpunkten, d.h.

m, >
T=>Y" TGXa(t)?
a

Dabei kann der Ausdruck der Geschwindigkeit X, (t) substituiert werden
T =3 (X(0) + R () [3(0) x za])Q.
Die Berechnung des (Betrags)Quadrats liefert dann
T— % Z maX (1) + X0 (A1) [3(0) x Z mada] ) + Z L COICOREN )2 (IV.22)

= TTrans. + TMisch. + TRot.

Der erste Term lasst sich mithilfe der Gesamtmasse einfach als Tyans. = %M X (t)2 umschreiben:
diese Translationsenergie entspricht der kinetischen Energie eines Massenpunkts der Masse M, der
sich im Ursprungspunkt O des korperfesten Bezugssystems befindet.

Bei dem zweiten Beitrag Thiscn. in Gl. (IV.22) handelt es sich um einen Mischterm, der sowohl
von der Translationsbewegung des starren Korpers als von seiner Rotationsbewegung abhéngt. Die-
ser Term verschwindet in zwei Féllen: wenn der Nullpunkt O in By ruht, d.h. falls X (¢) = 0, oder
wenn O genau im Schwerpunkt des starren Korpers liegt, so dass ), mqZ, = 0 gilt. Hiernach wird
meistens angenommen, dass einer dieser beiden Mdglichkeit erfiillt ist.

Der dritte Term in GI. (IV.22) ist die Rotationsenergie des starren Korpers. Deren Ausdruck
lasst sich zuerst vereinfachen, indem man die Invarianz des Skalarprodukts zweier Vektoren, und
daher des Betragsquadrats eines Vektors, unter Drehungen benutzt:

My . 1 o L 12
TRot. = —(%t W(t xx):f Mg |W0(t) X Tl - V.23
o = 35 (00 [600) x 2] = 5 3 mala() x 7] (1v.23)

Das Betragsquadrat kann noch mithilfe einiger Manipulationen umgeschrieben werden. Fiihrt man
z.B. die kartesischen Koordinaten w'(t), x!, der Vektoren &(¢) und Z, ein, so gilt

k

[5(t) x Za)® = [3(t) x Za] " [3(t) x Za]" = [ (£) 2] ] [Fm (£)22],

a

wobei Summen {iiber k, ¢, j, [ und m von 1 bis 3 nicht geschrieben wurden. Fangt man mit der
Summe iiber k an, so fithrt die Identitit 7 eflm = gitgim — gimgit zy

[B(t) x Z4] = (6767 — 676 () (8l 2.
Die Summen iiber ! und m liefern dann

[@(£) x Za]® = w'(2) [(za)%iﬂ' - x;xg} W (1), (1V.24)
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wobei im ersten Term w'(t)w?(t) = w'(t)d“w’ (t) benutzt wurde. Dieses Resultat kann in G1. (IV.23)
eingesetzt werden. Dann lautet die Rotationsenergie

3
Trot, = Z t) 170 (t (TV.25)

M\»ﬂ

I”—Zma[ Jo' — xg] fiir 4,5 = 1,2, 3, (IV.26a)

wobei die Summe iiber alle Massenpunkte des starren Korpers lauft. Geméfs dem Rezept (IV.17)
gilt im Grenzfall eines kontinuierlichen Korpers

I E/p(?_"') [#26Y — 2'27|d3F fiiri,5 =1,2,3 (IV.26b)

mit den kartesischen Komponenten {xi}i:172,3 des Vektors 7. Der Integrationsbereich ist entweder
das durch den starren Korper besetzte Volumen %, oder kann der ganze Raum R? sein, unter
Verwendung der Konvention, dass p(7) = 0 fiir 7 aufserhalb 7.

Alternative Herleitung der Gl. (IV.24): Das Betragsquadrat auf der linken Seite kann als Spat-
produkt interpretiert werden und in der Form

(d)’ X a"c’a)z = (JJ’ X i"'a) . (d)’ X :Tc’a) = [iﬂ’ax (d}’ X g’v'a)} ‘W= [(:’c’a-:?a)(ﬁ— (i’a-(ﬁ)] -
umgeschrieben werden, wobei die Zeitabhéngigkeit von & der Kurze halber nicht geschrieben
wurde. Dies vereinfacht sich noch zu

was dquivalent zu Gl. (IV.24) ist. ]

Insgesamt lautet die kinetische Energie des starren Kérpers beziiglich des Inertialsystems By

> 1 . L
T=-MX(t)?+5 ) o' (H)I7u(t). (IV.27)
ij=1
Dabei ist X (t) die Position in B; entweder des Schwerpunkts des starren Korpers oder eines
Punkts davon, der sich relativ zu By nicht bewegt. Im letzteren Fall wird die Translationsenergie in

Gl. (IV.27) auch Null sein.

Im Gegensatz zur Gesamtmasse, deren Wert unabhéngig vom Koordinatensystem ist, héngen
die durch Gl. (IV.26) definierten Zahlen I/ von der Wahl des korperfesten Koordinatensystems
ab, insbesondere von dessen Nullpunkt. Wie in § unten argumentiert wird, sind die 1% die
kartesischen Komponenten eines Tensors zweiter Stufe I, der Trigheitstensor genannt wird.

1V.2.2 b Bewegungsgleichungen

Entsprechend den 6 Freiheitsgraden eines starren Korpers wahlt man als verallgemeinerte Ko-
ordinaten fiir die Beschreibung seiner Bewegung einerseits die 3 kartesischen Koordinaten X? des
Ortsvektors X eines bestimmten Punkts des Korpers und andererseits drei Winkel ¢¢; die letzteren
beschreiben Drehungen des starren Kérpers um drei zueinander senkrechte z'-Achsen, die relativ
zum Korper fest bleiben. Die zugehorigen verallgemeinerten Geschwindigkeiten sind X% und Q' die
drei ¢ sind die kartesischen Komponenten der Winkelgeschwindigkeit & = 4,5 des Korpers.

Die Standard-Lagrange-Funktion des starren Korpers lautet dann

3 3
CUXD A XD {0)) = 5 S (X 40 39 VX)L (e)), vy

i=1 ij=1
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mit einem Potential V. Dabei sind die I die Komponenten des Trigheitstensors beziiglich der
korperfesten Drehachsen, die den drei Winkeln ¢° entsprechen. Ausgehend von dieser Lagrange-
Funktion liefern die Euler-Lagrange-Gleichungen (III.11) die Bewegungsgleichungen des starren
Korpers.

Translationsbewegung des starren Korpers
Betrachten wir zuerst die Bewegungsgleichung fiir die Koordinaten X°. Laut der Definition (IIL.17)

ist der zu X kanonisch konjugierte Impuls durch

oL y

= — =MX" IV.29a
P= ( )
gegeben. Dies ist offensichtlich die i-te kartesische Komponente des Gesamtimpulses g = M X des
starren Korpers. Dann lautet die damit assoziierte Euler—Lagrange-Gleichung

dp s 0L ov

= MX = = IV.29b

dt 0X? 0X* (IV-29b)
Auf der rechten Seite ist —OV/0X? die i-te Komponente der Gesamtkraft auf den starren Kor-
per. Falls X (t) die Position im Inertialsystem By des Schwerpunkts des Korpers ist, entspricht

GIL. (IV.29b)) dem iiblichen Schwerpunktsatz (I1.12)) fiir ein Mehrteilchensystem.

Rotationsbewegung des starren Kdrpers
Benutzt man die auf Gl. (IV.26) offensichtliche Symmetrie I = I7% fiir jedes mdogliches Paar
(i,4), so findet man fiir den zu ¢’ kanonisch konjugierten verallgemeinerten Impuls
0L &
i = — ©j )
L'= e > Ty, (IV.30a)

j=1
Dies ist die i-te kartesische Komponente des FEigendrehimpulses des starren Korpers um den Null-
punkt von B.

Die Zeitentwicklung dieses generalisierten Impulses wird durch die Euler-Lagrange-Gleichung

i 3

dt oot Dyl

(IV.30b)

j=1
gegeben, wobei die ,verallgemeinerte Kraft® auf der rechten Seite der Gleichung das Drehmoment
ist.

Beispiel: Homogener diinner Stab als physikalisches Pendel
Sei ein homogener unendlich diinner Stab mit Linge ¢ und linearer Massendichte (d.h. Masse
pro Langeneinheit) p. Dementsprechend ist seine Gesamtmasse M = puf.
Ein Endpunkt des Stabs ist am Nullpunkt des Koordinatensystems
eines raumfesten Inertialsystems aufgehéngt. Der Stab kann sich in der Z
(Y, Z)-Ebene, d.h. um die X-Achse, unter dem Einfluss des Schwere-
feldes —g €z drehen. Somit bildet der Stab ein ebenes Pendel (42) P
Als korperfestes Koordinatensystem wird ein System mit dem Null- 0 <
punkt O im Aufhédngepunkt, mit der xz-Achse parallel zur X-Achse des /\Y
raumfesten Systems und der y-Achse entlang des Stabs. Somit streckt
sich der Stab von y = 0 bis y = ¢. Fiir dieses eindimensionale System

kann man dann fiir eine beliebige Funktion f der Position Abbildung IV.3
l
[p@50 8% = [ o) 2 =0..2=0)dy

schreiben; mit f = 1 ergibt sich z.B. die Gesamtmasse M = u/f.

“2Im Gegensatz zum “mathematischen Pendel* des §|II1.2.4| mit masselosem Stab und Punktmasse am Ende wird
dieses System mit massebehaftetem Stab ,physikalisches Pendel“ genannt.
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Wer nicht mit einer linearen Massendichte u(y), sondern mit der iiblichen Massendichte (pro
Volumeneinheit) p(7) arbeiten mochte, kann einfach p(7) = p(y) §(x)d(z) betrachten: mit dieser
Massendichte ergibt sich genau die obige Gleichung.

Sei 6 der Ablenkwinkel des Stabs aus der Lotrichtung. Da 6 einer Drehung um die z-Achse
entspricht, gilt in den Notationen der Gl (IV.28)-(IV.30) (d.h. mit z = ') § = ¢! Dann ist
»! = 0: um eine Bewegungsgleichung fiir # zu erhalten, sollte man Gl. (IV.30b) mit ¢ = 1 benutzen.
Da wir ausschlieklich Rotationsbewegungen um die x-Achse betrachten wollen, lautet die Winkel-
geschwindigkeit & = 6 &y, d.h. mit nur einer p!'-Komponente: $?> = 3 = 0. Dementsprechend ist
nur die Komponente I'! des Trigheitstensors um den Punkt O nétig, um Gl. (IV.30b)) fiir i = 1 zu
schreiben: e 3

— =) Iyl =114
dt ; 4
Aus GI. (IV.26b) folgt dann
l 3 2
ul MY
" :/ u(y)dey: 3T 3
0

wobei 726! — (2)? = y? wenn z = z = 0 benutzt wurde.

Betrachten wir jetzt das Potential des Stabs im Schwerefeld. Fiir ein kleines Massenelement
pdy im Abstand y vom Aufhéngepunkt, d.h. bei der Héhe Z = —ycosf (vgl. Abb.|[IV.3) lautet es
V = (udy)gZ = —pgcos B ydy. Die potentielle Energie des ganzen Stabs ist dann

¢ 2
1 {cos B
V:/(—ugcose)ydy: —H9 cos = —Mg o5y
0

2

Dabei erkennt man, dass —¢cos /2 die Hohe des Schwerpunkts des Stabs ist: alles passiert, als ob
die ganze Masse in diesem Schwerpunkt konzentriert wére.

Schlieflich ist die Bewegungsgleichung (I'V.30b]) fiir 6

. M2 oV l - 3
IIIGZT:—%:—Mggsme = 9:_27.281110
Diese Gleichung hat die gleiche Form wie die Bewegungsgleichung (III1.30)) des mathematischen

Pendels und wird dhnlich gelost.

1V.2.2 ¢ Tragheitstensor

Um zu zeigen, dass die I/ die (kartesischen) Komponenten eines Tensors bilden, soll man ihr
Verhalten unter Drehungen untersuchen Sei % eine Drehmatrix. Unter ihrer Wirkung transfor-
mieren sich die Komponenten eines Ortsvektors beziiglich B geméafs
il i

.

. y
=t =R

Dementsprechend transformiert sich das Produkt 2?27 in 2% 27 = %];%Z;x%] Andererseits gilt
-/ A s T 4/ -/ T\ 4/ )
A5 = 5@ =l @) = 6"
wobei T die zu % transponierte Matrix bezeichnet, die gleichzeitig die inverse Drehmatrix %~
ist, wie in der letzten Gleichung benutzt wurde. Somit transformieren sich beide Terme mit Indizes
in der Definition (IV.26) der I/ gleich unter Drehungen, und zwar derart, dass I/ sich insgesamt
gemaf

.. ) .y T .y TN 4 i
17 — 17 :%Zigljj]” =R (R )jj 17 (IV.31)

transformiert, d.h. wie die Komponenten eines Tensors zweiter Stufe.

In tensorieller Form lautet der Tragheitstensor

1= ma[(Z)°9 7" — T ® ] (IV.32a)

(43 Binige Definitionen und Ergebnisse iiber Tensoren werden im Anhangzusammengefasst.
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falls der starrer Koérper aus diskreten Massenpunkten besteht, oder
= / ()29~ — F @] (IV.32b)

fiir einen kontinuierlichen Kérper. In diesen Formeln bezeichnet ® das Tensorprodukt (vgl.

§/A.1.3bHA.1.3¢c), withrend g~' der inverse metrische Tensor (vgl. §|A.1.4) ist, dessen Kompo-

nenten in einer kartesischen Basis g%/ = §% sind.

Identifiziert man den Tensor | mit einer 3 x 3-Matrix mit Elementen 1%/, die ebenfalls mit I
bezeichnet wird, so kann die letzte Gleichung noch in Matrixform als

L=V =RIRT (IV.33)
geschrieben werden. Gleichermafen gilt fiir die Rotationsenergie in Gl. (IV.27)

Thoy = %wi(t)lijwj (1) = %w(t)TlcU(t) (IV.34)

mit dem zu &(¢) transponierten Zeilenvektor i(t)T. Fiir den Eigendrehimpuls (IV.30a) gilt

-

L=1a. (IV.35)

Entsprechend der tensoriellen Natur von | kénnen Rotationsenergie und Drehimpuls noch in
»geometrischer” Form geschrieben werden:

1 .
Thot. = 58(0)1-6(t),  L=1-3

wobei « die Kontraktion zweier Tensoren bezeichnet.

Tragheitsmoment

Sei & der Einheitsvektor entlang einer beliebigen Richtung in R3. Das Trigheitsmoment des star-
ren Korpers beziiglich der (Dreh)Achse parallel zu dieser Richtung, die durch den Ursprungspunkt
des korperfesten Bezugssystem geht, wird durch

I=¢T9¢) =618 =818 (IV.36)

definiert, wobei {€'};—1 2,3 die Koordinaten von & bezeichnen. Beispielsweise ist das relevante Triig-
heitsmoment fiir eine Rotationsbewegung um eine Achse in Richtung des Basisvektors €3 einfach
die Komponente 3% = &1 18;. Dabei gilt

3 _ Z - [(:‘c’a)2533 _ 553932} = Zma |:(;C(11)2 + (:C?L)Q]

d.h. unter Einfiihrung der Projektion Z, | von Z, auf der (x!, 2%)-Ebene orthogonal zur Drehachse

1% =3 "mg(Za,.). (IV.37a)

Dabei ist (fa’ ¢)2 das Quadrat des Abstands des Massenpunkts a von der Drehachse. Im Kontinu-
umlimes wird dieses Tragheitsmoment zu

%= / p(7) 72 d37. (IV.37b)

Fiir eine Rotationsbewegung mit Winkelgeschwindigkeit d = we€3 um diese Richtung ist die
Rotationsenergie Tgrot. = %I 3332, Da I3 automatisch positiv ist, gilt das auch fiir diese kinetische
Energie.
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Beispiel: homogener Zylinder

Sei ein homogener Vollzylinder mit Massendichte p, Radius R und
Héhe h. Dementsprechend ist seine Gesamtmasse M = mR2hp.

Der Zylinder dreht sich um seine eigene Achse, welche die Richtung 3
definiert.

In Zylinderkoordinaten (r, 6,z = 2?) ist der Abstand eines Punkts
von der Drehachse genau gleich der Radialkoordinate r. Somit lautet
das durch GI. (IV.37b)) gegebene Trigheitsmoment des Zylinders um
diese Achse

Abbildung IV.4

h 2 R 4 2
33 :/ / / prirdr)df|dz = pﬂR h_ ME . (IV.38)
o LJo \Jo 2 2

Das letztere Ergebnis ist unabhéngig von der Hohe h (genauer ist diese versteckt in der Gesamt-
masse), so dass es auch im Grenzfall einer unendlich diinnen Scheibe h — 0 gilt.

Eigenschaften des Tragheitstensors

Wie schon erwihnt wurde ist der Trigheitstensor ein symmetrischer Tensor, d.h. I = I’ fiir
alle 7,5 = 1,2,3. Dies bedeutet zuerst, dass nur 6 seiner Komponenten unabhéngig voneinander
sind.

Ahnlich einer symmetrischen reellen Matrix besitzt ein symmetrischer reeller Tensor zweiter
Stufe nur reelle Eigenwerte und ist orthogonal diagonalisierbar. Das heifst, man kann eine Ortho-
normalbasis {€7, 65,65} finden, in welcher der Tensor, oder genauer seine Matrixdarstellung, die
Diagonalform

L 0 0
I=(0 L o0 (IV.39)
0 0 I

annimmt, mit den reellen Eigenwerten I, I, I3 der Matrix, die wie oben schon bemerkt alle positiv
sind. Diese Eigenwerte werden Haupttrigheitsmomente des starren Korpers genannt, wahrend die
zugehorigen Eigenvektoren {&};_1 5 3 Einheitsvektoren entlang der Haupttrigheitsachsen sind.

Im Hauptachsensystem — d.h. im Koordinatensystem, dessen Achsen die Haupttragheitsachsen
des starren Korpers sind — nimmt die Rotationsenergie des Korpers die einfache Form

Th = 5[0 + B2 + 1]

an. Dann folgt aus Gl. ([V.35), dass wenn die Winkelgeschwindigkeit & entlang einer Haupttrag-
heitsachse ist, so ist der Drehimpuls auch parallel dazu.

Bemerkung: Genau wie der Trégheitstensor selber hidngen seine Haupttrigheitselemente von der
Wahl des Bezugspunkts O ab. Die folgende Eigenschaft bezieht sich auf den Fall, wo der Bezugspunkt
im Schwerpunkt des starren Korpers ist.

Besitzt ein starrer Kérper Symmetrien, wie z.B. Invarianz unter der Spiegelung beziiglich einer
Ebene oder Rotationssymmetrie, so sind die entsprechenden Symmetrieelemente, insbesondere Sym-
metrieachsen, einfach mit den Haupttragheitsachsen relativ zum Korperschwerpunkt verkniipft. Um
dieses Ergebnis zu illustrieren, betrachten wir die nichtdiagonalen Elemente des Tragheitstensors,

z.B. I'2. Die Definition (IV.26b) gibt
It? :/p(?) (72512 — x1$2) d37 :/p(xl, 22 23) (-2 2?) dat da? da?

1
= 2/p(x1, 22 23) (—x'2? — 2'2?) dat da? da.
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Wie unter Gl. (IV.26b) schon diskutiert wurde, kann der Integrationsbereich mit einer geeigneten
Definition von p auf R3 erweitert werden, was wir hier annehmen. Fiihrt man die Substitution

! — u = —2! fiir den zweiten Summanden in den Klammern, so ergibt sich
1
"2 = 3 [—/ [p(z!, 2% 2%)2'2? da' da? da® —/p(—u, 2% %) (—u)x? du da? da®
1

— 2/ [—p(xl, 2% %) + p(—at, 2% 163)];1:1562 da! da? da?,
wobei in der zweiten Zeile die Integrationsvariable u des zweiten Terms in 2! umbenannt wurde.
Falls der starre Kérper symmetrisch unter Spiegelungen beziiglich der Ebene x! = 0 ist, so dass
p(—zt, 2%, 23) = p(al, 22, 23) fiir alle Werte von 22, 3, dann ist I'? = 0.

Allgemeiner findet man, dass die Symmetrieachsen des starren Korpers, falls einige vorhanden sind,

auch seine Haupttragheitsachsen sind.

Klassifikation von Tragheitstensoren
Je nach den Werten der Haupttriagheitsmomente lassen sich drei Félle unterscheiden:

o Fiir I} # Iy # I3 # I sind die Eigenvektoren {€j, €3, €3} und somit die Haupttrégheitsachsen
eindeutig*?)| definiert. Dann spricht man von einem Lunsymmetrischen Kreisel®.

Ein einfaches Beispiel davon ist ein homogener Quader, dessen Kanten unterschiedliche Langen
a # b # ¢ # a haben: die Symmetrieachsen des Quaders sind seine Haupttriagheitsachsen
(relativ zum Schwerpunkt), die zugehorigen Tragheitsmomente sind unterschiedlich.

e Fiir I} = Iy # I3 ist der Eigenvektor €3 bzw. die entsprechende Hauptachse eindeutig definiert.
Dagegen gibt es Entartung in der (z!,22)-Ebene, in welcher jedes Paar von orthogonalen
Achsen als Haupttragheitsachsen betrachtet werden kann. Dies entspricht dem Modell des
symmetrischen Kreisels.

Beispiele sind ein eindimensionaler Stab parallel zur z3-Achse: ' = 22 = 0 geben sofort

I3 =0 und I'! = I?? # 0; oder ein homogener Zylinder (im allgemeinen Fall), insbesondere
eine zweidimensionale Scheibe in der Ebene 23 = 0, fiir die man einfach ' = I1?? = %I 33
nachpriift.

e Fir Iy = I, = I3 sind die Achsen jedes Koordinatensystems Haupttréagheitsachsen, entspre-
chend einem Kugelkreisel.

Dies ist z.B. der triviale Fall des Tragheitstensors einer homogenen Kugel um drei Achsen, die
durch ihren Schwerpunkt verlduft. Falls der Radius der Kugel verschwindet, d.h. die Kugel wird
zu einem Punkt, ist 1 = 0: somit verschwinden der Eigendrehimpuls und die Rotationsenergie
eines Massenpunkts, wie bisher stillschweigend angenommen wurde!

Offensichtlich sind die drei (Haupt)Tragheitsmomente eines homogenen Wiirfels um seine drei
Symmetrieachsen alle gleich, d.h. der Matrixdarstellung des Tragheitstensors I ist in der zuge-
horigen Basis proportional zur Einheitsmatrix. Dann gilt dies noch in jeder beliebigen Basis,
so dass die Momente um jedes Triplett von Achsen, die durch seinen Schwerpunkt gehen, sind
alle gleich.

Waéhrend die Unabhéngigkeit des Tragheitsmoments von der Richtung einer durch den
Schwerpunkt durchlaufenden Drehachse intuitiv im Fall der Kugel ist, wirkt sie bei dem
Wiirfel iiberraschend. Dabei ist unser Intuition falsch, denn wir stellen uns die ganzen
Massenverteilungen p(7) vor — die offensichtlich unterschiedlich fiir eine Kugel und einen
Wiirfel sind —, wéhrend das Trégheitsmoment bzw. der Trégheitstensor nur einem sehr
geringen Anteil der in dieser Massenverteilungen enthaltenen Information entspricht. Fiir
die Rotationsbewegung der Korper reicht aber diese Information aus.

(44 bis auf ein Minus Zeichen fiir die Einheitseigenvektoren.
(45 oder zumindest die des Autors!
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Steinerscher Satz

Tragheitsmomente um die Symmetrieachsen eines starren Koérpers — d.h. entsprechend dem
Fall, wo der Ursprungspunkt des Koordinatensystems in der Definition im Schwerpunkt des
Korpers liegt — sind unter Betrachtung der betreffenden Symmetrie meist einfacher zu berechnen.
Oft dreht sich der starre Korper aber um eine Achse, die nicht durch seinen Schwerpunkt durchlauft.
Anstatt das Tragheitsmoment um die verschobene Drehachse explizit aus Definition zZu
berechnen, ist es dann schneller, das folgende Resultat zu benutzen.

Theorem (Satz von Steine:

Das Trdagheitsmoment eines starren Korpers mit Masse M um eine beliebige
Achse im Abstand L von seinem Schwerpunkt ist gegeben durch die Summe
aus ML? und dem Trigheitsmoment des Kérpers um die parallele Drehachse,
die durch den Schwerpunkt geht.

(IV.40a)

Bezeichnet man mit I bzw. I’ das Drehmoment um eine durch den Schwerpunkt durchlaufen-
de Drehachse bzw. um eine dazu parallele Achse im Abstand L vom Schwerpunkt, so lautet der
Steinersche Satz

[ I'=T+MIL% ] (IV.40b)

Zum Beweis dieses Satzes betrachte man neben dem korperfesten Bezugssystem B mit Ursprung
im Schwerpunkt des starren Korpers ein zweites korperfestes Bezugssystem B, dessen Nullpunkt
um b relativ zu B verschoben ist, wiahrend die Koordinatenachsen von B’ parallel zu denen von B
bleiben. Dann gilt fiir die Position jedes (Massen)Punkt des starren Korpers relativ zu beiden
Bezugssystemen Z) = 7, — b. Dies gibt fiir den Tragheitstensor relativ zu B’

I —Zma[ _’/ 25 _ ” /]} Zma[ xa—b 5” (a:fl—bl)(xfl—lﬂ)}
= [ —2§9}. Zmaxa—}—b Zmax +b72max +Zm 25” bj).

Dabei verschwinden der zwelte, der dritte und der vierte Beltrage der zwelten Zeile, und die Summe
der Massen im fiinften Term kann durch die Gesamtmasse ersetzt werden. Somit ergibt sich die
tensorielle Form des Steinerschen Satzes:

I' =17 4 M(b%5" — b'p)). (IV.40c)
Um das Drehmoment um eine gegebene Achse zu erhalten, multipliziert man diese Gleichung mit den

Komponenten des Einheitsvektors in Richtung der Achse, vgl. Gl. (IV.36|), woraus sich GI. (IV.40Db)
ergibt.

Beispiel: homogener Zylinder (2)

Wir betrachten nochmals den homogenen Vollzylinder (Masse M,
Radius R) der Abb. , der sich jetzt um eine Achse drehen soll,
die parallel zu seiner Symmetrieachse ist, um den Abstand L aber
verschoben ist.

Dann ist geméaf dem Steinerschen Satz das Tragheitsmoment
des Zylinders um diese Achse

MR?
1133 :I33+ML2 — +ML2,

Abbildung IV.5
wobei der Ausdruck (IV.38) des Tragheitsmoments um die Symmetrieachse benutzt wurde.

(“5)Hier wird der Beweis fiir ein System aus diskreten Massenpunkten dargelegt. Der Beweis lésst sich ohne Schwie-
rigkeit auf den Fall eines kontinuierlichen Systems iibersetzen.

(Y J. STEINER, 1796-1863



