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lll.1 Ein Resultat aus der Variationsrechnung

In diesem Abschnitt wird zunéchst die Definition eines Funktionals, d.h. einer Funktion von Funk-
tionen, gegeben (§ II1.1.1). Dann wird ein niitzliches Ergebnis dargelegt, um die Funktionen, die
eine bestimmte Funktional extremal machen, zu charakterisieren (§ I11.1.2).

I11.1.1 Funktional

Im mathematischen Sinne ist eine Funktion oder Abbildung f eine Beziehung, die jedem Element
x einer (Definitions-)Menge genau ein Element f(z) einer anderen Menge (Zielmenge) zuordnet. Im
physikalischen Kontext ist die Definitionsmenge oft eine Untermenge — ein Gebiet — eines endlich-
dimensionalen (Vektor)Raums " insbesondere R, C, R™, oder C", wobei n € IN. Das gleiche gilt fiir
die Zielmenge ¥’

Als Funktional bezeichnen Physiker eine Abbildung F', deren Definitionsmenge " ein unendlich-
dimensionaler Funktionenraum ist, wihrend die Zielmenge "' entweder R oder C ist. Der Wert eines
Funktionals F' fiir eine Funktion f € ¥ wird mit F[f], oder manchmal mit F'[f(x)], bezeichnet.

Im Folgenden wird die Zielmenge von Funktionalen immer R sein. Wiederum werden die Funk-
tionen f der Definitionsmenge bestimmte Eigenschaften besitzen: meistens sind das (mindestens
einmal) stetig differenzierbare Funktionen.

Beispiel 1: In diesem und den folgenden Beispielen ist die Definitionsmenge der jeweiligen Funk-
tionale der Raum der stetig differenzierbaren Funktionen f : R — R, die automatisch stetig und
integrierbar auf jedem endlichen Intervall sind.

Seien zwei reelle Zahlen x; < xg; die Integration tiber das Intervall [z, x| definiert ein Funktio-
nal:(28)

e Fif= [

Beispiel 2: Sei g € R. Die Abbildung, die jeder Funktion f ihren Wert im Punkt zy zuordnet, ist
ein Funktional:

fro i = fao) = [ (e — 20) f() da,

wobei in der zweiten Gleichung die Dirac®)-§-Distribution (s. Anhang C) eingefithrt wurde.

Beispiel 3: Eine reelle Funktion x — y(x) lasst sich giinstig als Kurve in der (z,y)-Ebene darstellen.
Wenn x; < z2 zwei reelle Zahlen sind, dann ist die Lange £[y] der Kurve y(x) zwischen den Punkten
P = (:cl,y(xl)) und P, = (acg,y(:cg)) ein Funktional

] E/PPQdé—/PPQ\/M—/:Q\h%— v/ ()] dz (ITL.1)

1 1

wobei 3/ die Ableitung von y nach x bezeichnet.

(28) Mathematisch wird eher das Integral als Funktional mit bestimmten Eigenschaften (wie Linearitét) definiert. . .

()P, A. M. DIrAC, 1902-1984
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Beispiel 4: Sei ® eine reelle Funktion von drei reellen Argumenten und x1 < x5 zwei reelle Zahlen.
Dann definiert die Formel 2
Fifl = [ (o f@), £ @) ds
1

ein Funktional, das wir im néchsten Paragraphen wieder diskutieren werden.

lll.1.2 Extremierung eines Funktionals

lll.1.2 a Euler-Gleichun

Sei @ eine stetig differenzierbare Funktion von drei reellen Variablen und z; < xo gegebene
reelle Zahlen. Wir betrachten das Funktional

€2

fis Flf] = / B(z, f(2), f'(2)) da. (T11.2)
1

Dabei ist f eine stetig differenzierbare reelle Funktion f — mit Ableitung f’ — auf dem Intervall

[x1, 23], deren Werte an den Grenzen gegeben sind: f(z1) = y; und f(z2) = yo mit vorgegebenen

y1 und ys. Im Folgenden werden die partiellen Ableitungen von ® nach ihrer Variablen mit 0® /0w,

0®/0f und 0®/0f" bezeichnet.

Wir wollen eine notwendige Bedingung dafiir herleiten, dass das Funktional ein Extremum —
Minimum oder Maximum — fiir eine Funktion fy hat. Das heifst, fiir alle Funktionen f(x), die
f(z1) = y1 und f(x2) = yq erfiillen, gilt F[f] > F[fo] (falls F minimal fir fy) bzw. F[f] < F[fo]
(Maximum fiir fp).

Sei df eine beliebige stetig differenzierbare Funktion [z, 23] — R, mit 6f(x1) = df(x2) = 0.
Dann ist A — F[fo + Adf] eine Funktion von R nach R. Damit F' extremal in fy sei, muss die
Ableitung dieser Funktion nach A Null fiir A = 0 sein:

dF[fo+Aof]

=0.
dA

A=0

Das Einsetzen des Ausdrucks von F[fp+Adf] als Integral [Gl. (II1.2)] und das Vertauschen von
Ableitung nach A\ und Integration tiber x geben

dFlfotAdf) 4 [ / j”q)(x, fo(@)+ X 8f (), fo2)+ A 6f () de
2 oP od .,
_ / | [aféf(x)Jraf,(if (x)]dx,

wobei die partiellen Ableitungen in der zweiten Zeile im Punkt (z, fo(z)+ X df (z), fi(z)+Aof' ()
zu berechnen sind.

Der zweite Summand im Integranden des letzten Integrals ldsst sich mithilfe einer partiellen
Integration umschreiben:

©29d B (97(1) T2 - mi (97(1)
[ Spar@an = Sharw| - [7 (5 )

Der integrierte Term verschwindet dank der Bedingung 0f(z1) = 6f(x2) = 0. Somit gilt
dF[fo+Xof]  [*2[0® d (0P
an /m af ~az\ap )| @) d.

Dies muss fiir A = 0 verschwinden, d.h. wenn die partiellen Ableitungen im Integranden im Punkt
(z, fo(z), fi(x)) ausgewertet sind. Da die Wahl der ,Variation“ &f bis auf ihre Werte an den In-
tervallgrenzen beliebig ist, findet man einfach, dass die Differenz in den eckigen Klammern selbst
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identisch verschwinden muss,??) d.h.

(z, folx), fo(x) d (a@(a: o), fi@))
of Cdx aof'

> =0 Vze |z,

Somit haben wir bewiesen das

Theorem: Sei ® eine in allen ihren drei reellen Variablen stetig differenzierbare Funktion und z1, o,
Y1, Y2 gegebene reelle Zahlen mit z1 < x9. Fiir stetig differenzierbare Funktionen f: [z1,z9] — R,
die f(z1) = y1 und f(x3) = yo erfiillen, wird das Funktional

€2

Fif) = [0 f@). ') do (I11.30)
1

definiert. Wenn F' ein Extremum fiir eine Funktion fy hat, dann erfiillt fy die Fuler-Gleichung

@ (. folx). fo(x)) _ d (afb(x,fo(x)»fé(ﬂf))
of dx af’

) Vo € [x1,z2]. (II1.3b)

Bemerkungen:
+ Bei gegebener @ ist die zugehorige Euler-Gleichung eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter
Ordnung in fj.

* Wenn die Funktion ® bestimmte Bedingungen erfiillt, kann man auch zeigen, dass eine Losung
der Euler-Gleichung (III1.3b) auch Losung des Extremierungsproblems fiir F' ist.

* Die Anwesenheit eines Extremums fiir das Funktional F' wird (durch Physiker) oft mit der kurzen
Schreibweise §F'[f] = 0 bezeichnet.

Das obige Theorem lésst sich auf den Fall eines Funktionals

2
Flfi,.... f] = / (2, fi(2), (), -, fo(@), fL(x)) da (I1L4a)
x1
von s skalaren Funktionen f,, @ = 1,..., s verallgemeinern, wobei ® jetzt eine stetig differenzierbare
Funktion von 2s + 1 reellen Variablen ist. Wenn ein Satz (fi,..., fs) das Funktional F' minimiert
oder maximiert, dann geniigen die zugehorigen Funktionen den s Euler-Gleichungen
0P d [0
— = Vo € |21, I11.4b
7. ~aslog,) veetnn (HLAP)

fir jedes a € {1,..., s}.

Das Theorem kann auch verallgemeinert werden, um den Fall eines Funktionals zu berticksich-
tigen, dessen Argumente Funktionen mehrerer Variablen x1,..., 2, sind:

0 0
F[f]:/DCI)(ml,...,xp,f(xla---axp)7 f(xgxl ,$p)7_.., f(mla,xp

mit einem p-dimensionalen Integrationsgebiet D. In dieser Definition ist ® eine stetig differenzierbare
Funktion von 2p + 1 reellen Variablen. Wenn eine Funktion f das Funktional F' minimiert oder

’xp))dml ... da,, (IIL5a)

maximiert, dann erfiillt sie die Euler-Gleichung

Z  9a; ( af/@x])> Vz € D. (IIL5D)

Schlieflich lésst sich auch die Extremlerung von Funktionalen von N Funktionen von p Variablen
behandeln, indem die zwei obigen Verallgemeinerungen kombiniert werden.

(29 Dies bildet das Fundamentallemma der Variationsrechnung.



68 Lagrange-Formalismus: Grundlagen

111.1.2 b Beispiel

Als Anwendung der Euler-Gleichung kénnen wir den (bekannten!) kiirzesten Weg zwischen zwei
Punkten (x1,y1) und (z2,y2) in der (z,y)-Ebene suchen. Das heifst, wir mochten die Kurve f(x)
finden, die f(x1) = y; und f(z2) = y2 erfiillt und das Funktional

(f] = /m\/l + [f(2)) da (ITL.1)

minimiert. Dieses Funktional ist der Form (III.3a) mit ®(z, f(z), f'(x)) = /1 + [f(2)]?. Die zuge-
horigen partiellen Ableitungen sind

o0 e W
or  of of 1+ [f'(2)]2
Leitet man die letztere nach z ab, so ergibt sich
Ly s
dx \ of’ (1 + [f’(x)]2)3/27
wobei f” die zweite Ableitung von f bezeichnet. Die Euler-Gleichung (II1.3b) lautet dann
@ (I) "
of dx\of (14 [f'(2)]?) /

Dies gibt sofort f”(x) = 0: nach doppelter Integration unter Beriicksichtigung der Randbedingungen
in 1 und zo kommt

Y2 — 1

Ty — a1 1),

fl@) =y +
d.h. die Gleichung der Geraden zwischen den zwei Endpunkten, was zu erwarten war.

Bemerkung: Zur Berechnung der totalen Ableitung nach x von 9®/9f" kann man entweder den
Ausdruck der partiellen Ableitung direkt ableiten, oder die Kettenregel anwenden und dafiir die
drei zweiten Ableitungen 0%®/0x 0f', 9°®/0f 0f und 9?°® /0% berechnen und mit jeweils 2’ = 1,
f(z) und f”(x) multiplizieren. Natiirlich fithren beide Wege zum gleichen Ergebnis.
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