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Klassische Theorie der Strahlung

In diesem Abschnitt werden die Maxwell-Gleichungen in Anwesenheit gegebener dufserer Quellen
anhand von retardierten Potentialen gelést. Dafiir wird zunéchst die retardierte Greensche Funktion
der D’Alembert-Gleichung eingefithrt (§ IX.5.1). Mit deren Hilfe konnen die elektromagnetischen
Potentiale fiir jede beliebige Ladungs- und Stromverteilung ausgedriickt werden (§ IX.5.2). Dann
befasst sich § IX.5.3 mit der Herleitung einer Naherung der Potentiale, die in grofser Entfernung
von den Quellen gilt. Schlieflich wird das durch ein bewegtes geladenes Punktteilchen erzeugte
elektromagnetische Feld bestimmt (§ IX.5.4). Dabei wird insbesondere die durch eine beschleunigte
Punktladung abgestrahlte Leistung berechnet.

IX.5.1 Greensche Funktion der klassischen Wellengleichung

Die Bewegungsgleichungen (IX.21) fiir die elektromagnetischen Potentiale in der Lorenz-Eichung
sind lineare partielle Differentialgleichungen der Form

Df(tv F) = J(tv 77) (IX.56)

mit vorgegebenem rechtem Glied J, d.h. einer inhomogenen klassischen Wellengleichung (inhomo-
genen D’Alembert-Gleichung).

Die Losung ist gleich der Summe aus der allgemeinen Losung der assoziierten homogenen Diffe-
rentialgleichung — die in § IX.4.1 b berechnet wurde — und aus einer speziellen Losung, die hiernach
bestimmt wird.

Sei G(t,7;t',7') eine Greensche Funktion der Gleichung (IX.56), d.h. eine Losung der Differen-
tialgleichung
OG(t, 7t , 7)) =6t —t) 6B F -7 (IX.57a)
geniigen. Dann ist die Faltung von G und J eine spezielle Losung der Gl. (IX.56):

Ft,7) = / Gt 74 ) J(, 7Y dt 3. (IX.57b)

Wenn [0 den d’Alembert-Operator beziiglich der nicht-gestrichenen Variablen ¢,7 bezeichnet,
gilt tatséchlich

Of(t,7) = D[/G(t,?;t’,?’)J(t’,F’)dt’ d3?’] :/DG(t,F;t’,F’)J(t’,?’)dt’d3f’
:/5(75 — )0 (F =7 J(, 7Y At B3F = J(t, 7).

Hiernach wird gezeigt, dass die Differentialgleichung (IX.57a) zwei unabhéngige Losungen hat,
die im Unendlichen verschwinden, und zwar

Gttty = — =1 a(F=T1 (o) (X550
ret.\ty 7,1l =i 47T|7_"‘—F/| e 5 .
-1 |7 — 7|
Gagv (t, T8, 7)) = ) t—t)). IX.58b
ad -(77‘7 ,T) 47_(_‘?_7—”»/’ ( c +( ) ( )
o Ghet(t,7;t',7) ist die retardierte Greensche Funktion: liegt der , Beobachtungspunkt* — wo die

Losung f von Gl. (IX.56) ausgewertet bzw. gemessen wird — im Raumzeitpunkt P = (t,7),
dann ist der Triger von Gyet. lokalisiert auf der Menge der Punkte (¢, 7) mit [F—7/| = c(t—t')
und somit ¢’ < ¢: diese Punkte bilden den Riickwdrtslichtkegel (oder Vergangenheits-Lichtkegel)
des Punkts P.

o Gy (t, 7t 7) ist die avancierte Greensche Funktion: Gaqy. ist lokalisiert auf dem Vorwérts-
lichtkegel |7 — 7| = —c¢(t — t'), woraus t' > ¢ folgt, des Beobachtungspunktes (¢, 7).
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Allgemeiner ist jede Funktion der Form
G(t, 7t 7)) = aGrep(t, 75t , ') + B Gaay(t, 7', 7') mita+p=1

ebenfalls eine im Unendlichen verschwindende Greensche Funktion der inhomogenen klassischen
Wellengleichung (IX.56).

Bemerkung: Bezeichnet man die retardierte bzw. avancierte Greensche Funktion Giet. bzw. Gagy.
mit G_ bzw. G, so gilt
Go(t, 7t F') = ;@(i(t — 1)) §(=A(t—t")? + [F—F'?),
T
wobei die einzige Rolle der Heaviside-Funktion © darin besteht, den Riickwarts- bzw. Vorwértslicht-

kegel des Punkts (¢,7) auszuwéhlen.

Seit=t—t' und o= |7 = 7'|. Aus §(f(x)) = >, 0(x — x;)/|f' ()|, wobei die Summe iiber die
Nullstellen z; der Funktion f lauft [Gl. (C.22)], folgt [vgl. auch Gl. (C.23)]

d(o—cr) dloter)]
[2¢T] * |2¢T] 7471' 5(92':67)74 5 :FT

SO(ET) 6(—ct? + %) = ;@(17)[

wobei p > 0 und die Skalierungseigenschaft (C.17a) der é-Distribution benutzt wurden. a

Bestimmung der Greenschen Funktionen zur inhomogenen D’Alembert-Gleichun
Um eine Losung der Gleichung (IX.57) zu finden, ist es giinstig, die Fourier-Darstellungen

: n dw o Bk
o — —lw(t—t") Bz _ =N — ik-(P—77)
o=t /e 27’ -7 /e (2m)3

und

. . ~ N —ilw _\_ T F—qt! dw d3];;
Glt.73.7) = [ Gl Ry et 2225, (1X.59)

der §-Distributionen und der gesuchten Greenschen Funktion einzufiihren. Somit gilt

2 o 3
OG(t, 75t 7) /G [( L9 +A) i (t—t/)—k-(?—?')}} dw d7k

2 o2 om (2m)3
w =9\ ~ N_T dw 43k
= Z k2 k) o ilw(t—t)—k-(r=7")] ¢ )
/(02 >G(w, Je o (2m)3
Dies muss gleich
N_ Ty dw dgk
5B (7 L7 = [ omilw—t)—k-(F=7")] ¥
ot —t)oW (7 F—7") /e or @)
sein, woraus
w2 72\ A g A % -1
— —k Gw,k)=1 bzw. Gw,k)=———"—
c k2 — w?/c?

folgt. Nach Einsetzen in die Fourier-Darstellung (IX.59) ergibt sich dann

—ilw(t—t) k-7 4o d3k
G(t, 75t 7' :—/e . eLer IX.60
( 7T1 7r ) k;2 - WQ/CQ 27_[_ (27_(_)3 ( )
Dieser Ausdruck ist aber mehrdeu‘mg, weil der Nenner des Integranden verschwindet.
ik-R
Sei g(ko, R) = / ];,’26 > d*k. Unter Einfiihrung des Winkels 6 zwischen k und R ergibt sich
— o

o 00 ) 1 eichosQ 27 [ k kR LR
k =2 k —d 0)|dk = — W e dk
g( 07R) 7I-/0 |:/1 k2 _ k(z) (COS ):| IR/O k2 — k(Z) (e € ) ’
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Im#k,
I'(A)
ko
—A ']; ) A Rek
—Ko
® Lo ikR
Abbildung IX.2 — Integrationskontour fiir die Berechnung von / 12 k2 dk mit R > 0.

wobei R = || und k = |k|. Dies lautet noch

S 2w [ kel ke kR 2w [ kelkF
ko, R) = —= dk — dk) == dk,
9tko. ) = 1 ( /0 [y /0 [y ) iR) K22

wobei die letzte Gleichung aus der Substitution k¥ — —k im zweiten Integral folgt.
Fiir kg € C mit Im kg # 0 ist die Funktion g(ko,7) wohldefiniert. Wenn I'(A) die in Abb. IX.2
dargestellte Integrationskontour bezeichnet, dann ist fiir R > 0

dk = 1 =Lk
[ ey N Y

/oo k eikR k eikR
laut dem Residuensatz gleich 27i multipliziert mit dem Residuum von ke*f/(k? — k2) am Pol in
der Halbebene Imk > 0. Fiir Im kg > 0 liegt dieser Pol bei k = kg und das Residuum ist elko Rt /2.

Fiir Im ko < 0 liegt der Pol bei k = —kg, mit Residuum e~ %07 /2 Somit gilt

2 .
QL_, etFolfil wwenn Tm ko > 0,
g(k07 é) = £]§£ B
“ e kol wenn Tm kg < 0.
||

Um den Fall kg € R zu behandeln, werden die Funktionen

2
9+ (Ko, R) = hm g(ko + ie, B) = ‘]7;’ oEiko| |

definiert. Mit deren Hilfe lassen sich aus Gl. (IX.60) zwei Greensche Funktionen herleiten, und zwar

1 o0 w : ny dw -1 * . Izt ey dw
Gt 7t 7)) = — / Woo o) ey AW / —iw(t—t i) /) 99
(6,75 ) (2m)3 _oogi T )° 2 A4x|F = 7| _Ooe 21

d.h.

_ = _ =/
Gy(t, 7t 7)) = ! 5<|T CT | ;(t-t’)), (IX.61)

4|7 — 7]

entsprechend der retardierten (G) und avancierten (G_) Greenschen Funktionen (IX.58).

1X.5.2 Retardierte Potentiale

Mit Hilfe der gerade eingefiithrten Greenschen Funktionen kénnen nun spezielle Lésungen der
Bewegungsgleichungen (IX.21) fiir die elektromagnetischen Potentiale geschrieben werden. Somit lie-
fert das Einsetzen der retardierten Greenschen Funktion (IX.58a) in die allgemeine Formel (IX.57b)
mit Quellterm —pe (', 7) /€0 bzw. —pgJe(t’,7')

1
Dot (1, 7) = “w / Greo(t, 7t 7') par(t', 7)) dt’ d37 (IX.62a)
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bzw.

ffret.(t, 7) = —uo / Greo(t, 7t/ 7)) (8, 7)) A’ 37, (IX.62b)

Diese Ausdriicke sehen offensichtlich sehr &hnlich aus. Daher werden detaillierte Berechnungen hier-
nach nur am Beispiel des Vektorpotentials A,e. durchgefiihrt.

Mit dem expliziten Ausdruck (IX.58a) der retardierten Greenschen Funktion gelten

S . -1 7 — 7| 321
Are 5 = - = = e
) = [t 5( (- >) Tl 7 dt 7

c

Ko 1 / ’?_?/’
= olt—t —
e [

und fiir das Skalarpotential

Dyt (t,7) 47‘(60/7‘ — [/5( —t - ) par(t, )dt}d?)_”. (IX.63b)

Nach Durchfiihren des Integrals iiber die Zeitvariable ¢ kommen

= =
q)ret t, T / pel < ’r 4 | 777/) dSF/ (IX64a)
" dre |r c

1 = — 7? - F/ — —
Apet. (t,7) = ﬁ / 77 ]el,(t— | . ’,w) a3’ (IX.64b)

> Ja(t',7") dt’] a*7’ (IX.63a)

® .t und ffret. heiften retardierte Potentiale. Dabei hingt das Skalar bzw. Vektorpotential am Ort
7 zur Zeit t von der Ladungsdichte pe bzw. Stromdichte 7o, am Ort 7/ zur fritheren, retardierten
Zeit t — |F — 7’| /c ab. Die Verzogerung entspricht genau der Reisezeit des Lichts von 7 bis zu 7.

Bemerkungen:

* Die retardierten Potentiale geniigen automatisch der Lorenz-Eichbedingung (IX.16).

Das Einsetzen der Gl. (IX.62) in die letztere gibt ndmlich

Oy (t,7)

€oMo 3t + 6 . gret.(m F) =

OGhet (t, 751, 7/ - = I o
- ‘LL()/ |:rCt(a’tH) pel.(t/7 T/) + v(;’ret.(t7 r; tla r ) jel( ) dt/ dS /
Die Ableitung der retardierten Greenschen Funktion nach ¢ bzw. nach den Komponenten von
7 kann durch das Negative der Ableitung nach ¢’ bzw. nach den Komponenten von 7’ ersetzt
werden:

Ot (t,7)

€00 9 +V- ffret.(t, 7) =

OGhet (t, 7t 7! . > o . .
NO/ [ret(at,) pel(t', ) 4 Vir Gren (t, T3t 7)) - 20 (', 77) | At/ d37.
Jetzt konnen partielle Integrationen iiber die Zeit ¢’ (fiir den ersten Summanden im Integral) oder
die Ortskoordinaten 7/ (fiir den zweiten Summanden) durchgefithrt werden. Unter der Annahme,
dass die integrierten Terme verschwinden — entsprechend der Abwesenheit von Ladungen und
Stromen im Unendlichen —, kommt

6q)ret.(ta ?)

Opar (t',7) =
€o/to ot —

+ 6 : A'ret.(ta ’F) = _MO/Gret.(t; Fa tlv F/) |: ot + Vf?«' : jal.(tla F/):| dt/ d3?l~
Der Term in eckigen Klammern stellt genau die linke Seite der Kontinuitéitsgleichung (IX.7) dar,
d.h. er verschwindet. m|
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* Wenn die Quellen pe (t',7'), Jor.(t',7') des elektromagnetischen Feldes vor einem Zeitpunkt t

—

identisch verschwinden, dann sind die Potentiale ®ey (,7), Aot (t,7) fiir ¢ < to ebenfalls Null.

* Mithilfe der avancierten Greenschen Funktion G.q4,. lassen sich auch avancierte Potentiale be-
stimmen. Physikalisch werden solche Potentiale {iblicherweise im Namen vom Prinzip der Kausalitdt
nicht angenommen: das Effekt — Potential am Punkt (¢, #) — konne nicht vor der Ursache — Quelle
am Punkt (¢t + |7 —7'|/c,7") — kommen. Diese Wahl der Losung mit retardiertem Potential schliefst
also einen Unterschied zwischen Vergangenheit und Zukunft (,elektromagnetischer Zeitpfeil“) ein,
der in den Maxwell-Gleichungen nicht existiert.

Referenz [30] legt eine ,Begriindung” dieser Wahl dar, die aber nicht zwangsldufig ist: beispiels-
weise haben Wheeler und Feynman [31] lineare Kombinationen von retardierten und avancierten
Potentialen benutzt, um Probleme der klassischen Elektrodynamik von Punktladungen — insbe-
sondere deren Selbstwechselwirkung — zu l6sen.

Stationare Quellen
Falls die Quellen — Ladungs- und Stromverteilungen — des elektromagnetischen Feldes stationér
sind, lauten die retardierten Potentiale (IX.64)

1 pel-(F/) d3,,—;/

Pret. () = dmey ) |7 — 7|

(IX.65a)
A» (_, o @ .Tel-(F/) d3—‘/ IX.65b
ret. r)—47T o7 7. (IX.65b)

Man findet also genau die Losungen (VII.22) bzw. (VIII.10) der Poisson-Gleichungen der Elektro-
statik (VII.4) bzw. der Magnetostatik (VIII.9) wieder.



Nicolas Borghini



198 Zeitabhangige elektromagnetische Felder

IX.5.4 Potentiale und Felder einer bewegten Punktladung

Dieser Paragraph beginnt mit der Berechnung der Potentiale und Felder, die durch eine beweg-
te Punktladung mit der Bahnkurve Z(t) erzeugt werden, entsprechend einer Ladungsdichte bzw.
Stromdichte [vgl. Gl. (VI.6)]

pel(t,F) = (¥ = Z(t)) baw.  Ju(t,7) = qi(t) 6O(F - Z(t)).
Danach wird die Leistung, die durch die abgestrahlten Felder transportiert wird, bestimmt.

IX.5.4a Liénard-Wiechert-Potentiale
Mit dieser Form fiir die Quellterme lauten die retardierten Potentiale (IX.63)

o 1 7=l
Aret.(taF) = 7M 6<t - t/ - |r : |>77(t,

ar | 7] c

127,
5 <t i W) dt, (IX.72a)
C

SOF —z(t)) dt’ d*’

~—

pogq [,
= o(t) Ty
T J oo |7 —Z(t)]
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wobei das Integral iiber 7’ durchgefiihrt wurde, und &hnlich

o0 1 2 (4
Dret (t,7) 1 / 5<t -t - w> dt’ (IX.72b)

T dreg ) o F— ()]

Wie im § IX.5.2 werden die Herleitungen hiernach nur im Fall des Vektorpotentials detailliert.

Das Argument f(t') =t —t' — |F — Z(t')|/c der -Distribution im Integranden verschwindet fiir
einen einzigen Wert von t/, der als ... bezeichnet wird und retardierte Zeit heiltt. t,o;. ist die Zeit,
zu der die Raumzeitlinie — d.h. die Trajektorie in der Raumzeit — (t’ , Z(t )) der Punktladung den
Riickwértslichtkegel des Punkts (¢,7) durchschneidet (Abb. IX.3).

t,

Z(t) (t,7)

1‘2

Abbildung IX.3 — Retardierte Zeit.

Somit geniigt die retardierte Zeit der impliziten Gleichung

|7 = Z(tret.)|
I

Die Integration nach ¢’ in Gl. (IX.72a) folgt aus der Formel §(f(t')) = 6(t' — tret.)/| [ (tret.)],
wobei hier

(IX.73)

bret. =1 —

1 7-2(t)
') =-1+ CW_M -B(t).
Dabher gilt
F'(tret.) = —1 + Eret. " Pret.
mit dem Einheitsvektor oL o
Gy, = L o) _ Kret, (IX.74a)
7= Z(tret.)| | Xpe|

in Richtung von X)ret. =7 — Z(tet.), d.h. von der Quelle des Potentials bis zu dessen Beobachtungs-
punkt, wihrend

1

Uret. (tret.) (IX74b)
C C

ﬁret. =

die Geschwindigkeit der Punktladung zur retardierten Zeit bezeichnet. Da der Betrag von B}et.
streng kleiner als 1 ist, bleibt f/(t.et.) immer negativ.

Somit ergeben sich die Liénard #P)—Wiechert'®D) - Potentiale

A(t,7) = ZJ @Oret. —, (IX.74c)

7N . N — .

|7 — Z(tres.)| — [F — Z(tres.)] - rcet

und
, 1 q
o(t,7) = —. (IX.74d)
drey ., L Uret.
‘T - x(tret )| [T x(tret.)] : c

(#P) A -M. LIENARD, 1869-1958 (“VE. WIECHERT, 1861-1928
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Dabei hiangt die Geschwindigkeit ¥,et. der Punktladung zur retardierten Zeit von tp.t. und somit
implizit von ¢ und 7 ab.

Bemerkung: Der Nenner dieser Potentiale ist immer positiv.

1X.5.4 b Elektrisches und magnetisches Feld
Das elektrische und das magnetische Feld kénnen aus den Gl. (IX.12) und (IX.13) hergeleitet

werden. Die Liénard-Wiechert-Potentiale (IX.74) héngen aber nicht nur explizit von der Raumzeit-
variablen ¢ und 7 ab, sondern auch implizit tiber die retardierte Zeit (IX.73). Dementsprechend ist
die Berechnung der Felder etwa mithsam. Letztendlich findet man die retardierten Feldern:

E(t, 7) — i] _ f_;ret.__’,é’ret.2 Eret. X [(gret.iﬂret.) X 6ret.] 7 (IX.75a)
dmen(1 — Epet. - Bret.)3 rYrQet. }Xret.‘ C2|Xret.‘

. 1 .

B(ta F) = - 6ret. X E(ta F)) (IX75b)
C

mit ,gret, bzw. dyet. der auf ¢ normierten Geschwindigkeit bzw. der Beschleunigung der Punktladung
zur retardierten Zeit und yper, = (1 — 82, )~/ dem entsprechenden Lorentz-Faktor.

Beweis: Um die retardierten Felder herzuleiten, lohnt es sich, die Potentiale (IX.74¢)—(IX.74d)
umzuschreiben [vgl. Gl. (IX.72)]

i q > 1 / |F_§f(t/)| /
o _ T i G| IX.
(t,7) 47reo/_oo|F—:‘v'(t’)| 5(t t . dt (IX.76a)
o (4! = (!
A7) = “Oq/ ) sy o PEON gy (IX.76b)
dr J_ |7 = Z(t)] c

(
Sei jetzt X(t') = 7 — Z(t') mit &t') = X(¢')/|X(t')| dem entsprechenden Einheitsvektor. Aus
diesen Gleichungen folgen

o — L [Tt sy N U EON] gy ar
V<I>(t,r)4ﬁ€0/m[ |)?(t’)|26<t t C > C|X(t’)|5<t t c > (') dt’,

0A(t,7) _ M/“ u(t') 5’<t—t’ _ M) dr'.
—oo | X(t)] ¢

Die Substitution s = f(t') =t —t' — |)?(t’)|/c gibt ds/dt’ = —1 +&- 3 und dadurch

—

- q > 1 € €—p0
E(t,7) = ~ | —=59 — 0
(t,7) Mm/wl_aﬁbxf<@+dX|<@

ds, (IX.77)

wobei &, X, 7 und 3 = ¥/c zur Zeit t' = f~1(s) zu betrachten sind. Der Term mit der Ableitung
der 0-Distribution kann mithilfe partieller Integration berechnet werden:

o 6_5' / _ o i é’—g
[ qeam @=L 0% Lu— -Mr]ds

€
> 1 d §—f
= / 5(8) S © /8 pr dS.
o 1-8-fdt | c(1-¢-F)|X|
Die Ableitung nach ¢’ im Integranden folgt aus den Ableitungen
d 1 €7 dé (6-¥)E—u d 1 1 {6-& (€~6)2—62]

T = 2 T = I > = —+
x| xXp || W1-s 3 (1-s5)°L ¢ o|%|

mit der Beschleunigung @ = dd/dt’ der Punktladung. Dies fiihrt zu
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+ = =
|X] |X]

2e0) - @B -5, 1‘5251,

so dass Gl. (IX.77) insgesamt lautet
o) (EaE-A) - E-Ala 1-PE-P),
E(t,7) = 471'60/ |X’|(15§)3< c? N |X‘

Dann ist der Integrand gleich dem Produkt eines Terms 6(s) mit einer Funktion von s: das Inte-
gral ist einfach der Wert der Letzteren fiir s = 0, d.h. t' = t,er.. Somit findet man Gl. (IX.75a).

Das magnetische Feld B (t,7) lasst sich dhnlich berechnen, ausgehend aus

. >0 -1 Xt 1 X

VxA(t,7) = M/ e(t') x (") _,Qé(tt’| ( )’) - 5 (tt’w) dt'.
Am J - | X ()] ¢ | X ()] c

Die retardierten elektromagnetischen Felder (IX 75) bestehen aus einem Beitrag proportional
71 1/|Xrer.|2 und einem Term proportional zu 1/]Xyet. . In einem Bezugssystem, das sich mit der
Punktladung zur retardierten Zeit mitbewegt, d.h. wo Bret = 0 lauten sie

E_.’ — q _é:ret. . é’ret. X (érit. X C_iret.) ’ B* _ 1 o —»'
47T€0 ‘Xret.{ CZ‘Xret.{
Das elektrische Feld ist die Summe aus dem Coulomb-Feld in 1/| X, |2 einer ruhenden Punktladung

. _ —
4 q ret. BCoul. = 07
TEQ }X

ECoul.

und, wenn die retardierte Beschleunigung @, der Punktladung nicht Null ist, aus dem Strahlungsfeld
in 1/]|Xet |

q

E =
Strahl. 47‘(’6002 |Xret. ‘

. . - 1 -
€ret. X (eret. X aret.)a Bstranl. = - €ret. X EStranl. -

Diese Strahlungsfelder sind senkrecht zu €.
Ahnlicherweise entspricht der Beitrag in 1/|X,er.|? in Gl. (IX.75) dem Coulomb-Feld, und der
Term in 1/|Xyet.|, dem Strahlungsfeld.

Bemerkung: Wenn die Punktladung beschleunigt wird, muss sie einer Kraft unterliegen, d.h. sie muss
in einem elektromagnetischen Feld sein: dieses ,duftere Feld wird hier nicht préazisiert. Dagegen lésst
sich die Kraft ﬁ(t), die fiir die Beschleunigung zur Zeit ¢ verantwortlich ist, dank dem Grundgesetz
der Mechanik (XI.14) einfach durch die kinetischen Grofen der Punktladung ausdriicken:

F(t) = T [ma () 56)] = 4(6) m(a() + (1) [5(t) - a(0)] 5(1)) (IX.75)
mit m der Masse der Punktladung.

Beispiel: Punktladung in gleichférmiger geradliniger Bewegung
Wenn dres. = 0 zu jeder retardierten Zeit vereinfacht sich das elektrische Feld (IX.75) zu

—

(t _,) B q 6ret. — ﬁ o q ret }Xret ‘/6

_ P , (IX.79)
47T€0(1 — Gret. 5)3 72‘Xret. ‘2 dmeo Y (|Xret.‘ — Xret. B ")3

mit konstanter Geschwindigkeit 5
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Aus |[Xpet| = |7 — F(trer.)| = c(t — tret.) folgt fiir die gleichférmige Bewegung der Punktladung
f(t) = f_x)(tret.) + Cg(t - tret.) = f(tret.) + ‘Xret.|ga

d.h. fiir den Vektor im Zé&hler der Gl. (IX.79) )?ret — \X)retl\ﬁ_’ = 7 — Z(t): das elektrische Feld zur
Zeit t ist in der momentanen Richtung von der Ladung nach 7, nicht in der ,retardierten” Richtung
gerichtet.

1X.5.4 ¢ Abgestrahlte Leistun

Sei d2S ein Flichenelement in einem Punkt 7 im Abstand X einer Punktladung, von der aus
d?S unter einem Raumwinkelelement d?Q gesehen wird. Der Einheitsvektor in Richtung von der
Punktladung nach 7 wird mit €. bezeichnet.

Ein Beobachter B in 7 misst die elektromagnetischen Felder (IX.75): die Energie, die pro Einheit
der Eigenzeit ¢t von B durch d?S stromt, ist die von B empfangene Leistung

d%p = S, - Guet, X2 d2Q,

mit Sem. = E x B/p dem Poynting-Vektor in 7 [GL. (IX.23b)]. Fiir groke Abstinde X — oo
triagt der Coulomb-Anteil der retardierten Felder nicht bei, und man darf das Strahlungsfeld alleine
betrachten. Dann gilt
da» 1 = . = -
20 = WXQ |:EStrah1. X (eret. X EStrahl.)} * Cret. -
Das doppelte Kreuzprodukt lautet Egtrahl.é}et._ (€ret.- E'Strahl.)E‘Strahl., wobei der zweite Term wegen

der Orthogonalitit von FEgiran, und €pet. Null ist. Damit ergibt sich unter Beriicksichtigung des
Ausdrucks des Strahlungsfeldes in Gl. (IX.75a)

4 11062 ) i} . )
@ (471')20(1 — Eret. - gret~)6 ‘eret. - [(eret._ Bret.) X aret,]

wobei ein Faktor 1/(uge3c®) in po/c transformiert wurde.

2

)

Wegen Energieerhaltung ist die elektromagnetische Energie, welche die Punktladung in Richtung
von d2S abstrahlt, gleich der Energie, die (spéter) im Beobachtungspunkt # durch d2S strémt. Die
Leistung, die durch die Punktladung abgestrahlt wird, ist genau diese Energie, bezogen auf die
Einheit der Eigenzeit der Punktladung. Diese Eigenzeit ist gerade die retardierte Zeit t,et., so dass
die pro Raumwinkelelement abgestrahlte Leistung durch

d?g)() _ d?@ ot ,LL(](]Q

PO Q0. (4m)2e(1 — Grer. fret)”

- 2
é‘ret. X [(éret. - Bret.) X (_iret,] ‘ (IXSO)

gegeben wird, wobei 0t/tye;, = 1 — Eyet. - Eret_ benutzt wurde.
Um die letztere partielle Ableitung zu erhalten, kann man Gl. (IX.73) differenzieren, was zu

- . - 1
dtrer. —dt + *f = drer. — dt + = Eret. * (A7 — Vrer. direr.) = 0
C C

fithrt, d.h. (1 — &er. - fret.) dtrer. = df — ergs. - d/c. Dann gelten
atlret. _ 1 — é»ret.

8t 1- éret. : Bret. C(l - éret. : Bret.)

Bemerkungen:
* HKine nicht-beschleunigte Punktladung strahlt keine Energie ab!

* Aus Sicht der Punktladung entspricht die als elektromagnetisches Feld abgestrahlte Energie bzw.
Leistung einem Strahlungsverlust.
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Dieser Verlust liegt einem wichtigen Problem der klassischen Physik zugrunde, und zwar der Frage
der Stabilitdt von Atomen: die an den Atomkern gebundenen Elektronen unterliegen einer anzie-
henden Kraft, und werden daher beschleunigt. Wenn sie teil ihrer Energie als Strahlung verlieren,
sollte ihre kinetische Energie allméahlich kleiner werden, d.h. sie sollten irgendwann auf den Atom-
kern fallen. Dies ist aber nicht der Fall, was im Rahmen der klassischen Physik nicht erklarbar ist,
und stellt damit eine wichtige Begriindung fiir die Quantenmechanik — oder zumindest flir etwas
jenseits der klassischen Physik — dar.

Nicht-relativistischer Grenzfall
Im Fall |Bret.| < |€ret.| = 1 vereinfacht sich Gl. (IX.80) zu

4% o’ |- . L2

120 = «ZTW ‘eret. X (eret. X aret.)‘ .

Sei 6 der Winkel zwischen der retardierten Beschleunigung a,e;. und der Beobachtungsrichtung €t ;
dann gilt

A% pod’
d2Q  (4m)2c

Die Strahlungsleistung ist maximal fiir § = 7, d.h. senkrecht zur Richtung der Beschleunigung.

¢ |Gret. |2 sin2 0

- 2 1.2
|aret.’ S 0: 47['6063 471_

Die gesamte abgestrahlte Leistung ergibt sich durch Integration dieser Formel {iber den Raum-
winkel: mit d2Q = sin @ df de erhilt man die Larmor®)-Formel

a2, 2 ¢*|Tres. |
Py = | —=d?Q =2 IX.81
0 /d2Q 3 4dmegc? ( )

Allgemeiner Fall

Die Larmor-Formel (IX.81) gilt in einem mitbewegten Inertialsystem %, relativ zu welchem die
retardierte Geschwindigkeit der Punktladung momentan verschwindet. In einem Bezugssystem %3,
wo die retardierte Geschwindigkeit der Punktladung den Wert ¥ annimmt, gilt

Py ==—L g are, (IX.82)

mit ¢* = du*/dr = d?2#/d7? den kontravarianten Komponenten der Viererbeschleunigung (XI.15)
der Punktladung, die hier zur retardierten Zeit betrachtet werden soll.
Diese Formel lésst sich noch umschreiben als

2 ¢ o
. f)et. [(6ret.)2 - (/Bret. X 6ret.)2]- (IX.83)

Py = 2L
0 347‘(’60037

Beweis der relativistischen Formeln (IX.82)—(IX.83):

Der erste Schritt besteht in der Beobachtung, dass die abgestrahlte Leistung Lorentz-invariant
ist. Es seien d6y bzw. dé das Differential der Energie im Bezugssystem %, bzw. %z, und dtg
bzw. dt die entsprechenden Differentiale der Zeit. Dann gelten dé = v déy und dt = y dtgy, mit

v=1/4/1—792/c? dem Lorentz-Faktor. Daraus folgt
de _dey _
at — dty "

Berechnet man dann das Lorentz-Skalar a*a,, der Viererbeschleunigung, so kommt erstens

dut du* 3.2 22 3.7\
o= =g = 08 @ a4y (5 9F)

mit der Beschleunigung @ = dv/dt der Punktladung, und daher
ata, =+ [a*++%(F-@)?). (IX.84)

(1) J. LARMOR, 1857-1942
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Im Bezugssystem Bg, wo 3 = 0 bzw. v = 1, stimmen die Formeln (IX.81) und (IX.82) mit-
einander tiberein. Da der Ausdruck auf der rechten Seite von Gl. (IX.82) ein Lorentz-Skalar
ist, erhélt er den gleichen Wert in allen Inertialsystemen, d.h. die Formel gilt in allen solchen
Bezugssystemen.

Sei ¥ der Winkel zwischen 5 und @. Aus
@2 — (Fxad)’ =a?— 321 —cos®9) = (1-3%a*+ (F-a)° = %52 +(B-a)

und dem Viererquadrat (IX.84) folgt dann die Identitdt der rechten Gliedern der Gl. (IX.82)
und (IX.83). O

Beschleunigung parallel zur Geschwindigkeit
Wenn Beschleunigung und Geschwindigkeit parallel zueinander sind, gelten @res. X SBret. = 0 und
Eret.” Pret. = | Bret.| cosf. Dann lautet Gl. (IX.80)

d%p, B 110G |ret. |2 sin® 6
d2Q (47)2c (1 — ]ﬁret,\ cos 0)5.
Fiir |fret.| — 1 wird also d%2y/d2Q groR in der Vorwirtsrichtung cos 6 = 1.

(IX.85)

Genauer kann man priifen, dass das Maximum von d2%/d2(Q) im Fall 1— |G | < 1 fiir 0 ~ 1/2y
erreicht wird.

Die Integration der Leistung (IX.85) {iber den ganzen Raumwinkel fithrt zu

2M0q2‘dret.’2 6 2q2|dret.’2 6
3 dme 3 dmegc?
mit dem Lorentz-Faktor v assoziiert mit der Geschwindigkeit der Punktladung. Dieses Resultat folgt
auch direkt aus der relativistischen Formel (IX.83).

Die Leistung (IX.86) wird also unendlich grofs, wenn die Geschwindigkeit der Punktladung gegen
c strebt. Dieses Resultat zeigt, dass es nicht moglich ist, eine Punktladung bis zur Lichtgeschwindig-
keit zu beschleunigen: dies wiirde eine unendliche Energie erfordern, um die abgestrahlte Leistung
zu kompensieren.

Py = (IX.86)

Wenn Beschleunigung und Geschwindigkeit parallel zueinander sind, nimmt die Kraft (IX.78),
die fiir die Beschleunigung der Punktladung verantwortlich ist, die Form

F(t) = ~y(t)*ma(t)

an. Somit ldsst sich die Leistung (IX.86) als

2

2 g |z 22 ¢ 7 2
Py = 2 M9 By _2_ 9 Py
0 347rm20’ (tret)| 347T60m263’ (tret)|

schreiben.
Beschleunigung senkrecht zur Richtung der Geschwindigkeit

Wenn Beschleunigung und Geschwindigkeit orthogonal sind, entsprechend einer Kreisbewegung,
lautet die abgestrahlte Leistung (IX.83)

2 q2 4 1> 2
gm%et.‘aret.| . (IX'87)

Dazu lautet die Kraft (IX.78) auf die Punktladung F(t) = ~(¢)ma(t), so dass diese Leistung
dadurch noch als

2 @ o
P0 = 5 e hen. (1= B ) e | =

2 ¢ , = )
Po= gWVTGt-‘F<tret.)‘ .
ausgedriickt werden kann. Die abgestrahlte Leistung ist also grofer um einen Faktor 42 relativ zum

Fall einer Linearbewegung mit der gleichen Kraft. Somit wird mehr Energie als sog. Synchrotron-
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strahlung in einem kreisformigen Teilchenbeschleuniger (einem ,Speicherring®, wie z.B. das LHC am
CERN) verloren,(™) als in einem Linearbeschleuniger.

Bemerkung: Wenn ein geladenes Teilchen auf Materie sto#t und dort von Wechselwirkungen mit den
Atomen abgebremst wird, strahlt es ab. Die entsprechende Strahlung wird Bremsstrahlung (auch
auf Englisch!) genannt.
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(™) Oder genauer, abgestrahlt: die emittierte Strahlung kann benutzt werden, um Materie zu untersuchen.



