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IX.4.1b Allgemeine Lésun
Um die allgemeine Losung der klassischen Wellengleichung (IX.30) herzuleiten, ist es giinstig,

die Fourier-Darstellung der rdumlichen Abhéngigkeit von f (t F) einzufiihren. Somit schreibt man

/ ft. k) e* Qw)g, (IX.38a)

wobei die riiumlich Fourier-transformierte Funktion f(¢, k) durch
F(t, 5 / F(£,7) e iR T @37 (IX.38b)

gegeben ist. . B
Unter Verwendung der Identitit V(e!*7) = ik e/*™ wird die klassische Wellengleichung (IX.30)
angewandt auf die Darstellung (IX.38a) zu

1 O2f(t, k) - e Bk
/[ 2 oz (T, k)] (2m)3 0,

wobei Integration iiber k und Ableitung nach der Zeit t oder nach den Ortskoordinaten 7 aus-
getauscht wurden. Nach inverser Fourier-Transformation soll der Term in den eckigen Klammern

verschwinden. Definiert man
wg = c‘lg , I (IX.39)

so ergibt sich fiir jeden Wellenvektor k die Differentialgleichung
O*f(t, k)
ot?
Man erkennt die Bewegungsgleichung eines harmonischen Oszillators mit Kreisfrequenz wz. Deren
allgemeine Losung ist der Form

+w? f(t, k) =0. (IX.40a)

Ft, k) = fo(k) e " + f_(k) st (IX.40D)
mit zwei beliebigen Funktionen f, (k) und f_ (k).

Wenn die gesuchte Losung f(t, 7) reellwertig sein soll, stehen f, (k) und f_(k) in Zusammenhang
miteinander. Die komplexe Konjugation der Bezichung (IX.38a) lautet

3L N . d3r
o = B 5 [ 4

wobei die zweite Gleichung aus der Substitution k— —k folgt. f(t,7) nimmt reelle Werte an, wenn
f(t,7) = f(t,7)*, d.h. nach Vergleich des letzten Terms in der obigen Gleichung mit dem Term auf
der rechten Seite von Gl. (IX.38a), wenn

f(t.k) = J(t.~Fy
fiir alle ¢ und £. Angewandt auf die Losung (IX.40b) lautet diese Bedingung
FuByemiost 4 F(F) et = [ (~R)]" &5t 4 [F_(-R)])" e et

t

d.h. nach Identifizierung der Terme in e!“#
f-(k) = [fo(=R)]" VE. (IX.41)

Die Terme in e ! fithren zur gleichen Bedingung.
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Setzt man schliefslich die Losung (IX.40b) der Gl. (IX.40a) in die Fourier-Darstellung (IX.38a)
ein, so lautet die letztere
F(t,7) = / [F(Fyemiet 1 (R el el A / [Fol) e @t RD4 f(—F) oHest R d’k

7 ol B (27)3  Jpsl’” B (2m)3
Dabei wurde im zweiten Summanden des Integranden des letzten Integrals die Substitution k— —k
unter Beriicksichtigung von w_j; = wj durchgefiihrt. Ersetzt man in jenem Term f_(—k) durch
[ f+(E)] *, wie aus Bedingung (IX.41) folgt, so sieht man, dass der Term genau komplex konjugiert
zum ersten Summanden ist. Unter Einfithrung der Notation a(k) = 2f, (k) ergibt sich somit fiir die
allgemeine reelle Losung der klassischen Wellengleichung (IX.30)

f(t,7) = Re / a(k) e wrt=F) &k (IX.42)
’ R (2m)% ] ‘

3

Somit ldsst sich die allgemeine Losung als Superposition von (unendlich vielen) ebenen Wellen
a(k) e @ =FT) schreiben. Die Bezichung (IX.39) zwischen Kreisfrequenz wi und Wellenvektor k
dieser ebenen Wellen heiftt Dispersionsrelation.

Das Verhéiltnis cw(lg) = wi/ k| ist die Phasengeschwindigkeit der Welle mit Wellenvektor k —
wobei im Fall der klassischen Wellengleichung (IX.30) c¢(E) = ¢ fiir alle k.

-,

Bemerkung: Die komplexe Amplitude a(k) € C lasst sich prinzipiell durch die Angabe von Anfangs-
bedingungen f(t=0,7) und 0f(t=0,7)/0t festlegen.

IX.4.2 Elektromagnetische Wellen

1X.4.2 a Elektromagnetische Potentiale

Geméfs den Ergebnissen des vorigen § IX.4.1 lauten die allgemeinen Losungen der Bewegungs-
gleichungen (IX.29b) fiir die elektromagnetischen Potentiale im Vakuum

o o A3k
®(t,7) = Re [ / a(k) e~ H@rt=kT) (277)3] (IX.43a)
und .
T(s = 2o iy Ak
A(t,7) = Re| [ b(k)e "k OOk (IX.43b)
mit beliebigen a(k) € € und b(k) € €3 und der Dispersionsrelation
wi = C‘E‘ (IX.43c)

Dabei sollen ® und A die Lorenz-Eichbedingung (IX.16) erfiillen:

10B(t,7) = = T T T

CQat‘FV'A(t,T):Re</[ 7a(k3)+1k}'b(k‘) e (wk' T (2ﬂ)3 =0

Die elektromagnetischen Potentiale ® und A kénnen noch iiber die Eichtransformation (IX.14)

durch dquivalente Potentiale ® und A’ ersetzt werden, die ebenfalls der Lorenz-Bedingung geniigen,

solange die Funktion x der Transformation die Gleichung (IX.17) — d.h. die klassische Wellenglei-
chung — erfiillt. Mit

x(t,7) = Re [ / d(k) el wrt=Fk orE

gelten

= = aX taF 7 . . —i(w- __‘,;: d3];
O'(t,7) = O(t,7) — ((% ) :Re</[a(k)+1wEd(k)}e (wit—kT) )

und
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Eine besonders geeignete Wahl ist d(E) = ia(E) Jwy; fiir jeden k, die zum einfachen Skalarpotential
®'(t,7) =0 (IX.444a)
fiihrt. Wiederum lautet das entsprechende Vektorpotential

wEtfﬁ-F) d3k

A'(t,7) = Re [ / 2(k) e ik (IX.44D)

wobei der Polarisationsvektor (k) durch
a(k)
w

—

2(k) = b(k) + ikd(k)

b(k) — k
P

gegeben ist. Dabei kann noch £(k) reell oder komplex sein.

Eine Einschrankung iiber den Polarisationsvektor folgt aus der Eichbedingung. Mit ®'(¢,7) = 0
wird die Lorenz-Eichbedingung automatisch zur Coulomb-Eichbedingung (IX.15)

<(21er>€3} -

—

V- A'(t,7) = Re [/1 (k) - b e i(wpt—k7)

Diese Bedingung ist nur dann erfiillt, wenn

gk)- k=0 (IX.45)

fiir jeden Wellenvektor E, d.h. wenn der Polarisationsvektor senkrecht auf die Ausbreitungsrichtung
der entsprechenden ebenen Welle ist. Somit sind elektromagnetische Wellen im Vakuum transversal
polarisiert.

IX.4.2 b Elektrisches und magnetisches Feld
Setzt man die elektromagnetischen Potentiale (IX.44) in die Beziehungen (IX.12) und (IX.13)

ein, so lauten die zugehorgen elektrischen und magnetischen Felder

s DA T e e BF
E(t,?") = —T = Re |:/lwk E(k‘) e k (2T)3 (IX468,)
> — < YV = .7 - 7 _i(wﬂt_]'f'.?) d3];
B(t,7) =V x A'(t,7) = Re| [ ik x &(k) e "\“k o | (IX.46D)
T

Betrachte man eine monochromatische ebene Welle, d.h. eine Losung mit nur einem einzigen
Wellenvektor: £(k) = N &(ko) (27)26®)(k — ko), wobei A eine unwesentliche Normierungskonstante
bezeichnet. Dann gelten

B(t,7) = Re i, £(ko) eii(w%tikw)} und  B(t,7) = Re [iEo x (ko) efi(w’zot*ko'm].

Auf diesen Feldern erkennt man die folgenden Eigenschaften. Erstens sind E(t,7) und B(t,7) auto-
matisch senkrecht aufeinander

—

E(t,7)- B(t,7) = 0. (IX.47)

Dann sind E(¢,7) und B(t,7) beide senkrecht zur Bewegungsrichtung ko

ko - E(t,7) = ko - B(t,7) = 0. ] (IX.48)
SchlieRlich gilt dank [ko| = wy /c
. E(t,7
|B(t,7)| = ‘(CT)‘ (IX.49)
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1X.4.2 c Energie des elektromagnetischen Feldes

Betrachte man der Einfachheit halber die Felder (IX.46) fiir den Fall einer monochromatischen
ebenen Welle mit Polarisationsvektor é'(k) = (27r)35(3)(k — ko)Eo/(iwg) mit Ey € R? und wy = Wy -
Da die Richtung des elektrischen Feldes — und daher auch der magnetischen Induktion — konstant

bleibt, handelt es sich um eine linear polarisierte Welle. Es gelten dann
E(t,7) = Ey cos (wot — ko - 7) (IX.50a)
und

N € X E()
B(t,7) = 2

cos(wot — Eo . 7‘"’) = Fo X Eo
c wo

cos(wot — ko - 7). (IX.50b)

Aus der Orthogonalitét von Eo und Eo folgt ‘6150 X Eo‘ = }€EO|‘EO‘ = ‘Eo , womit sich die Glei-
chung (IX.49) wiederfinden lésst.
Setzt man diese Felder in die Energiedichte (IX.23a) ein, so ergibt sich

E2  E?2 .
Com(t,T) = <602 v . ) cos? (Wot — ko - 7_“')

2[[1002
d.h. unter Verwendung der Beziehung egpugc® = 1
eon(t,7) = €E2 cos? (wot — ko - 7). (IX.51)

Interessant ist auch der iiber die Zeit gemittelte Wert — definiert fiir eine beliebige periodische
Funktion f durch

.
(fy = flr/o f(t)de (IX.52)

mit der Periode T der Funktion — von der Energiedichte. Im Fall der letzteren ist die Periodendauer
T = 27 /wo: da der Mittelwert von cos® iiber eine Periode 3 ist, gilt

(€em (7)) = EOQE iy (IX.53)

Diese zeitgemittelte Energiedichte ist auch unabhéngig vom Ort.

Mit den Feldern (IX.50) wird der Poynting-Vektor (IX.23b) zu

N Eo x (€7 X Eo
Se.m.(ta 77) = (MI;(; )

cos? (wot — Eo . 7_“').

Im doppelten Kreuzprodukt EO X (6Eo X Eo) = (50)2 6120 — (EO . éﬁo)ﬁo verschwindet der zweite
Term wegen der Transversalitit der elektromagnetischen Welle im Vakuum. Somit gilt
. E2 -
Sem.(t,T) = e cos” (wot — ko - 7) & (IX.54)
gerichtet entlang der Ausbreitungsrichtung 6,50, wie es intuitiv der Fall sein soll.
Gemittelt tiber die Zeit ergibt sich

— R E_% = GoE_% =
<Se,m,(7“)> - 2upc ko ~ 2 “Cko>

d.h. nach Vergleich mit der zeitgemittelten Energiedichte (IX.53)
(Sem(P) = (eem () . (IX.55)

Dies entspricht der Stromdichte assoziiert mit einer Dichte (e (7)), die sich mit der (gerichteten)
Geschwindigkeit Céﬁo ausbreitet.



