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Im Gegensatz zu den stationédren Fallen der Elektro- und Magnetostatik sind das elektrische und
das magnetische Feld im allgemeineren zeitabhidngigen Fall miteinander gekoppelt. Diese Kopplung

wird durch zusédtzliche Terme in den Grundgleichungen beriicksichtigt, die zu neuen Phinomenen
fithren (Abschn. IX.1).

In Abschn. IX.2 wird gezeigt, dass sich das elektrische und das magnetische Feld aus elektroma-
gnetischen Potentialen ableiten lassen, die nicht eindeutig bestimmt sind. Dariiber hinaus werden
Bewegungsgleichungen fiir diese Potentiale hergeleitet. Dem elektromagnetischen Feld kénnen noch
eine Energie und ein Impuls zugeordnet werden, oder genauer, entsprechende Dichten und Strom-
dichten (Abschn. IX.3), die ziemlich anschaulichen Bilanzgleichungen geniigen.

Der zweite Teil des Kapitels befasst sich mit Anwendungen der zuvor eingefiihrten Begriffe und
Ergebnisse. Zundchst werden Losungen zu den Bewegungsgleichungen fiir die Felder oder Potentia-
le im Vakuum in Abwesenheit von Quellen untersucht, entsprechend elektromagnetischen Wellen
(Abschn. IX.4). Dann wird eine allgemeine Losung der Maxwell-Gleichungen mit Hilfe sogenannter
retardierter Potentiale dargelegt, die das elektromagnetische Feld erzeugt durch beliebige Ladungs-
und Stromverteilungen angibt (Abschn. IX.5).
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Grundgesetze

In diesem Abschnitt werden zuerst die nicht-stationdren Maxwell-Gleichungen dargelegt und die
Deutung der zeitabhéngigen Terme diskutiert (§ IX.1.1). Dann werden Bewegungsgleichungen zwei-
ter Ordnung hergeleitet (§ 1X.1.2), deren Losung oft einfacher ist.

IX.1.1 Maxwell-Gleichungen

Die schon in Kapitel VI eingefiihrten zeitabhéngigen Maxwell-Gleichungen lauten

T Bt 7) = LpaltF) (IX.1a)
€0

V-B(t,7) =0 (IX.1Db)

V x E(t,7) + 83&” =0 (IX.1c)

.o OE(t, T L

V x B(t,7) — eouoét) = poJer(t, 7). (IX.1d)

Relativ zu den stationdren Gleichungen (VII.1) und (VIIL.1) der Elektro- und Magnetostatik
treten zwei neue Terme auf, und zwar die Zeitableitungen in den zwei letzten Gleichungen. Natiirlich
sind diese Zeitableitungen notig, um eine mogliche Zeitentwicklung der Felder zu beschreiben.


Nicolas Borghini
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IX.1.2 Bewegungsgleichungen fir die elektrischen und magnetischen Felder

Die Maxwell-Gleichungen (IX.1) sind gekoppelte partielle Differentialgleichungen erster Ordnung
fir E(t,7) und B(t,7). Mit einigen Umrechnungen lassen sich entkoppelte Bewegungsgleichungen
erhalten.

Somit ist die Differentialgleichung (IX.9) fiir E(¢,7) unabhingig von B(t,7), und umgekehrt
tritt E(¢,7) nicht in der Bewegungsgleichung (IX.11) fiir B(¢,#) auf. Die beiden Felder bleiben
aber miteinander gekoppelt, beispielsweise iiber die Maxwell-Faraday-Gleichung (IX.1c). Das
heiflt, man kann zwar entkoppelte Bewegungsgleichungen finden, die aber nicht unabhéngig
voneinander sind: physikalisch wird die Kopplung nicht aufgehoben.

1X.1.2 a Bewegungsgleichung fiir das elektrische Feld
Die Rotationsbildung der Maxwell-Faraday-Gleichung (IX.1c) ergibt
dB(t,7)
ot
Der erste Term kann mit der Identitit V x (@ X ‘7) = 6(@ . 17) — AV transformiert werden. Im

zweiten Term konnen partielle Zeit- und Raumableitung ausgetauscht werden, was zu

V[V - E(t,7)] — AE(t,7) + gtﬁ x B(t,7)] =0

V x [V x E(t,7)] + V x = 0.


Nicolas Borghini
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fiihrt. Dabei kann V - E unter Verwendung der Maxwell-Gauk-Gleichung (IX.1a) durch die La-
dungsdichte ausgedriickt werden. Wahrenddessen lasst sich V x B mithilfe der Maxwell-Ampére-
Gleichung (IX.1d) umschreiben. Dies ergibt

1= . X OE(t,7)] -

%Vpel‘(t,r) — AE(t,7) + 5 toJer(t, T) + €otto ét ) =0.
Aquivalent gilt

. OE(t, 7 o OJut,7) 1= .
OB, 7) = —copo D) 1 AB(E,7) = s 20T | L 4 7). (1X.9)
ot ot €0
Dabei ist der d’Alembert®™) -Operator O gemif
2

definiert.(7)

IX.1.2b Bewegungsgleichung fur das magnetische Feld
Betrachtet man als Anfangspunkt die Maxwell-Ampére-Gleichung (IX.1d) und bildet man deren

Rotation, so ergibt sich

L. . QE(t,7 .
V x [V X B(t,’?)] — Gouov X ét,r) = ,uov X j:a]‘(t,?).

Dabei ist V x (6 X E) wegen der Maxwell-Thomson-Gleichung V- B = 0 einfach gleich —AB.
Dann koénnen Ableitungen beziiglich der Zeit- und Ortsvariablen im zweiten Term ausgetauscht
werden, und die resultierende Rotation V x E mithilfe der Maxwell-Faraday-Gleichung (IX.1c)
umgeschrieben werden. Insgesamt ergibt sich

5 O°B(t, 7 o
—AB(t, T’) + Goﬂoa(ﬂ) - ,UOv X ]el.(t7 T)a
d.h.
. O2B(t. 7 . .
DB(t, F) = —€glo ( ,T) -+ AB(t,’F) = oV X j_(;l.(t,F). (IX.ll)

ot?

Die Gleichungen (IX.9) fiir das elektrische Feld E und (IX.11) fiir die magnetische Induktion
B sind anscheinend entkoppelte (inhomogene) lineare partielle Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung. Die Felder sollen aber noch der Maxwell-Faraday-Gleichung (IX.1c¢) geniigen, so dass sie nicht
unabhéngig voneinander sind: die Bewegungsgleichungen (IX.9) und (IX.11) sind also eigentlich red-
undant.

Elektrodynamische Potentiale

Wie im stationéren Fall konnen ein Skalar- und ein Vektorpotential eingefiihrt werden, aus denen sich
das elektrische und das magnetische Feld ableiten lassen (§ 1X.2.1). Im Gegensatz zu den stationéren
Potentialen héngen aber jetzt beide Felder E und B vom Vektorpotential ab. Dementsprechend sind
die Eichtransformationen der Potentiale, welche die elektromagnetischen Felder invariant lassen,

(") Oft wird der d’Alembert-Operator als das Negative des hier betrachteten Differentialoperators definiert.
(@am)J L RoND D’ALEMBERT, 1717-1783
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nicht unabhéngig voneinander, sondern beide Potentiale miissen gleichzeitig transformiert werden
(§ IX.2.2). Schlieklich werden in § IX.2.3 Bewegungsgleichungen fiir die Potentiale dargelegt, die aus
den Maxwell-Gleichungen folgen.

IX.2.1 Definition

1X.2.1 a Vektorpotential
Die Maxwell-Thomson-Gleichung (IX.1b) hat die gleiche Form, wie in der Magnetostatik. Daher

kann man wie in § VIIL.1.1 die Existenz eines differenzierbaren Vektorfeldes A(7) folgern, mit dem
die Beziehung

—

Bmm—ﬁxjmm] (IX.12)

in jedem Punkt 7 und zu jeder Zeit ¢ erfiillt wird: A(¢,7) ist das (elektrodynamische) Vektorpotential.

Ahnlich wie in der Magnetostatik existiert eine (Eich)Freiheit in der Auswahl von A(t, 7). Ist
ein erstes Vektorpotentlal A fiir eine bestimmte magnetische Induktion B geeignet, dann so ist auch
das Vektorfeld A'(t,7) = A(t,7) + Vx(t,7), wobei x(¢,7) eine beliebige skalare Funktion von Zeit
und Ort ist.

1X.2.1 b Skalarpotential
Setzt man die Beziehung (IX.12) in die Maxwell-Faraday-Gleichung (IX.1c) ein, so kommt

0 e = ~
Nach Austauschen der Zeit- und Ortsableitungen im zweiten Term kann man einfacher
A7) -

( ?T) — O.

ot
schreiben. Daraus folgt, dass es ein skalares Feld ®(t,7) existiert, das (elektrodynamische) Skalar-
potential, das die Beziehung

V x E(t,7) +

V x |E(t,7) +

DA(t,7)

E(t,7) = —V®(t,7) — -

(IX.13)

zu jeder Zeit ¢t und in jedem Punkt 7 erfiillt.

Im stationédren Fall findet man die Beziehung (VIIL.3) zwischen elektrostatischem Potential und
Feld wieder.

IX.2.2 Eichinvarianz

IX.2.2a Eichtransformationen

Zwei Vektorpotentiale Aund A’ = A+ Vy fithren zwar iiber die Bezichung (IX.12) zum gleichen
magnetischen Feld B; laut der GI. (IX.13) wiirden sie zu unterschiedlichen elektrischen Feldern E,
E fiihren.

Fithrt man aber eine gleichzeitige Transformation des Vektor- und des Skalarpotentials, und
zwar die Fichtransformation

O(t,7) — ' (t,7) = O(¢,7) — W, (IX.14a)
At,7) — A'(t,7) = A(t,7) + Vx(t,7), (IX.14b)

wobei die skalare Funktion x(t,7) beliebig ist, so bleiben die zwei abgeleiteten Felder E(t, 7) und
B(t,7) unverandert.
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Beispiel: Dem elektromagnetischen Feld bestehend aus einem stationdren und gleichférmigen elek-
trischen Feld E(t,7) = Ep und einer verschwindenden magnetischen Induktion B(¢,7) = 0 kann
man z.B. die einfachen Potentiale

®(t,7) = —7- By, A(t,7) =0,
oder

®'(t,7) =0, A'(t,7)=—Eyt
zuordnen. Eine Funktion y, die von den ersten zu den zweiten fiihrt, ist x(¢,7) = —7 - Eot (dazu
darf man natiirlich eine additive Konstante hinzufiigen).

1X.2.2 b Spezielle Eichungen

Die Eichfreiheit kann benutzt werden, um eine Eichung zu benutzen, in welcher einige Gleichun-
gen eine einfachere Form annehmen.
Eine erste oft auftretende Wahl ist die Coulomb-FEichung, die durch die Bedingung

[% . A(t,7) = 0. (IX.15)

[vgl. GL (VIIL4)| definiert ist. Bei festen E- und B-Feldern ist es immer méglich, Potentiale zu
finden, die der Coulomb-Eichbedingung (IX.15) geniigen.

Seien @, A Potentiale fiir ein gegebenes elektromagnetisches Feld. Wenn Adie Bedingung (IX.15)
erfiillt, ist der Fall erledigt. Sonst sucht man eine Funktion x(¢,7) derart, dass die iiber Gl. (IX.14)
eichtransformierten Potentiale ®’, A die Coulomb-Eichbedingung erfiillen. Die Divergenzbildung

der Beziehung (IX.14b) zwischen A’ und A lautet
VA7) =V A(t,7) + V- Vx(t,7) = V- AL, 7) + Ax(t, 7).

Das Ziel ist, dass V- A’ (¢, 7) = 0 gilt. Dafiir soll man eine Funktion y finden, die die inhomogene
Poisson-Gleichung L.
AX(ta F) ==V A(tv 77)

16st, wobei die rechte Seite eine vorgegebene Funktion ist. Laut den Ergebnissen des Ab-
schn. VIL.2 existiert eine solche Losung immer. |

Eine andere giinstige Eichung ist die Lorenz®"-Eichung, entsprechend der Bedingung

ad(t,7)

T LA+ F) = 0. IX.1
5+ VA7) =0 (IX.16)

oMo

Wir werden in § IX.2.3 ¢ sehen, dass sich die Bewegungsgleichungen fiir die Potentiale in der Lorenz-
Eichung stark vereinfachen. Ein zweiter Vorteil der Eichung wird auch in § XII.1.2 diskutiert.

Die Coulomb- und Lorenz-Eichbedingungen legen die elektromagnetischen Potentiale ® und A
nicht vollstéindig fest, sondern man kann in beiden Fillen unterschiedliche Paare (@, A) finden,
welche die zugehorige Bedingung erfiillen.

Dies ist trivial der Fall der Coulomb-Eichung, deren Bedingung (IX.15) das Skalarpotential frei
lasst. Dass auch die Lorenz-Eichung ,unvollstéandig® ist, ldsst sich einfach beweisen. Seien (@,ff)
und (P, /_1") Paare von Potentialen, die der Gl. (IX.16) geniigen, wobei die gestrichenen Potentiale
mit den nicht-gestrichenen tiber die Beziehungen (IX.14) zusammenhéngen. Dann gilt

Iy = _,
6(1)8(? ) + V- A/(t, ) — Eo,uoaq)gi’ )

d.h. nach einer einfachen Berechnung

x(t, 7 . .
— eouo)(;(ﬂ) + Ax(t,7) =0Ox(t,7) = 0. (IX.17)

€00 —|—6/¥(t,’?) =0,

(@m)1,. LORENZ, 1829-1891
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Diese Differentialgleichung hat nicht-triviale Lésungen — die in § IX.4.1 unten diskutiert werden —,
so dass die gestrichenen und nicht-gestrichenen Potentiale ungleich sind.

IX.2.3 Bewegungsgleichungen fiir die elektrodynamischen Potentiale

1X.2.3 a Bewegungsgleichung fiir das Vektorpotential
Das Einsetzen der Beziehungen (IX.12) und (IX.13) in die Maxwell-Ampére-Gleichung ergibt

unter Beriicksichtigung der Formel fiir die Rotation einer Rotation

2T =V x [V x AT o[ =, . OA(tT
o 17) = 9 9% £0,7] — oy [0t - 20T
VIV A 7 = [0®(t, T DAL, T
:V[V-A(t,F)]—AA(t,F)—ireO,uov[(;t’r)} ouoai;”.

Nach trivialer Umschreibung lautet dies

- O2A(t,7)

S oo(t, 7
OA(t,7) = —€0HO 55— (t,7)

ot

+ AA(, ) = —podu(t,F) + V [EOMO +V - A, F)} | (1X.18)

Diese lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung stellt die Bewegungsgleichung fiir das
Vektorpotential A(t,7) dar.

Bemerkung: Im zeitunabhéngigen Fall vereinfacht sich Gl. (IX.18) zur Gleichung (VIIL.8).

1X.2.3 b Bewegungsgleichung fir das Skalarpotential
Setzt man in die Maxwell-Gauf-Gleichung (IX.1a) die Beziehung (IX.13) ein, so kommt

palt?) o [ er. o QAT w0 du
ST =V Ve ) - | = —ae( ) - 5 [V A )]
oder Aquivalent
pa(t,7) = LAt 9 15 g . (IX.19)

€0 ot

Man kann noch egpp9?®(t,7)/0t? von beiden Seiten dieser Gleichung abziehen, um die Bewe-
gungsgleichung in eine Form dhnlich der Gl. (IX.18) zu bringen:

- pel(tv 77) 0 8<I>(t7 F)
€olto ot

2 —
FELT) | Ap(t,7) =

Od(¢,7) = —eopo 52 o "

(IX.20)

+@-ff(t,?)}

Bemerkung: Im stationédren Fall vereinfacht sich Gl. (IX.20), oder noch einfacher Gl. (IX.19), zur
Poisson-Gleichung (VII.4) der Elektrostatik.

1X.2.3 ¢ Bewequngsgleichungen in speziellen Eichungen

Arbeitet man in der durch die Bedingung (IX.16) definierten Lorenz-Eichung, so vereinfachen
sich die Bewegungsgleichungen (IX.18) und (IX.20) erheblich, und zwar zu

v
Oo(t, 7) = LB (IX.21a)
in Lorenz-Eichung €0
OA(t, 7) = —poJe(t, 7). (IX.21Db)

Somit nehmen die Bewegungsgleichungen fiir die Potentiale die gleiche Form wie solche (IX.9),
(IX.11) fiir die daraus abgeleiteten E- und B-Felder an.



