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VIl.2 Berechnung des Wirkungsquerschnitts

Ahnlich der Zerfallsrate in Abschn. VI.2 lisst sich der Wirkungsquerschnitt mithilfe von Fermis
Goldener Regel schreiben. Somit beruht der totale Wirkungsquerschnitt auf dem Phasenrauminte-
gral einer Amplitude zum Quadrat iiber die Impulse der auslaufenden Teilchen (§ VII.2.1). Dieses
Integral wird mit einem Vorfaktor multipliziert, dem sog. Flussfaktor, der in § VII.2.2 diskutiert
wird. Wenn es nur zwei Teilchen im Endzustand kann das Phasenraumintegral weitgehend ohne
Kenntnisse iiber die zugrundeliegende Wechselwirkung durchgefiihrt werden (§ VII.2.3), woraus der
differentielle Wirkungsquerschnitt folgt.

VIl.2.1 Fermis Goldene Regel fiir Streuprozesse

Betrachte z.B. den Zwei-nach-zwei-Prozess a + b — 1 + 2, wobei die Teilchen die jeweiligen
Viererimpulse pg, pp, p1, p2 haben. Der Einfachheit halber werden einige Annahmen gemacht: erstens
sollen die zwei einlaufenden bzw. die zwei auslaufenden Teilchen nicht identisch sein. Dann haben
sie alle den Spin 0. Schlieklich gibt es mindestens ein massives Teilchen im Anfangszustand, z.B.
Teilchen b.
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Die einlaufenden Teilchen werden durch einen Zustandsvektor |a(p,), b(p,)) beschrieben, der sich
durch Anwendung von geeigneten Erzeugungsoperatoren auf den Vakuumzustand erhalten lésst.
Dieser Zustandsvektor ist auf
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normiert. Wiederum wird den auslaufenden Teilchen ein Endzustand (1(p,; ), 2(P,)| assoziiert. Beide
Anfangs- und Endzustand sind Eigenzustidnde eines wechselwirkungsfreien Hamilton-Operators Hy.

Der Prozess unter Beriicksichtigung erfolgt aus dem FEinschalten eines zusétzlichen Wechselwir-
kungsterms gV () im Hamilton-Operator, mit
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wobei die komplexwertige Amplitude M zeit- und ortsunabhéngig ist, wihrend gZA)z (x) firi =a,b,1,2
den mit Teilchen ¢ assoziierten Klein—Gordon-Feldoperator bezeichnet.

Zur ersten nicht-trivialen Ordnung in Storungsrechnung lautet das Streumatrizelement (VI.2)
zwischen Anfangs— und Endzustand [vgl. (VI.16)]

Spi = )| / M G(,2) 3o(1,7) D1 (8,7) ot ) P dt | a(,), b(E,))-
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Driickt man die Feldoperatoren durch die zugehorigen Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren aus,
so findet man, dass die Wirkung von ¢;(x) fiir i = a oder b bzw. i = 1 oder 2 auf den Anfangszustand

bzw. Endzustand einen Term hee Pi>/f/, [(2nh)32E; bzw. heetPix/l/, [(21h)3 2E; liefert, so

dass schlielslich
(he)3 M
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Die Integration nach Raum und Zeit gibt dann

el (P1+P2—Pa—Pb)x/h 322 4z,
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Dieser Ausdruck des Streumatrixelements hat die gleiche Struktur wie in Gl. (VI.17), und insbe-
sondere beriicksichtigt automatisch die Energie-Impuls-Erhaltung.
Bildet man nun das Betragsquadrat dieses Streumatrixelements, so ergibt sich

s |
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St = —i(2m)*™W (p1 + p2 — pa (VILS)

1] = (21)6@ (p1 + pa — pa — py) (27m) 45 (0)

Dabei ist (27)46*) (0) gleich 1/A* mal dem Raumzeitvolumen 4¢T, in dem die ein- und auslaufenden
Teilchen propagieren.

|Sgi|? stellt die Wahrscheinlichkeit dafiir dar, dass der Anfangszustand |a(f,), b(5,)) nach einer
Zeitspanne T' in den Endzustand (1(p,),2(P,)| tibergeht. Um die entsprechende Wahrscheinlichkeit
pro Zeiteinheit und fiir ein einziges Paar von einlaufenden Teilchen zu erhalten, soll man noch |S;|?
durch T und durch die Normierung (VIL.6) des Anfangszustands teilen. Somit lautet die Anzahl der
pro Zeiteinheit mit Impulsen g, P, auslaufenden Teilchen

A"Nous (B1, P2) B h2c? 1 CQ}M‘Q

dt dgﬁl d3ﬁ2 (V 4Eﬁa Eﬁb 3 2Eﬁ1 (27‘(‘)3 2Eﬁ2 '
Aus der Integration dieser Formel iiber die passenden Variablen lassen sich Ausdriicke fiir den
differentiellen und den totalen Wirkungsquerschnitt herleiten.

(2m)*6™ (p1 + p2 — pa — P) @ (VILY)
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Dabei ist der Letztere zunéchst einfacher zu erhalten, zumindest formell. Integriert man die
Anzahl (VIL.9) iiber alle moglichen Werte der auslaufenden Impulse, so ergibt sich die Anzahl der
pro Zeiteinheit auslaufenden Teilchen 1 und 2

dNaws P2 1
dt YV 4Ej; Ej

c d’p, c &°py
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(27T)45(4)(p1 + P2 — Pa— Pb)‘./\/l|2 @

Diese Anzahl ist tiber Beziehung (VII.4) mit dem totalen Wirkungsquerschnitt und der Luminositét
verkniipft. Um die Letztere zu ermitteln, kann man ins Ruhesystem von Teilchen b gehen — dank
der Annahme, dass Teilchen b nicht masselos ist. In diesem Bezugssystem gilt Ej = mpc?, wihrend
die Luminositat geméafs Gl. (VIL5) gleich Loy = ‘i}’a‘ /Y ist, wobei ¥, die Geschwindigkeit von
Teilchen a im gewédhlten Bezugssystem bezeichnet. Dies gibt fiir den totalen Wirkungsquerschnitt

h2c
/(2w)45<4>(p1 + P2 — Pa — pb)\MF e
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(VIL.10)

Otot =

Diese Formel stellt wieder ein Beispiel von Fermis Goldener Regel dar.

Wie schon oben erwdhnt wurde, soll der totale Wirkungsquerschnitt Lorentz-invariant sein.
Wihrend das Integral deutlich Lorentz-invariant ist — vorausgesetzt dies auch fiir ‘Mf gilt, was
hier ohne Beweis angenommen wird —, ist es fiir der Vorfaktor nicht sofort klar. Somit wird der
Letztere im néchsten Abschnitt genauer untersucht.

VIl.2.2 Lorentz-invariante Form des totalen Wirkungsquerschnitts

Das im Nenner des Vorfaktors des totalen Wirkungsquerschnitts (VII.10) auftretende Produkt
4|4| Bz, my/c, wobei B, und Ej5_ im Ruhesystem des Teilchens b gemessen werden, wird (M oller®d)-)
Flussfaktor genannt und hiernach als F bezeichnet.

In einem beliebigen Bezugssystem, in welchem die Viererimpulse der kollidieren Teilchen p, und
pp sind, gilt

[ F = 4\/(pa - pp)? — mZmict. (VIL.11)

Diese Formel definiert offensichtlich eine Lorentz-invariante Grofe.

Beweis: Da F ein Lorentz-Skalar ist, muss man nur priifen, dass der Ausdruck (VIL.11) tatséch-
lich gleich 4|17a|E5amb /c ist. Im Ruhesystem vom Teilchen b, wo p, = 0 und Ej, = myc? gelten,
findet man sofort p, - py = Ej_mjp und somit

(Pa - Pb)° — momic* = (Ega —m2ctYmi = |p,[**mj.
Unter Verwendung der Beziehung ¥, = ¢*3, / Ej, ergibt sich
( 2 2 24 _ |Ud E2 m2
Pa pb) m,myc = 5 B, M
d.h. F = 4[v.|Ez my/c. O

Ein alternativer niitzlicher Ausdruck des Flussfaktors beruht auf der Mandelstam-Variablen s,
Gl. (V.4). Somit kann man schreiben

F = 2\/(3 —m2 — mg)2 — 4m2m? . (VIL.12)
Diese Formel folgt sofort aus der Gleichung

2 2
4(pa - py)? = (2pa - Pp)? = [(Pa + Pp)? — P2 — PF]” = (s —m2 —m) .

(D@, M@LLER, 1904-1980
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Fiir die Berechnung des differentiellen Wirkungsquerschnitts im néchsten Abschnitt wird es sich
auch lohnen, den Ausdruck des Mgller-Flussfaktors durch die kinetischen Grofen im Schwerpunkt-
system der einlaufenden Teilchen zu kennen. In diesem Bezugssystem findet man

_ 4(Ep, + Ej,)|Pal
C

im Schwerpunktsystem der Teilchen a und b. (VIL.13)

Dabei kann die Summe Ej + Ep, auch durch die Schwerpunktsenergie E.p, ersetzt werden.

Im Schwerpunktsystem gilt p, = —p,, was sofort zu pg - py = Ep, Ep, / c? + |p,|? fiihrt. Somit
ergibt sich (py-py)* = E E;b/c4 +|B,[* +2E5, E5,|P,|?/¢?, und unter Verwendung der Energie—
Impuls-Relation Eg /c? = |p;|?> + m2c? fiir beide Teilchen
(Pa - Po)? — mgmyc® = 2{B,|* + |Ba|* (mic® + mipe® + 2E5 B /c?)
= [Pal*(IPul® + [Pl + mic® + mic® + 265 Ej /c?)
" 2
= Pal*(E5, + E3,) /<. O

Zusammen liefern Gl. (VII.10) und (VII.11) den Ausdruck des totalen Wirkungsquerschnitts fiir
einen Zwei-nach-zwei-Streuprozess

h2
4\/(pa- py)2 — m2mict

c d*py c d®p,
(2m)32E5, (2m)32E;,”

Otot =

/(277)45(4)(P1+P2— Pa— po) | M

(VIL.14)
Dieses Ergebnis kann auf den Fall des totalen Wirkungsquerschnitts fiir eine Streuung mit n
Teilchen (gekennzeichnet 1, 2, ..., n) im Endzustand verallgemeinert werden. Dann gilt

h? / 4 < 9 c d3p,
Ttot = (2)*st sz —pa — Py || M| H - (VIL15)
4\/(pa-pb)2—m3m§c4 (2m)72E5,

wobei C' ein ahnlicher statistischer Faktor wie bei der Zerfallsrate (VI.19) ist.

VII.2.3 Differentieller Wirkungsquerschnitt in einem Zwei-nach-zwei-Prozess

Im besonderen Fall einer Zwei-nach-zwei-Streuung sind die Energien und Impulse der Streupro-
dukte durch die Kinematik so eingeschréankt, dass der zugehorige differentielle Wirkungsquerschnitt
explizit berechnet werden kann, auch wenn die Amplitude M, die durch die Dynamik bestimmt
wird, unbekannt ist.

Dies lasst sich am einfachsten im Schwerpunktsystem der einlaufenden Teilchen finden, wo de-
finitionsgemé® 7, + P, = 0. Unter Verwendung des Ausdrucks (VIL.13) des Flussfaktors in diesem
Bezugssystem wird der ,unintegrierte Wirkungsquerschnitt — entsprechend einem Maf fiir die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die gestreuten Teilchen Impulse zwischen 7, und 7, + d3p; bzw. P,
und p, + d3p, haben — gegeben durch [vgl. Gl. (VIL.14)]

h%c
A(Ep, + Ep, ) [P
72 M2

= _ 5 (p1+p2— pa— pb) A*F; d*Po.
6472 (Ep + By, )|P.|Ep, Ep, ( o P APy

I 2 cd’p;  cd’Py
dGU(phPQ) = ’

45(4) —p. —
(2m)%0"" (p1+ P2 — Pa Pb)‘M (2m)32E5, (2m)32E;,

Der §Y)-Term kann auch als ¢ (B, + Ep, — Ej5, — Eﬁb)é(‘%) (P1 + Do) geschrieben werden, wobei die
Gleichung 7, + 7, = 0 benutzt wurde. Dann ist das Integral iiber fy trivial und gibt
2 IMP 6(mict+PBEc? + \/mict+ i — By — Ep,) &5,

6472 (B + Ep,)|P,| Vmie+pE\/m3c®+p}
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Um dieses Ergebnis weiter zu integrieren, soll die Abhéngigkeit der Amplitude M von den
kinematischen Variablen diskutiert werden. Allgemein sollte M eine Funktion der Impulse der ein-
und auslaufenden Teilchen sein: M(p,, By, D1, Ps)- Im Schwerpunktsystem, wo p, = —p, und dank
der Impulserhaltung py = —p; gelten, ist M nur Funktion von p, und p;. Dazu ist M ein Lorentz-
Skalar, d.h. insbesondere invariant unter Drehungen, und kann deshalb nur von den skalaren Groéfsen
p2, p2 und P, - By = |B,||P;| cos § abhiingen. Zusammenfassend ist die Amplitude M fiir eine Zwei-
nach-zwei-Streuung nur Funktion von |F,|, |7;| und 6, wobei diese Grofen im Schwerpunktsystem
gemessen werden.

Wegen der moglichen Abhéngigkeit von dem Streuwinkel 6 kann die Winkelintegration nicht
durchgefiihrt werden, im Gegensatz zum Fall des Phasenraumintegrals beim Zwei-Teilchen-Zerfall.

Fiir die restlichen Integrationen kann man zuniichst die Substitution d3p, — p?dpd?Q2, mit
Q = (0, p) und dementsprechend d2€2 = sin § df di, in die obige Formel fiir d3c(;) einsetzen. Dann
ergibt sich flir den differentiellen Wirkungsquerschnitt

d?0(0, ) h?

_ 2 /°°|M‘26(\/m%c4+p202 + Vm3ct+p2® — E5 —Ep,)
d*Q 64 (Ej, + E,)[Pal Jo Vmic+p? \/m5c? + p?

p~dp.

Weiterer Fortschritt erfolgt unter Nutzung der neuen Integrationsvariablen

E= \/m%c4+p262 + \/m§c4+p202,

entsprechend

dE = < ¢ + ¢ > dp = d
pap pap,
Vmict+p2e2  \/mict+p2c? Vm3c2+p2 \/mic?+ p?

sowie

1

p(E) = 2Ec

\/E4 — 2F? (m% + m%)c4 + (m% — m%)QCB.

Die letztere Formel folgt aus einfachen Berechnungen. Zunéchst gilt

E? =m3ct + mic* + 2p°? + 2\/m%c4+p262 \/m§C4+p202,

d.h.

(E2 —m2ct —m3ct — 217202)2 = 4(mfc4+p202) (m§c4+p262).
Nach dem Ausmultiplizieren der Produkte auf beiden Seiten und dem Herauskiirzen von ein
paar Termen kommt

E* + mic® + mic® — 2E*mict — 2B mic® — 2m2m3c® = 4E?p*c?,
woraus das Ergebnis folgt. O

Mithilfe der Integrationsvariablen E lésst dich der differentielle Wirkungsquerschnitt als

do(0, ) _ 12 ¢? = 2 p(E)
= 5.1, p(E),cos0)|* 6(E— E5 — 5 )22 dp
42Q 6472 (Eﬁa+Eﬂb)‘ﬁa|[Emin|M(’pa|7p( ), cos )} ( 5. pb) -

schreiben, wobei die untere Grenze des Integrals E, = (m1+m2)c2 ist. Damit das Argument der
Delta-Funktion fiir einen Wert von F im Integrationsbereich verschwindet, soll Epi,— Eﬁa_ Eﬁb <0
sein. Anders gesagt soll die Schwerpunktsenergie Ej + FEj = Ecm groker sein als die Summe der
Massenenergien (m1-+msg)c? der auslaufenden Teilchen — was eine triviale kinematische Bedingung
zur Realisierbarkeit des Prozesses ist. In diesem Fall kann die Integration leicht durchgefiihrt werden,

und es ergibt sich

Pol0.¢) _ I p(Fen) :
y - Pals P(Eem), cos 0)|.
d2Q 6472 Eem |P,| Eem | M(|B,, p(Eem), cos 0) |
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Dabei stellt p(Eep) den Wert des Impulsbetrags || = |p,| dar, bei dem die Dirac-Distribution fiir
die Energie-Impuls-Erhaltung realisiert wird. Somit lautet der differentielle Wirkungsquerschnitt
fiir den Prozess a + b — 1 4+ 2 im Schwerpunktsystem der einlaufenden Teilchen

_ _, , 2
d20(9a Qp) — thQ |p1| |M(|pa|7 |p1|7COS 0)‘
dz20 6472 |ﬁa| (Eﬁa + Eﬁb)Q ’

(VIL.16)
wobei |p;| der durch Viererimpulserhaltung bestimmte Betrag des Impulses eines der auslaufenden
Teilchen ist.

Bemerkung: Da die kinematischen Grofen hier im Schwerpunktsystem der einlaufenden Teilchen
angegeben sind, ist (Eﬁa+Eﬁb)2 im Nenner dieser Formel gleich s ¢*, mit s der (Lorentz-invarianten)
ersten Mandelstam-Variablen.

Literatur zum Kapitel VII
o Griffiths, Elementary Particle Physics [8], Kap. 6.1.2 & 6.2.2.



