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Im Teil [Al wurden die Gleichungen zur Beschreibung der Bewegung wechselwirkungsfreier rela-
tivistischer Teilchen mit Impuls p und gegebenenfalls Helizitdt o bzw. Polarisation A dargestellt.
Wenn Wechselwirkungen vorhanden sind, konnen Teilchen an zwei grundlegenden Arten von Pro-
zessen teilnehmen, und zwar an Zerfillen und Streuungen:

— Zerfall:
Anfangszustand i
> Zerfallsprodukte
Wechselwirkung
— Streuung:
Anfangszustand Streuprodukte

T

Wechselwirkung

In beiden Féllen stellt sich die Frage, was ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, pro Zeiteinheit vom
Anfangszustand in einen gegebenen Endzustand zu iibergehen. Dieser Teil befasst sich mit dem
geeigneten Formalismus um diese Frage zu beantworten — unabhéngig von den eigentlichen Wech-
selwirkungen — erstens fiir Zerfélle (Kapitel , dann fiir Streuungen (Kapitel .

Insbesondere werden hiernach Ahnlichkeiten zwischen den Ausdriicken der Grofen, die fiir jeden
Prozess die Ubergangswahrscheinlichkeiten pro Zeiteinheit charakterisieren, gefunden. Tatsichlich
weisen diese Grofsen — Zerfallsrate bzw. Wirkungsquerschnitt — die gleiche mathematische Struk-
tur auf, in der Form von Integralen des Betragsquadrats einer (Wahrscheinlichkeits) Amplitude {iber
den verfiigharen Phasenraum fiir alle Endzustandsteilchen. Dabei wird die Amplitude letztendlich
bestimmt von den fiir den Prozess relevanten Wechselwirkungen. Diese werden nur im néchsten Teil
detailliert behandelt werden, doch die durch Feynman eingefiihrten Regeln, basierend auf Diagram-
me, zur Berechnung einer Amplitude werden schon in Kap. dargestellt.
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In der (Elementar)Teilchenphysik lassen sich die meisten Prozesse in zwei Kategorien einordnen:
zum einen in Zerfélle eines instabilen Teilchens der Masse m in zwei oder mehr leichtere Teilchen,
und zum anderen in Stofe zweier Teilchen mit jeweiligen Viererimpulsen p, und pp, mit zwei oder
mehr Teilchen im Endzustand. Unabhéngig von den fiir diese Prozesse verantwortlichen Wechselwir-
kungen liefert die Erhaltung des gesamten Viererimpulses — entsprechend den nicht-relativistischen
Erhaltungssétzen der Energie und des Impulses — vier Gleichungen, die die Viererimpulse der emit-
tierten Teilchen einschranken.

In diesem Kapitel wird kurz auf diese rein kinematischen Einschrénkungen eingegangen, fiir ki-
nematisch erlaubte (Abschn. Prozesse mit zwei (Abschn. oder drei (Abschn. Teilchen
im Endzustand. Schliefslich werden in Abschn. einige Definitionen und ein paar oft auftretende
kinematische Variablen eingefiihrt.

Hiernach werden nur sogenannte ,,on-Shell-Teilchen“ betrachtet, d.h. Teilchen, die den klassischen
Bewegungsgleichungen geniigen, und insbesondere der Beziehun E? — |’ = m2c¢* mit der
Teilchenmasse m.

Schwerpunktsenergie, Reaktionsschwelle

Eine wichtige Grofse zur Charakterisierung eines Prozesses ist die Schwerpunktsenergie oder ver-
fiigbare Energie im Schwerpunktsystem E.nl'?)|Dabei ist das Letztere so definiert als das inertiale
Bezugssystem, wo der dreidimensionale Gesamtimpuls einer Menge von Teilchen — entsprechend
hier dem bzw. den Teilchen vor (oder, dank dem Impulssatz, nach) der Reaktion — verschwindet.
In einem Zerfall ist F.,, gerade gleich der Massenenergie mc? des zerfallenden Teilchens.

Im Fall des Stofes zweier Teilchen lésst sich F.y, durch die Viererimpulse p, und pg einfach
ausdriicken. Im Schwerpunktsystem gilt tatsiachlich definitionsgemaf p, . + Py em = 0, woraus

2
Ecrn

CQ = (pg,cm + pg,cm)2 = (pg,cm + pg,cm)2 - (ﬁa,cm + ﬁb,cm)2 = (pa,cm + pb,cm)2

folgt. Da das Lorentz-Quadrat eines Vierervektors ein Lorentz-Skalar ist, bleibt der Term ganz rechts
gleich (p, + pp)? in jedem Inertialsystem. Somit gilt

B2y = (Pa + po)*c?, (V.1)
unabhéngig vom Bezugssystem, in welchem p, und p; gemessen Werden

U9Tm vierdimensionalen Raum aller méglichen Werte der Energie und der Impulskomponenten stellt diese Beziehung
die Gleichung eines Hyperboloids dar, der sogenannten Massenschale (mass-shell).
(15 Hier steht die Abkiirzung cm fiir center-of-mass — oder, sogar besser: center-of-momentum (frame).

(16) Natiirliche miissen beide Viererimpulse im gleichen Bezugssystem gemessen werden!
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Ein Prozess ist nur dann kinematisch erlaubt, wenn die verfiighare Energie im Schwerpunkt-
system grofier als die Summe der Massenenergien der Endzustandsteilchen ist. Fiir Zerfille bedeutet
diese Bedingung m > > ;mj, wobei die m; die Massen der , Tochterteilchen® sind. Im Fall eines
StoRes soll (pg + ppy)? > (> mj)2c? gelten.

Die letztere Ungleichung kann auch anders gedeutet werden. Damit der Endzustand eines Zwei-
Teilchen-Stofses aus gegebenen Teilchen mit Massen m; besteht, muss die Schwerpunktsenergie der
Kollision einen Wert {iberschreiten, die Reaktionsschwelle (3_; mj)2ct.

Bemerkung: Auch wenn ein gegebener Prozess kinematisch erlaubt ist, ist es noch mdglich, dass
er aus anderen Griinden nicht stattfinden kann — insbesondere wenn der Prozess weiteren Erhal-
tungssitzen nicht geniigt, z.B. der Erhaltung des Drehimpulses oder der elektrischen Ladung.

Zwei Teilchen im Endzustand

Besteht der Endzustand eines Prozesses aus nur zwei Teilchen mit Massen m; und ms, so lasst
sich dieser mit sechs Parametern beschreiben, entsprechend den Komponenten der Impulse der
Teilchen — die Energien der Teilchen sind dann durch die on-shell-Bedingungen EJ2 = |p;[?c? —i—m? ct
bestimmt. Sei jetzt angenommen, dass der gesamte Viererimpuls p des Anfangszustands bekannt ist.
Da die Erhaltung des Viererimpulses vier (unabhéngige) Bedingungen darstellt, bleiben tatséchlich
nur zwei Freiheitsgrade fiir den Endzustand, entsprechend z.B. den zwei Winkeln, die die Richtung
eines der emittierten Teilchen charakterisieren. Dies wird hiernach am Beispiel des Endzustands
eines Zwei-Teilchen-Zerfalls illustriert[17)]

In diesem und im néchsten Abschnitt wird der Zerfall eines unpolarisierten Teilchens betrachtet,
so dass der Zerfall isotrop ist. Im Ruhesystem des ,Mutterteilchens”, entsprechend dem Schwer-
punktsystem der Zerfallsprodukte, werden die Letzteren in entgegengesetzte Richtungen emittiert.

Es seien
__[Mmc . E1/0> . <E2/C>
p < 0 > ) P1 < ﬁl ) p2 ]—9»2

die Viererimpulse der Mutter- und Tochterteilchen im Schwerpunktsystem. Die Erhaltung des ge-
samten Viererimpulses

p=p1+p2

im Zerfall fiihrt sofort zu (p — p1)? = (p2)? = m3c?. Berechnet man das Lorentz-Quadrat auf der
linken Seite unter Beriicksichtigung der Gleichungen p? = m?c?, (p1)2 = m2c? und p-p; = mE; —
wobei die Letztere nur im Schwerpunktsystem gilt —, so ergibt sich

m?c? +mic? —2mE; = m3c?,

d.h. ) ) ,
By = m” +my —mj 2
2m
In #hnlicher Weise erhilt man Ey = (m? + m2 — m?) ¢2/2m. Die Energien F; und Ey im Schwer-
punktsystem sind somit unabhéngig von den Richtungen der emittierten Teilchen. Diese Eigenschaft
gilt in einem anderen Bezugssystem nicht mehr!
Aus dem Ausdruck der Energie und der on-shell-Bedingung folgt fiir den Betrag des Impulses

jedes Tochterteilchens

—m,c =

2
2= E7 5 o mi+mi+mi—2mim? — 2m>m3 — 2m2 m3 2
c2 J 4Am2 :

|p;

(I Handelt es sich bei dem Prozess um einen Streuprozess, so soll m in allen Gleichungen dieses und des néchsten
Abschnitts durch E'Cm/c2 ersetzt werden.
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2 uim-

Bemerkung: Der Zihler dieses Ausdrucks ldsst sich als [m? — (mq + m2)?|[m? — (m1 — ma2)?]
schreiben. Dies ist immer positiv fiir m grofer als mi 4+ meo, kann aber wenn m < my + mg negativ
werden, was fiir ein Betragsquadrat problematisch ist! Hier erkennt man die in Abschn. disku-

tierte Bedingung iiber die Massen der beteiligten Teilchen.

Drei Teilchen im Endzustand

In einem Prozess mit drei Teilchen im Endzustand existieren auch kinematisch bedingte Einschrén-
kungen, die hier am Beispiel des Zerfalls eines Teilchens der Masse m in drei Teilchen mit Massen
m1, mo und mg illustriert werden. Seien p, p1, p2 und ps die jeweiligen Viererimpulse der Teilchen.

Die Erhaltung des gesamten Viererimpuls p = p1 + p2 + p3 liefert vier Bedingungen fiir die 9
Komponenten der Impulse der Zerfallsprodukte, so dass es 5 Freiheitsgrade iibrig bleiben. Drei davon
entsprechen Winkeln — zwei fiir die Ebene, in der p; und py liegen, und einem fiir die Richtung
von p; in dieser Ebene —, wovon die Energien der emittierten Teilchen im Schwerpunktsystem aus
Symmetrie-Griinden nicht abhéangen koénnen. Diese Energien hédngen nur von den zwei restlichen
Freiheitsgraden ab. Fiir die Letzteren werden iiblicherweise zwei der Lorentz-invarianten Dalz’t

Variablen m?j angenommen, wobei
mizc® = (p1 +p2)” = (p — p3)?,
misc? = (p1 +p3)? = (p — p2)%, (V.2)

m3sc® = (p2 + p3)? = (p — p1)?,

z.B. m}, und m?;. Die Menge der kinematisch erlaubten Werte dieser Variablen ist ein konvexes
Gebiet in der (m?,, m%S)—Ebene, dessen Grenzen von m, mq, mo und mg abhéngen.

Aus der Gleichung m?, = (p — p3)?/c* = m? + m3 — 2mkFEs3/c? im Schwerpunktsystem und der
Bedingung E3/c? > mg folgt die obere Schranke m?2, < (m — m3)?. Um eine untere Schranke
von m?, zu erhalten, kann man ins Schwerpunktsystem des aus Teilchen 1 und 2 bestehenden
Teilsystems iibergehen. Bezeichnet man die Energien in diesem Bezugssystem mit einem Strich,
so gilt
miy = (p1+p2)?/c? = (B} + E3)?/c* > (my +m2)?,

wobei die Ungleichung trivial ist. Somit hat man schlieRlich (m1+m2)? < m?, < (m—ms3)?,
und dhnlich (m;+m3)? < mi; < (m—msg)? und (m2+m3)? < m3; < (M —m;)?. Wegen
der Beziehung zwischen den Dalitz-Variablen kann bei gegebener m?, die Variable m?,
nicht ihre Werte im ganzen Intervall annehmen, sondern nur in einem kleineren, m?,-abhiingig
Bereich. Weitere Details dazu konnen in der Review of Particle Properties [1], § 47.4.3 & 47.4.4
gefunden werden.

Bemerkungen:

* Wegen der Erhaltung des gesamten Viererimpulses sind die Dalitz-Variablen nicht unabhéngig
voneinander, sondern geniigen der Beziehung

m%Q + mfg + m§3 =m?+ m% + m% + m% (V.3)

x In einem Drei-Teilchen-Zerfall sind die Energien und Impulse der Zufallsprodukte nicht durch die
Kinematik vollig festgelegt, sondern kénnen ein kontinuierliches Spektrum an Werten annehmen
wobei der maximale mogliche Wert der Energie F1 und somit des Impulses |p; | fiir Teilchen 1 durch
den minimalen moglichen Wert von ma3 gegeben ist [vgl. By = (m? +m? —m3;)c?/2m].

(18) Gerade diese Beobachtung hat Wolfgang Pauli 1930 veranlasst, die Existenz des (Anti-)Neutrinos zu postulieren,
um das kontinuierliche Energiespektrum der in g-Zerfallen emittierten Elektronen zu erkléaren.

(“)R. DALITZ, 1925-2006
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Kinematik einfacher StofBe

In diesem Abschnitt werden ein paar Definitionen betreffend Teilchenstofe eingefiihrt. Wir disku-
tieren nur Kollisionen zwischen zwei durch a bzw. b gekennzeichneten Teilchen, weil Stofe in einer
relativistischen Theorie nur lokal sein konnen, d.h. die beteiligten Teilchen sollen sich im gleichen
Punkt der Raumzeit befinden, was mit mehr als zwei Teilchen praktisch unméoglich wird.

Bekannterweise unterscheidet man zwischen elastischen Stéfien, in denen die Teilchen im End-
zustand die gleichen wie im Anfangszustand bleiben, und inelastischen Stdfsen. Unter den letzteren
werden die Stofe mit nur zwei Teilchen (1 und 2) im Endzustand als quasielastisch bezeichnet.
Zusammen werden elastische und quasielastische Stofe auch Zwei-nach-zwei- Prozesse genannt.

Sei a+ b — 1+ 2 ein solcher Prozess. Die Massen bzw. die Viererimpulse der Teilchen werden

mit mg, mp, m1 und mo bzw. pg, pp, p1 und pe bezeichnet. Die Mandelsta Variablen fiir den
Prozess werden definiert durch

s = (pa + pp)?/c* = (p1 + p2)?/¢?,
t = (pa — p1)?/c” = (py — p2)?/c, (V.4)
u = (pa — p2)?/c* = (pp — p1)?/c*.
Die Variable s ist gleich 1/c¢* mal dem Quadrat der Schwerpunktsenergie Eey, der kollidierenden
Teilchen, wihrend ¢ den Quadrat des Viererimpuls-Ubertrags geteilt durch ¢? darstellt. Im beson-
deren Fall eines elastischen Stofies — mit (p1)? = (pa)? = m2c? und (p2)? = (pp)? = mic? — gilt
im Schwerpunktsystem E, = Fy, was zu t = —|p, — p|? fiihrt.
Definitionsgeméfs sind die Mandelstam-Variablen Lorentz-invariant. Sie sind nicht unabhéngig
voneinander, da im allgemeinen Fall eines Zwei-nach-zwei-Prozesses gilt

s+t+u=m2+mi+m?+mi (V.5)
Im besonderen Fall einer elastischen Kollision lautet diese Gleichung
s+t+u:2m2+2mg.
Beweis der Beziehung : Die Definitionen liefern
s+t4+u=3m2+mj+mi+m3+2p,-(pp— p1 — p2)/c.

Unter Verwendung des Viererimpulserhaltung gilt p, — p1 — p2 = —pa, woraus das Ergebnis
folgt. O

(#2)§ MANDELSTAM, 19282016
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