H BHEE BN B
HEE H EEEEENN
HENE |

II= _HEE EE

Statistische Physik

Nicolas Borghini




Nicolas Borghini

Universitat Bielefeld, Fakultat fiir Physik

Homepage: http://www.physik.uni-bielefeld.de/ borghini/
Email: borghini at physik.uni-bielefeld.de


http://www.physik.uni-bielefeld.de/~borghini/

Inhaltsverzeichnis

Thermodynamik des Gleichgewichts| . .

I Grundbegriffe der Thermodynamik| . . .

I.1 |Gegenstand der Thermodynamik|5

.2 [Thermodynamische Systeme|6

1.2.1
l.2.2
1.2.3

Definitionen| 6
Zustand eines thermodynamischen Systems|7
Thermodynamisches Gleichgewicht|s

.3 [Wechselwirkung thermodynamischer Systeme|9

1.3.1
1.3.2
1.3.3
1.3.4
1.3.5

Definitionen, Notationen, Konvention|9

Thermische Wechselwirkungen; Nullter Hauptsatz, Temperatur|11
Mechanische Wechselwirkungen| 12

Chemische Wechselwirkungen|15

Elektrische und magnetische Wechselwirkungen|15

Il Thermodynamische Hauptsatze| . . .

IIl.1 [Erster Hauptsatz| 17

1.1
I.1.2
11.1.3
I1.1.4

Innere Energie| 17

Erste Beispiele| 18
Thermodynamische Koeffizienten| 20
Adiabatengleichungen| 22

1.2 |Zweiter Hauptsatz|24

I.2.1
2.2
11.2.3

Thermodynamische Entropie und Reversibilitét| 24
Warmekraftmaschinen| 26
Einfache Folgerungen aus den ersten beiden Hauptsétzen|30

1.3 [Dritter Hauptsatz 32

il Thermodynamische Potentiale| . .

lIl.1 [Fundamentalgleichungen der Thermodynamik| 34

.11
I.1.2
1.1.3

Gibbs-Fundamentalgleichungen in Energiedarstellung|34
Gibbs—-Duhem-Gleichung|35
Entropiedarstellung|3s

lIl.2 [Thermodynamische Potentiale|37

1.2.1
In.2.2
1.2.3
1.2.4
I1.2.5
111.2.6

Konstruktion neuer Darstellungen durch Legendre-Transformationen|37

Freie Energie|38
Enthalpie|39
Freie Enthalpie|40

GroBBkanonisches Potential|41

Zusammenfassung] 41

1.3 |Partielle Ableitungen der thermodynamischen Potentialen|43

111.3.1
11.3.2

Ableitungen erster Ordnung|43

Ableitungen zweiter Ordnung| 43

A7

33



IV Beispiele von einfachen Systemen| . .

IV.1 |Klassisches ideales Gas|47

VA1 Iéllgemeines ideales Gas|47

IV.1.2 [Einfaches ideales Gas|48

IV.1.3 [Mehrkomponentiges ideales Gas|49

IV.2 |Nicht-ideale Gase|50
IV.2.1 |Virialentwicklung|50
IV.2.2 [Van der Waals-Fluid|51
IV Thermodynamik der Phaseniiberginge|. . .

V.1 |Stabilitat eines thermodynamischen Systems| 54
V.1.1 tokale Stabilitdt und globale Stabilitat|54

V.1.2 |Phasentrennung und I5hasen[]bergang| 56
V.1.3 [Rolle der Fluktuationen|s7
V.2 |Phaseniibergange 1. Ordnung in Einkomponentensystemen| 57
V.2.1 E&eispiel: van der Waals-ahnliche Zustandsgleichungﬂsss
V.2.2 [Stetige und unstetige Gré3en bei Phasenlibergangen 1. Ordnung| 60
V.2.3 [Phasendiagramm|62
V.3 [Phaseniibergange 1. Ordnung in Mehrkomponentensystemen| 65
V.4 [Kontinuierliche Phasentibergange| 65

Statistische Physik| . . .

-

|A  Einige niitzliche Formeln| . . .

IB Totales Differential . . .

IC Homogene Funktionen| . . .

|D Legendre-Transformation| Coe .
D.1 |Legendre-Transformation einer Funktion einer Variable| 75
D.2 |Legendre-Transformation einer Funktion mehrerer Variablen| 76

[E Jacobi-Determinanten| . .

LLiteraturverzeichnis| . . .

47

.54

.69
71
71
.72
74
75

a7
.79



Einleitung

Allgemeine Einleitung.
Notationen, Konventionen, usw.

Allgemeine Literaturhinweise
(in alphabetischer Ordnung)

Blundell & Blundell, Concepts in thermal physics [1];

Callen, Thermodynamics [2];

Fliesbach, Lehrbuch zur theoretischen Physik IV. Statistische Physik [3];

Greiner, Neise & Stocker Thermodynamik und statistische Mechanik [4];

Huang, Statistical Mechanics [5];

Toda, Kubo & Saito, Statistical physics I. Equilibrium statistical mechanics [0];

Landau & Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik. Band V: Statistische Physik, Teil 1 |7]

Nolting, Grundkurs Theoretische Physik. Band 4/2: Thermodynamik |8], Band 6: Statistische
Physik [9].

Reif, Fundamentals of statistical and thermal physics [10];






Erster Teil

Thermodynamik des
Gleichgewichts






1.1

KAPITEL |

Grundbegriffe der Thermodynamik
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In diesem Kapitel werden einige Grundbegriffe der (Gleichgewichts) Thermodynamik eingefiihrt,
beginnend in Abschn. mit der Frage des Gegenstands der Thermodynamik und dem Unterschied
zwischen dem klassischen Zugang — der in den ersten vier (oder fiinf?) Kapiteln dieser Vorlesung
behandelt wird — und dem statistischen Zugang, der den zweiten Teil der Vorlesung darstellt. Ab-
schnitt [[.2] befasst sich dann mit der Definition und der Charakterisierung von thermodynamischen
Zustanden, und insbesondere mit Gleichgewichtszustéanden. SchlieRlich werden in Abschn. [.3] die
Wechselwirkungen zwischen einem thermodynamischen System und einem anderen physikalischen
System untersucht. Insbesondere wird die in solchen Prozessen ausgetauschte Energie diskutiert.

Sei schon hier erwéhnt, dass in diesem einleitenden Kapitel mehrmals Fachbegriffe vorkommen,
die nicht sofort definiert werden. Dies wird aber in den néchsten Kapiteln stattfinden.

Gegenstand der Thermodynamik

Die Thermodynamik ist der Bereich der Physik, der sich allgemein mit dem Einfluss von Temperatur
auf die Eigenschaften von physikalischen Systemen befasst. Sie setzt sich auch mit den Prozessen
auseinander, bei denen Energie — insbesondere in Form von Wérme — ausgetauscht wird.

Man unterscheidet zwischen der klassischen oder phdnomenologischen Thermodynamik und der
statistischen Thermodynamik. In der ersteren, mit der wir uns in den ersten Kapiteln dieser Vorle-
sung beschéftigen werden, wird das System als ,makroskopisch® angesehen, indem die Details seiner
(mikroskopischen) Struktur — wie, in einem klassischen Bild, die Positionen und Geschwindigkeiten
seiner Bestandteile — ignoriert werden.

Die Bezeichnung ,klassische Thermodynamik“ kann irrefithrend sein: hier steht nicht klassisch
im Gegensatz zu relativistisch oder quantenmechanisch, sondern zu statistisch. Somit kann man

ohne Widerspruch die klassische Thermodynamik eines relativistischen Quantensystems unter-
suchen.

Stattdessen geht man in der statistischen Thermodynamik von den relevanten mikroskopischen
Freiheitsgraden aus, um das makroskopische Verhalten des Systems anhand statistischer Methoden
herzuleiten.



1.2

6 Grundbegriffe der Thermodynamik

Die phédnomenologische Thermodynamik beruht auf nur ein paar grundlegenden Prinzipien, und
ist in diesem Sinne sehr allgemein. Um Vorhersagen fiir bestimmte Stoffe machen zu kénnen, miis-
sen dann einige material-abhéngige Eigenschaften (thermodynamische Koeffizienten, Zustandsglei-
chung. .. ) prézisiert werden. Diese konnen aber nicht im Rahmen der klassischen Thermodynamik
selber berechnet werden, sondern miissen aus anderswo — insbesondere aus empirischen Messungen,
daher die Bezeichnung ,phénomenologisch — gewonnen werden. Dagegen lassen sich diese makro-
skopischen Eigenschaften im Rahmen der statistischen Thermodynamik prinzipiell berechnen, wenn
ein Modell fiir die mikroskopischen Freiheitsgrade und ihre Wechselwirkungen vorhanden ist.

Thermodynamische Systeme

|.2.1 Definitionen

Definition: Als System wird ein Teil des Universums bezeichnet, das — mdglicherweise fiktiv —
abgegrenzt ist vom Rest des Universums. Dieser Rest bildet dann die Umgebung des Systems, und
wird als ,auflen’ betrachtet.

Unter thermodynamischem System versteht man dann ein System, das aus vielen Freiheitsgraden
besteht, und dessen makroskopischen Eigenschaften von der Temperatur abhédngen, wenn es im
thermodynamischen Gleichgewicht (s. § ist.

Bemerkung: Selbstversténdlich soll die Umgebung in der Praxis nur aus dem Teil des Universums
bestehen, der mit dem System interagieren kann.

Je nach der Art der moglichen Wechselwirkungen zwischen dem System und seiner Umgebung
definiert man:

e [solierte (auch: abgeschlossene) Systeme tauschen weder Energie noch Materie mit ihrer Um-
gebung aus.

e Ein geschlossenes System kann Energie in Form von mechanischer Arbeit, Wéarme oder elek-
tromagnetischer Strahlung mit seiner Umgebung austauschen. Dagegen findet kein Austausch
von Materie statt, und dementsprechend auch nicht der zugehorige Energieaustausch.

e Bei offenen Systemen konnen sowohl Energie als Materie die Grenzen des Systems passieren.

In diesen Definitionen bezeichnet ,Materie“ alles, was Masse (im klassischen Sinne) hat. Somit
bleibt in der nicht-relativistischen Thermodynamik die Masse von geschlossenen Systemen konstant.
Hiernach wird anstatt von Materie oft von ,/Teilchen“ gesprochen, wobei der Begriff allgemein fiir
Molekiile, Atome, Elementarteilchen, ... benutzt wird. Dann ist die Anzahl dieser Teilchen auch
eine Erhaltungsgrofse in geschlossenen Systemen.

Systeme, die elektrische Arbeit mit ihrer Umgebung austauschen kénnen, werden manchmal als
geschlossen betrachtet, obwohl ein Austausch von elektrischen Ladungstriagern stattfindet, so
dass sie streng genommen offen sind.

Bei isolierten Systemen sind die Energie und die Teilchenzahl erhalten.

Bemerkung: Die elementaren Bausteine, die die relevanten Freiheitsgrade eines thermodynamischen
Systems bilden, kénnen auch ,nicht-materieller Natur” sein. Somit ldsst sich die Thermodynamik
von Photonen oder Phononen — die aus der Quantisierung des elektromagnetischen Feldes bzw. von
den Schwingungsmoden eines Festkorpers resultieren — oder dhnlichen ,elementaren Anregungen‘
(eines quantisierten Feldes) untersuchen. In diesem Falle ist der Unterschied zwischen dem Austausch
von Energie oder ,, Teilchen” nicht klar definiert, so dass man (oft implizit) das System entweder als



[.2 Thermodynamische Systeme 7

isoliert oder offen modelliert, d.h. die Energie und die Teilchenzahl des Systems sind entweder beide
konstant oder beide nicht erhalten.

1.2.2 Zustand eines thermodynamischen Systems

Um die Eigenschaften eines makroskopischen Systems zu charakterisieren, benutzt man Gro-
fen, die Aussagen iiber das System als ganzes erlauben, nicht {iber die unterliegenden mikroskopi-
schen Freiheitsgrade. Solche (prinzipiell messbaren) physikalischen Grofen werden thermodynami-
sche (oder makroskopische) Zustandsvariablen oder ZustandsgrofSen.

Beispiele solcher Zustandsgrofen sind allgemein die Temperatur 7', die Teilchenzahl N (bzw.
{N,}, falls es mehrere Arten von ,Teilchen“ gibt), die innere Energie U, die Entropie S, das chemische
Potential p (bzw. {14} wenn es mehrere Teilchenarten gibt)... Bei Fluiden — Fliissigkeiten und
Gasen — gibt es noch den Druck P, das Volumen ¥... Bei deformierbaren Festkorpern wird die
Deformation (relativ zu einem Referenzzustand) mithilfe eines Verzerrungstensors zweiter Stufe
charakterisiert. Magnetische bzw. dielektrische Materiale werden noch durch die Magnetisierung M
bzw. die elektrische Polarisation P und das duRere Magnetfeld (die magnetische Induktion) B bzw.
das #ukere elektrische Feld E berticksichtigt.

Ein makroskopischer Zustand, kurz Makrozustand, wird dann durch die Angabe eines Satzes
von Werten fiir die (relevanten) Zustandsgrofen definiert.

Bemerkung: Man unterscheidet manchmal zwischen dufieren (Zustands)variablen — die dann oft als
Parameter bezeichnet werden — und inneren Variablen. Dabei sind die &ufieren Parameter solche,
die dem System von aufen vorgegeben sind (z.B. die Temperatur, wenn das System im thermischen
Kontakt mit einem Warmebad ist); die restlichen Zustandsgrofen sind dann die inneren Variablen.
Offensichtlich héngt dieser Unterschied vom Problem unter Betrachtung ab.

Die Werte einiger Zustandsgrofen sind proportional zur Grofe des Systems: Teilchenzahl und
Volumen — N und ¥ sind eigentlich die natiirlichen Mafe fiir die Systemgrofe —, sowie in manchen
Féllen (s. aber die zweite Bemerkung unten) innere Energie, Magnetisierung (in einem homogenen
Magnetfeld). .. Solche Zustandsgrofsen heifsen extensiv.

Wiederum gibt es Zustandsgrofen, deren Wert nicht von der Materiemenge abhangt: Tempera-
tur, Druck, duferes Magnetfeld. .. Die werden intensiv genannt.

Bemerkungen:

x Neben den extensiven und intensiven Variablen gibt es auch Grofsen, die weder proportional noch
unabhéngig zur Systemgrofie — bzw. zum Teilchenzahl N — sind. Beispielsweise wird der Wert der
Oberfliche des Systems (oft) wie N2/3 skalieren.

« Ob die innere Energie (und andere Zustandsgrofen) extensiv ist, héngt eigentlich von den un-

terliegenden Wechselwirkungen zwischen den mikroskopischen Freiheitsgraden ab. Bei schwacher
Kopplung ist die Wechselwirkungsenergie zwischen ,, Teilchen vernachlassigbar klein gegeniiber die
restliche Energie (z.B. kinetische Energie). Dann wird die innere Energie U eine extensive Grofse
sein. Diese Annahme der schwachen Kopplung wird (oft stillschweigend) in dieser Vorlesung immer
gemacht.

Die Annahme ist aber nicht immer giiltig in realen Systemen. Insbesondere ist sie verletzt in einem
System mit langreichweitigen und nicht abgeschirmten Wechselwirkungen, wie z.B. im Fall von
astronomischen Korpern, die iiber Gravitationskrafte interagieren. In Systemen mit signifikanten
Oberflacheneffekten — wie z.B. in der Physik von diinnen Filmen—wird die innere Energie auch
nicht proportional zum Volumen sein.

Ein schwach gekoppeltes thermodynamisches System mit Volumen 4 kann (zumindest gedank-
lich) in viel kleinere, identische (Teil)Systeme mit Volumina ¥} unterteilt werden, die sich noch als



8 Grundbegriffe der Thermodynamik

thermodynamische System betrachten lassen. Das Gesamtsystem wird homogen genannt, wenn sei-
ne Eigenschaften ,jiberall gleich® sind: einerseits skalieren die extensiven Variablen X; fiir die kleinen
Systeme wie die Volumina, d.h. X; = (%,;/%)X mit dem Wert X der Zustandsgrofe im Gesamtsy-
stem. Andererseits nehmen die intensiven Variablen in den kleinen Systemen die gleichen Werte an;
z.B. haben alle Teilsysteme die gleiche Temperatur T; = T wie das grofe System. Sonst handelt es
sich um ein inhomogenes System.

In einem inhomogenen thermodynamischen System kénnen also die intensiven Zustandsvaria-
blen ortsabhingig sein. Dementsprechend sollten sie durch Felder beschrieben werden, wie z.B.
T(7) — wobei man gerne die Ortsvariable 7 als kontinuierlich betrachtet. Dann ist der thermo-
dynamische Zustand des Systems durch die Angabe dieser Felder (und der lokalen Dichten der
extensiven Variablen) charakterisiert.

1.2.3 Thermodynamisches Gleichgewicht

Wenn ein thermodynamisches System inhomogen ist, liegen definitionsgeméfs Gradienten einiger
seiner Eigenschaften zwischen unterschiedlichen Bereichen vor. Dann zeigt Erfahrung, dass Strome
im System entstehen — wenn sie nicht durch Hemmungen verhindert sind —, die zur Ausgleichung
der Unterschiede neigen. Zum Beispiel wird ein Temperaturgradient zu einem Warmestrom fiithren,
der Wéarme aus den wérmeren nach den kiihleren Bereichen transportiert.

Ein besonders wichtiger Makrozustand ist der sog. thermodynamische Gleichgewichtszustand,
in dem alle makroskopischen Transportstrome des Systems verschwinden. Dies gilt sowohl fiir die
gerade diskutierten inneren Stréme — so dass ein System im thermodynamischen Gleichgewicht
generell (s. aber die dritte Bemerkung unten) homogen ist —, als fiir Transport durch die Grenzen
des Systems.

Aus der Abwesenheit von Stromen folgt, dass ein System im thermodynamischen Gleichgewicht
makroskopisch stationér ist, d.h. seine makroskopischen Eigenschaften sind zeitunabhéngig.

Bemerkungen:
x Die Zeitunabhéngigkeit gilt aber nicht auf der mikroskopischen Ebene: dort kénnen sich z.B. die
Freiheitsgrade immer noch bewegen.

* Fin System in einem makroskopisch stationéren Zustand ist nicht unbedingt im thermodynami-
schen Gleichgewicht. Z.B. kann das nicht der Fall sein, wenn stationdre Strome vorhanden sind.

* Fin wichtiger Fall, in dem ein System im thermodynamischen Gleichgewicht nicht homogen ist
(ohne zur Entstehung makroskopischer Transportstrome zu fiithren), ist wenn es aus zwei oder mehr
koexistenten Phasen besteht, wobei jede Phase selber homogen ist. Ein erstes Beispiel einer solchen
Phasenkoexistenz tritt bei Phaseniibergéngen erster Ordnun@ in einem einkomponentigen System
auf, z.B. die rdumliche Koexistenz von fliissigem Wasser und Eis (oder Wasserdampf) bei 0 °C (bzw.
100 °C) unter einem Druck von 1 atm. Ein anderes Beispiel ist die Koexistenz der Phasen zweier
Substanzen, z.B. von zwei unmischbaren Fliissigkeiten wie Wasser und Ol.

Aus der Definition folgt auch, dass, wenn ein System im thermodynamischen Gleichgewicht in be-
liebige Teilsysteme aufgeteilt wird, dann sind diese ebenfalls im thermodynamischen Gleichgewicht.
Sie befinden sich auch im thermischen, mechanischen, und chemischen Gleichgewicht miteinander

(s. Abschn. |I.3| unten).

Schliefslich sei noch eine wichtige Erfahrungstatsache erwéhnt: Allgemein strebt nach geniigend
langer Zeit ein isoliertes makroskopisches System ins thermodynamische Gleichgewicht.

Dabei hingt die Zeitskala von den im System vorhandenen Wechselwirkungen ab (und kénn-
te daher unendlich lang sein, falls es keine Wechselwirkungen gibt), d.h. von der Physik auf der
mikroskopischen Skala. Die Aussage macht demgemé&f nur Sinne, wenn das System lang genug als

(Umehr dazu im Kap. 77
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solches existiert: insbesondere diirfen sich die Grenzen des Systems (z.B. die Wande eines Geféfses)
wahrend dieser Zeit nicht &ndern.

Aus der Erfahrungstatsache folgt, dass sich der thermodynamische Gleichgewichtszustand ei-
nes Systems nur mit wenigen Zustandsvariablen charakterisieren ldsst, und zwar mit denen, die
am Anfang” festgelegt wurden und erhalten bleiben: Energie, Volumen, Teilchenzahl... Dement-
sprechend existieren mathematische Beziehungen zwischen Zustandsgréften im thermodynamischen
Gleichgewicht, d.h. die in §[[.2.2] aufgelisteten Zustandsvariablen sind nicht unabhéngig voneinan-
der. Somit reichen drei Variablen (z.B. T, N und /) aus, um das thermodynamische Gleichgewicht
eines einkomponentigen nicht-magnetisierten und nicht-polarisierten Gases zu beschreiben.

Bemerkung: In der Literatur findet man die Bezeichnung ,Zustandsfunktion® fiir eine Zustandsgrofe,
die Funktion von anderen Zustandsvariablen ist. Wie bei dufseren Parametern und inneren Variablen
héngt der Unterschied von der Situation unter Betrachtung.

Im Rest der Vorlesung werden uns ausschliefslich mit der (klassischen) Thermodynamik von
Systemen im thermodynamischen Gleichgewicht beschéftigen. Diese wird manchmal kurz Thermo-
statik genannt, weil die Zeit wegen der Stationaritdt des Gleichgewichts keine Rolle spielt, so dass
es keine Dynamik gibt.

Wechselwirkung thermodynamischer Systeme

Wenn ein nicht-isoliertes thermodynamisches System in Kontakt mit einem anderen — oder mit
seiner Umgebung, die als nicht weiter spezifizierte ,Quelle* (oder Senke) dient — ist, wird es Energie
in verschiedenen Formen austauschen kénnen. Somit wird sich der Zustand des Systems dndern: ein
thermodynamischer Prozess findet statt.

1.3.1 Definitionen, Notationen, Konvention

Wenn die Zustandsénderung von einem thermodynamischen Zustand, charakterisiert durch Va-
riablen (T, N, ¥...), zu einem infinitesimal benachbarten Zustand (T'+ dT, N +dN, ¥ 4+ d¥?...)
fithrt, wobei die Variationen d7°, dN, d¥... sehr klein sind, spricht man von einer infinitesima-
len Zustandsanderung (oder -transformation). Wenn Anfangs- und Endzustand des Prozesses nicht
infinitesimal benachbart sind, handelt es sich um eine endliche Transformation.

Bemerkungen:
x Die Anfangs- und Endzustdnde brauchen nicht, thermodynamische Gleichgewichtszustdnde zu
sein. Das werden wir aber implizit immer fiir den Anfangszustand annehmen.

x Physikalisch gesehen sollte N immer ganzzahlig sein, so dass die Forderung eines infinitesimal
kleinen dN — oder die Ableitung nach N un GI. unten — iiberraschen darf. Dass N in der
klassischen Thermodynamik als kontinuierliche Variable behandelt wird, ist durch den Erfolg des
Ansatzes gerechtfertigt.

Die infinitesimal kleinen Anderungen der Zustandsvariablen wurden dT', d¥9, dN mit der diffe-
rentiellen Notation ,d“ geschrieben, weil die Zustandsvariablen... Variablen (im mathematischen
Sinne) sind. Betrachtet man jetzt eine Zustandsgrofe f, die als Funktion der charakteristischen
Variablen (T, N, V.. .) ausgedriickt Wird z.B. die innere Energie U(T, N, V) eines Gases —, so
wird sie sich im Allgemeinen auch im Prozess éndern. Dann ist seine infinitesimale Anderung durch
das totale Diﬁerentia df der Funktion gegeben, im Beispiel

oU oU oU
= — T — N — ) 1.1
v (aT)q/,Nd *(mv)wd +(W>T,NW 1)

also, eine ,Zustandsfunktion®.
3)g. Anhang fiir eine kurze Wiederholung.
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Abbildung I.1 — Mdogliche Wege im Zustandsraum fiir endliche thermodynamische Prozesse
zwischen den Zusténden A und B.

Bei einem endlichen Prozess, der von einem Anfangszustand A zu einem Endzustand B fiihrt, sind
die Variationen der Zustandsvariablen einfach AT = Tg — T4, AN = Ng — Na, AV = Vg — V4.
Dabei gilt selbstverstandlich

T Np {VB
AT :/ AT, AN=/[ dN ., Av=] dv. (1.2)
Ta Ny rVA

Die Anderung einer Zustandsgroke f im Prozess ist ebenfalls durch die Differenz ihrer Werte im End-
und im Anfangszustand gegeben Af=f(Tp,Np,Vg...)— f(Ta,Na,V4...). Zum Beispiel in

einem Gas B

AU =U(Tp,Np,Vp) —U(Ta,Na,Vs) :/ dU. (1.3)
A

Es gibt aber einen signifikanten Unterschied zwischen dem Integral im rechten Glied dieser Gleichung
und denen in GI. . Bei den Letzteren handelt es sich um ,einfache” eindimensionale Integrale von
(trivialen) Funktionen einer einzigen Variablen. Dagegen ist das Integral in GI. ein Wegintegral,
entlang eines Wegs im Zustandsraum, der durch die unabhéngigen relevanten Zustandsvariablen
(T, N, V) aufgespannt ist: zur Illustration werden in Abb. [I.1|drei mogliche Wege im Zustandsraum
dargestellt. Wichtig in GI. ist, dass der Wert des Wegintegrals nicht vom Weg abhéngt, sondern
nur von seinen Endpunkten, weil dU ein totales Differential ist. Im Gegensatz dazu werden wir
hiernach Gréften sehen, deren Wert in einem thermodynamischen Prozess von dem gefolgten Weg,
also von den Details des Vorgangs, abhangt.

Definition: Ein thermodynamischer Prozess wird quasistatisch genannt, wenn sich das System zu
jedem Zeitpunkt im thermodynamischen Gleichgewicht befindet.

Somit fiihrt jede infinitesimale Zustandsdnderung im Prozess von einem Gleichgewichtszustand
in einen anderen Gleichgewichtszustand (mit leicht verdnderten Zustandsvariablen). Dabei muss
jede infinitesimale Anderung langsam genug sein, damit die Wechselwirkungen zwischen den mikro-
skopischen Freiheitsgraden Zeit haben, das eigentlich leicht aus dem Gleichgewicht gebrachte System
in den neuen Gleichgewichtszustand zu bringen. In der Praxis wird eine Transformation als quasi-
statisch betrachtet, wenn deren typische Zeitskala viel grofser als die Skala der Einstellung des
Gleichgewichts ist.

' Dabei wird angenommen, dass die benutzten Variablen ausreichen, um die Zustdnde komplett zu bestimmen —
was insbesondere gilt, wenn beide Gleichgewichtszusténde sind.
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Bemerkung: In der Definition wird manchmal eine Sequenz von Zustdnden benutzt, die unend-
lich nah an einem entsprechenden Gleichgewichtszustand sind, anstatt einer genauen Abfolge von
Gleichgewichtszusténden. Praktisch macht dies keinen Unterschied.

Definition: Ein thermodynamischer Prozess heiflt reversibel, wenn er (prinzipiell) in der umgekehrten
Richtung ablaufen kann. Sonst ist der Prozess irreversibel.

Dabei wird manchmal nur das System in der Definition betrachtet — der Prozess ist reversibel,
wenn jede Anderung des Systems ,riickwiirts“ ablaufen kann —, manchmal wird das Gesamtsystem
aus dem System mitsamt seiner Umgebung gemeint.

Ein reversibler Prozess ist notwendigerweise quasi-statisch.

Definition: Ein Kreisprozess ist ein thermodynamischer Prozess, dessen Endzustand identisch mit
dem Anfangszustand ist.

Dementsprechend wird ein Kreisprozess im Zustandsraum der relevanten Variablen durch eine
geschlossene Schleife dargestellt.

Prozessgrofien

Da (interessante) thermodynamische Prozesse nur bei nicht-isolierten Systemen stattfinden, wird
Energie mit der Umgebung ausgetauscht, und zwar in unterschiedlichen Formen. Dabei wird die
Menge an ausgetauschter Energie durch Prozessgrdfien charakterisiert, ndmlich Wérme und Arbeit.
In einem endlichen bzw. infinitesimalen Prozess werden sie jeweils mit ¢Q und W bzw. §Q) und oW
bezeichnet. Dabei sind Q) und 6W keine totale Differentiale, sondern inexakte Differentiale: sie
entsprechen nicht der infinitesimalen Anderung von Zustandsgrofen, sondern stellen infinitesimal
kleine Mengen an Wérme oder Arbeit dar. Aus dem gleichen Grund werden die in endlichen Pro-
zessen ausgetauschten Warme und Arbeit nicht mit einem A bezeichnet, wie bei der (endlichen)
Anderung von Zustandsgréfien gemacht wird.

Bemerkung: Manchmal werden inexakte Differentiale mit d bezeichnet: somit findet man in der
Literatur die Notationen dQ, dW fiir die infinitesimalen Wérme und Arbeit.

Ein anderer Unterschied zwischen Prozessgrofien und der Variation von Zustandsgrofien ist, dass
die Warme und die Arbeit von dem genauen Prozess zwischen gegebenen Anfangs- und Endzustén-
den abhéngt, nicht nur von den Endpunkten des Vorgangs.

Die einem System von der Umgebung abgegebene Warme oder geleistete Arbeit wird durch
das System aufgenommen: ein Energieverlust aus dem Gesichtspunkt der Umgebung wird zu einem
Energiegewinn aus dem Gesichtspunkt des Systems. Daher ist eine Konvention erforderlich, um
Unklarheiten zu vermeiden. In der Thermodynamik wird vereinbart, dass die ausgetauschte Energie
aus dem Gesichtspunkt des Systems gezahlt wird:

Eine dem System zugefiihrte Wairme Q oder am System geleistete Arbeit W
wird positiv gezdhlt: Q@ > 0, W > 0.

Eine vom System abgegebene Wirme oder geleistete Arbeit wird negativ gezahlt:
Q<0,W<O0.

(1.4)

1.3.2 Thermische Wechselwirkungen; Nullter Hauptsatz, Temperatur

Betrachten wir zuerst zwei isolierte Systeme (Abb. links) jeweils im thermodynamischen
Gleichgewicht. Wenn sie in thermischen Kontakt miteinander gebracht werden, wird manchmal
Wirme ausgetauscht — entsprechend einer Anderung der thermodynamischen Zustéinde der Sy-
steme —, manchmal nicht. Im ersteren Fall wird der Energieaustausch nach einer Zeit authéren
(Abb. rechts). Dann sagt man, dass die zwei Systeme im thermischen Gleichgewicht miteinan-
der sind. Wenn kein Austausch stattgefunden hat, obwohl er moglich war, waren die Systeme vom
Anfang an im thermischen Gleichgewicht.
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Abbildung 1.2 — Temperaturausgleich zwischen zwei Systemen im thermischen Kontakt.

Der nullte Hauptsatz der Thermodynamik besagt dann, dass die Beziehung ,das System 1 ist
im thermischen Gleichgewicht mit dem System >5“ eine Aquivalenzrelation ist:

Wenn sich zwei Systeme X1 und Yo mit einem dritten System X3 im thermischen

Gleichgewicht befinden, so sind so auch miteinander im thermischen Gleichgewicht. (5)

Um diese Relation mathematisch zu charakterisieren, wird eine makroskopische Grofle einge-
fiihrt, und zwar die Temperatur T, die denselben Wert fiir zwei Systeme im thermischen Gleichge-
wicht annimmt. Somit definiert der nullte Hauptsatz relative Temperaturen, da der absolute Wert
von T keine Rolle spielt

Definition: Eine Zustandsinderung ohne Warmeaustausch, @ = 0 (bzw. 60Q = 0, falls es sich um
eine infinitesimale Transformation handelt), wird adiabatisch genannt.

1.3.3 Mechanische Wechselwirkungen

Wenn zwei Systeme im thermodynamischen Gleichgewicht, wie z.B. Gase, durch eine bewegliche
Grenze getrennt sind, wird sich die letztere so einstellen, dass sich die auf beiden Seiten ausgeiibten
Krifte ausgleichen. Danach herrscht mechanisches Gleichgewicht zwischen den Systemen, die sich
nach einiger Zeit auch wieder in einem thermodynamischen Gleichgewichtszustand befinden werden.

Wenn diese ausgeglichene Kréfte nur Druckkréfte sind, und wenn die bewegliche Wand auf
beiden Seiten die gleiche Oberfliche § hat, dann ist der Druck P gleich in beiden System, wie in
Abb. [[.3] rechts illustriert wird, da der Betrag der Druckkraft gleich dem Produkt aus Druck und
Flache ist.

P > P P = P

=>

Abbildung 1.3 — Druckausgleich zwischen zwei Systemen im mechanischen Kontakt.

Da sich die Wand zwischen den Systemen bewegt, verrichten die Druckkréfte mechanische Ar-
beit. Betrachten wir von nun an ein der beiden Systeme — das andere ist die nicht weiter spezifizierte
Umgebung mit Druck P.x;. — und nehmen wir an, dass sein Volumen in der Transformation ab-
nimmt: d% < 0 im Fall einer infinitesimale Anderung. Um diese Kontraktion zu verursachen, muss
die durch die Umgebung getibten Druckkréfte eine (infinitesimale) Arbeit am System leisten: laut
der Konvention gilt dW > 0. Genauer findet man, dass die am System geleistete Arbeit durch

5Wmech. = _Text. dv (16)

gegeben ist. Wenn das System wéahrend der Transformation im mechanischen Gleichgewicht mit
seiner Umgebung ist — was insbesondere der Fall bei einem quasi-statischen Prozess istl@l —, dann

(®)Dementsprechend kénnte die so definierte Temperatur mit © statt T bezeichnet werden.
() Aber nicht immer! Eine Ausnahme wird in §[[I.1.2 b| diskutiert.
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Abbildung 1.4 — Zur Illustration der Arbeit der Druckkréfte.

ist der Druck P des Systems identisch mit dem &ufteren Druck, so dass

Wineen, = —Pd V. (1.7a)

Fiir eine endliche Transformation von einem Anfangszustand A in den Endzustand B gilt dann

B

Whiech. = / PdY. (I.7b)
A

Sei hier noch einmal betont, dass diese (mechanische) Arbeit von der genaueren Zustandsinderung

abhéngt, weil sich der Druck wihrend der Transformation im Allgemeinen &ndern wird.

Herleitung der Gl. (I.7a)): Man betrachte ein Gas in einem Geféfs, dessen Volumen 4 anhand eines
verschiebbaren Kolbens veréinderbar ist (s. Abb.[[.4). Es wird angenommen, dass die Wéinde von
Geféaft und Kolben wirmedicht und die Bewegung des Kolbens reibungsfrei sind. Dazu sollen die
durch das Gas geiibten Druckkriifte zu jedem Zeitpunkt im (mechanischen) Gleichgewicht mit
der von aufen geiibten Kraft sein — um direkt zur GI. zu gelangen.

Das Gas befindet sich urspriinglich im thermodynamischen Gleichgewicht, mit dem homogenen
Druck 2. Die Resultierende der zugehorigen Druckkrifte auf dem Kolben (Querschnitt §) ist
gleich PS €, , wobei €, einen Einheitsvektor senkrecht auf der Oberflache des Kolbens und nach
aufsen gerichtet bezeichnet.

- -
Wenn sich der Kolben um d¢ bewegt, leisten die Druckkréfte eine Arbeit PS &€, - df. Dabei
erkennt man, dass S €, - d/ genau die Anderung d¥% des durch das Gas besetzte Volumen ist:

%
z.B. nimmt das Volumen zu, d% > 0, wenn d¢ nach aufien gerichtet ist. Somit ist die durch
die Druckkrifte verrichtete Arbeit P d%/. Unter Berticksichtigung der Konvention soll diese
Arbeit negativ gezéhlt werden, woraus Gl. ([[.7a)) folgt. |

Bemerkung: Die Form ([.7)) der Arbeit der Druckkréfte wird oft reversible Arbeit genannt, um an
die unterliegende (mechanische) Gleichgewichtsbedingung P = Py, zu erinnern.

2-7-Diagramm

Ein geschlossenes System bestehend aus einem einkomponentigen Fluiden im thermodynami-
schen Gleichgewicht ist vollstéandig durch zwei Zustandsvariablen charakterisiert. Insbesondere kann
man den Druck ? und das Volumen ¥ auswéhlen: dann entspricht ein thermodynamischer Gleich-
gewichtszustand einem einzigen Punkt im P-V-Diagramm, in welchem P iiber ¥ aufgetragen wird.

Wiederum ist ein quasi-statischer Prozess, der das System von einem Gleichgewichtszustand
A = (P4, V4) in einen Gleichgewichtszustand B = (Pp, Vp) bringt, durch eine kontinuierliche
Kurve P(%) im Diagramm dargestellt. Dann lasst sich die dem System geleistete Arbeit sofort im
Diagramm lesen. Nimmt man zuerst an, dass jedem im Prozess realisierten Wert von % nur ein
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S
o]
=
o,
)

» 1V

B

Abbildung 1.5 — Darstellung des Integrals / PdY im P-V-Diagramm.
A

einziger Wert von P entspricht — d.h. P(?’) ist eine eindeutige Funktion. Dann gibt bekannterweise
die Flache unter der Kurve P (7)) das Integral

VB
L/ PV
Va

(s. Abb.[L5), d.h. genau das Negative der Arbeit der Druckkréfte. Wenn die Funktion P (%)
mehrdeutig ist, kann man die Kurve in kiirzere Strecken zerlegen, entlang derer die Funktion ein-
deutig ist. Dann liefern die Strecken, die wie in Abb. von links nach rechts durchlaufen sind,
negative Beitrége zur Arbeit des Drucks, wiahrend die von rechts nach links durchlaufenen Strecken
positiv gezéhlt werden. Somit sieht man, dass ein im Uhrzeigersinn durchlaufene Kreisprozess wie
z.B. in Abb. [L.f] einer insgesamt negativen Arbeit entspricht — also gibt in diesem Fall das System
Arbeit seiner Umgebung ab. Dagegen ist die Arbeit positiv — also, durch am System geleistet —
fiir einen gegen den Uhrzeigersinn durchlaufenen Kreisprozess.

P
A

f?dv

> 1V

Abbildung 1.6 — Zur Arbeit der Druckkrifte in einem Kreisprozess A — B — C' — A. Hier
ist Wineen < 0: das System leistet Arbeit.
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1.3.4 Chemische Wechselwirkungen

Wenn das System unter Betrachtung offen ist, kann es Teilchen mit seiner Umgebung austau-
schen. Somit kann sich seine Teilchenzahl N dndern: sei AN die zugehérige Variation — die im Fall
einer infinitesimalen Anderung mit dN bezeichnet wird. Hier beriicksichtigen die Notationen AN
und dN die Tatsache, dass N eine Zustandsgrofe ist.

In Ubereinstimmung mit der Konvention sollen dN, AN positiv (bzw. negativ) gezihlt
werden, wenn die Teilchenzahl des Systems zunimmt (bzw. abnimmt).

Betrachte zwei urspriinglich isolierte Systeme jeweils im thermodynamischen Gleichgewicht.
Sie werden derart in Kontakt gebracht werden, dass sie getrennt sind durch eine nicht-bewegliche
Wand — um den Austausch von Energie in der Form von mechanischer Arbeit zu verhindern —, die
aber permeabel ist, d.h. den Durchgang von Teilchen erlaubt. Dann werden die zwei Systeme mog-
licherweise zuerst Teilchen austauschen, bis sich ein chemisches Gleichgewicht einstellt, in welchem
kein (makroskopischer) Austausch mehr stattfindet. Im neuen chemischen Gleichgewicht findet man,
dass eine bestimmte Zustandsgrofe den gleiche Wert in den beiden Systemen annimmt, und zwar
das chemische Potential, bezeichnet mit pu.

%1 M2 M/1 = 125

Abbildung 1.7 — Chemischer Ausgleich zwischen zwei Systemen, die durch eine permeable
Wand getrennt sind.

Bemerkung: Falls es mehrere Teilchenarten gibt, wird jeder ein chemisches Potential p, zugeordnet.

In einer infinitesimal Zustandsdnderung, in der sich die Teilchenzahl eines Systems um dN
andert, wird dem System eine ,chemische Arbeit*

[ Werem. = nanv | (18)

zugefiihrt. Dies verallgemeinert sich auf

5Wchem. = Z Ha dNa, (19)

falls es mehrere Teilchenarten gibt, deren Zahlen sich andern.

Auf Gl [bzw. ] erkennt man, dass das chemische Potential die bendtigte Energie dar-
stellt, um dem System ein zusétzliches Teilchen (bzw. vom Typ a) zuzufiihren.

1.3.5 Elektrische und magnetische Wechselwirkungen

Wenn ein homogenes magnetisierbares bzw. polarisierbares thermodynamisches System einem
homogenen Magnet- bzw. elektrischen Feld B bzw. E ausgesetzt ist, wird sich sein magnetisches
Dipolmoment M bzw. elektrisches Dipolmoment P um dM bzw. dP &ndern. Im Prozess wird dem
System eine magnetische Energie

Winag. = B - dM (1.10)

bzw. eine elektrische Energie

[5Wel, =E- dﬁ] (1.11)

zugefiihrt.
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Bemerkung: Die Ausdriicke und (I.11]) sehen offensichtlich &hnlich denen der mechanischen
Arbeit oder der chemischen Arbeit aus. Es gibt aber einen wichtigen Unterschied. Wenn
ein magnetisiertes oder ein polarisiertes System ,in Kontakt* mit einem magnetischen bzw. elektri-
schen Feld gebracht wird, wird dem Feld kein magnetisches bzw. elektrisches Dipolmoment durch
das System abgegeben — im Gegensatz zum Austausch von Volumen oder Teilchen(zahl) bei me-
chanischem oder chemischem Kontakt. Grund dafiir ist, das Volumen und Teilchenzahl (in der
nicht-relativistischen Physik) Erhaltungsgrofe sind: was das System gewinnt (oder verliert) muss
durch die Umgebung verloren (oder gewonnen) sein. Magnetische und elektrische Momente sind aber
keine Erhaltungsgrofse, so dass sie hier nicht unbedingt ausgetauscht werden miissen — und eigent-
lich kénnen sie es nicht, weil ein elektromagnetisches Feld weder magnetisierbar noch polarisierbar
ist.

Literatur zum Kapitel |
e Fliekbach, Statistische Physik |3] Teil III, Kap. 15.
o Greiner, Neise & Stocker Thermodynamik und statistische Mechanik [4], Kap. 1.

e Nolting, Thermodynamik [8] Kap. 1.
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In diesem Kapitel wird die ,historische” Formulierung der phédnomenologischen Thermodynamik,
basierend auf ein paar Hauptsatzen, dargelegt. Der ,Nullte Hauptsatz®, dessen Wichtigkeit fiir die
Einfithrung des Begriffs der Temperatur lange nicht anerkannt blieb, wurde schon in §[[.3.2] einge-
fiihrt. Hiernach werden die drei restliche Hauptsétze in Abschn. bis [[T.3] dargestellt und anhand
von Beispielen illustriert.

In diesem Kapitel werden manche Ergebnisse am Beispiel des Modells des klassischen idealen
Gases illustriert, das ausfiihrlicher in Abschn. [V.I] dargestellt wird.

Erster Hauptsatz

Aus heutiger Sicht ist der sog. Erste Hauptsatz der Thermodynamik trivial und besagt ,nur®, dass
Energie in verschiedenen Formen — darunter Warme — vorkommt, und eine Erhaltungsgrofse
ist. Als er allm&hlich aus experimentellen Ergebnissen kurz vor Mitte des 19. Jahrhunderts mehr-
fach durch Maye (1841), Joul (1844) und Helmholt (1847) entdeckt wurde, war Energie-
erhaltung aber noch keine wohl etablierte Tatsache. Bei der Formulierung des ersten Hauptsatzes
spielt eine Zustandsgréfke von thermodynamischen Systemen, die innere Energie, eine wichtige Rolle
(§. In § werden ein paar erste Anwendungsbeispiele des Hauptsatzes vorgestellt. Aus
dem Hauptsatz kann man mathematische Relationen zwischen einigen der Koeffizienten, die das
Verhalten von (einfachen) Fluiden im thermodynamischen Gleichgewicht charakterisieren (§ .
SchlieRlich befasst sich §[[I.T.4) mit Systeménderungen ohne Warmeaustausch.

II.1.1 Innere Energie

Jedem thermodynamischen System — egal ob im Gleichgewicht oder nicht — kann man eine
Zustandsgrofse zuordnen, die innere Energie U. Fiir ein isoliertes makroskopisches System ist sie
einfach gleich der Gesamtenergie E relativ zum Bezugssystem, in welchem das System ruht — so
dass es keine globale kinetische Translations- oder Rotationsenergie gibt. Dank der Annahme eines

(®)R. MAYER, 1814-1878 (™ J. P. JouLE, 1818-1889 (“H. (von) HELMHOLTZ, 18211894
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isolierten Systems trigt auch keine potentielle Energie in einem &ufseren Potential zur Gesamtenergie
bei.

Der physikalische Inhalt des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik ist zweifach: zum einen
handelt es sich um den allgemein geltenden FEnergiesatz; zum anderen wird Warme als eine Ener-
gieform erklart, die in diesem Energiesatz neben der iiblichen mechanischen Arbeit beriicksichtigt
werden soll. In einer modernen Formulierung lautet der Hauptsatz:

'q N

Die innere FEnergie U eines isolierten Systems ist konstant.

Wenn ein nicht-isoliertes System mit fester Teilchenzahl eine von auflen am
System geleistete infinitesimale mechanische Arbeit SW sowie eine von aufien
zugefihrte infinitesimale Warme 0Q) empfingt, so dandert sich der Zustand des
Systems in einen neuen Zustand. In dieser Anderung hingt die Summe (IL.1a)

SW +6Q = dU

nur von Anfangs- und Endzustand ab, wihrend 0W und 6Q separat vom Prozess
abhdngen.

Fiir endliche zugefiithrte Arbeit W und Warme @, entsprechend einer Anderung des Zustands
des Systems vom Anfangszustand A bis zum Endzustand B, wird Gl. (II.1a}) zu

W+ @Q =Up — Uy, (I1.1b)
mit der inneren Energie U4 bzw. Up des Systems im Anfangs- bzw. Endzustand.

Mikroskopisch gesehen besteht die innere Energie eines Systems aus einerseits den kinetischen
Energien der ,Teilchen* relativ zum Schwerpunkt des Systems, und andererseits die (potentiellen)
Wechselwirkungsenergien zwischen den Teilchen.

I1.1.2 Erste Beispiele

In diesem und den zwei néchsten Abschnitten werden einkomponentige Fluide mit fester Teil-
chenzahl im thermodynamischen Gleichgewicht betrachtet, die sich vollstdndig durch zwei der drei
Variablen T', ¥V, P charakterisieren lassen.

Aufler im § wird angenommen, dass das Fluid in seinen Anderungen im mechanischen
Gleichgewicht mit seiner Umgebung bleibt, so dass die an ihm geleistete Arbeit durch das Integral
von W = —Pd¥ |Eq. ([.74)] gegeben ist.

Isochore Transformation
Eine Zustandsdnderung bei konstantem Volumen wird ¢sochor genannt.
In diesem Fall leisten die Druckkrifte keine Arbeit, W = 0 so dass der erste Hauptsatz (|[1.1b))
zZu
Qy=Up —Uj, (11.2)
wobei das tiefgestellte ¥ geschrieben wurde, um an das konstante Volumen wihrend der Transfor-
mation zu erinnern.

Isobare Transformation

FEine Transformation bei konstantem Druck heifst isobar.

In dem Fall lasst sich die elementare Arbeit —P d¥ sofort zwischen dem Anfangs- und dem
Endzustand integrieren: W = —P (V5 — V4). Dementsprechend lautet der erste Hauptsatz (I1.1b)

P(Va— V) +Qe=Up —Ua, (11.3)
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mit jetzt einem tiefgestellten P fiir den konstanten Druck. Dies lésst sich sofort in der Form
Qe=Up+PVp—Us—PVy (I1.4)

umschreiben.
Jetzt kann man die Tatsache verwenden, dass der konstante Druck P gleich sowohl dem Druck
P4 im Anfangszustand als jenem Pp im Endzustand ist. Unter Einfiihrung der Enthalpie

H=U+?Pv, (11.5)

die offensichtlich wie U, ? und ¥ eine Zustandsgrofe ist, nimmt Gl. (II.4)) die kiirzere Form
Qer=Hp—Hx (11.6)
an.

Bemerkung: Laut Gl. (IT.2) und (I1.6) hingt die in isochoren oder isobaren Anderungen ausge-
tauschte Wéarme nur von den Endpunkten der Transformation ab.

Die Trajektorie im P-7/-Diagramm ist aber wegen der Bedingung eines konstanten Volumens
bzw. Drucks nicht ganz beliebig.

Kreisprozesse
Im Fall eines Kreisprozesses fiihrt Gl. (I[I.1b)) mit A = B sofort zu

W+Q=0, (I1.7)
d.h. die dem System zugefiihrten Arbeit und Wéarme sind in Betrag gleich grofk.

Bemerkungen:

« Fir Gl (I1.7)) ist die Annahme, dass das System im mechanischen Gleichgewicht mit seiner Um-
gebung ist, irrelevant. Sie wird nur wichtig, wenn man versucht, die Arbeit W explizit zu berechnen

(wie z.B. in §[I1.2.2 b)).

x Aus AU = 0 bei Kreisprozessen folgt, dass es keine periodisch arbeitende Maschine (Motor,
Kiihlschrank. ..) geben kann, die nur Energie abgibt — kein ,Perpetuum mobile erster Art“: jede
Maschine soll so viele Energie (egal ob Arbeit oder Warme) der Umgebung entziehen, wie sie ihr
abgibt.

I1.1.2 b Joule—Gay-Lussac-Versuch
Im zuerst (1807) von Gay—Lussa und spéter sorgféltiger (und genauer) von Joul (1845)

durchgefiihrten Versuch kann sich ein Gas in ein vorher leeres Volumen ausdehnen, wie in Abb.
vereinfacht dargestellt wird.

T,V,P ~T.YV >V P <P

Abbildung II.1 — Darstellung der Ausdehnung eines Gases in ein leeres Volumen (Joule-Gay-
Lussac-Versuch).

Im Anfangszustand befindet sich das Gas im thermodynamischen Gleichgewicht bei der Tem-
peratur T in einem Behélter mit Volumen 7/, der von einem zweiten getrennt ist, in dem Vakuum

(DL,.-J. Gay-Lussac, 1778-1850 ()J. P. JouLE, 1818-1889
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herrscht. Die zwei Behilter (Gesamtvolumen %) sind isoliert von der Umgebung. Die Hemmung
zwischen den Behéltern wird entfernt — die dabei am System geleistete Arbeit soll vernachlassig-
bar klein sein —, so dass sich das Gas in das ganze Volumen ausdehnen kann. Schnell erreicht es
einen neuen Gleichgewichtszustand mit einer Temperatur 77, die (fast) die gleiche ist wie vor der
Ausdehnung: T ~ T.

Um die genaue physikalische Bedeutung dieses Ergebnisses nachzuvollziehen, soll man den ersten
Hauptsatz fiir die Zustandsdnderung des Gases beriicksichtigen. Zum einen ist die zugefiihrte Warme
per Annahme Null: eine solche Transformation mit ¢ = 0 heifst adiabatisch.

Zum anderen verschwindet ebenfalls die am Gas geleistete Arbeit, W = 0. Hier muss man
vorsichtig sein und auf die Form der infinitesimalen Arbeit: das Gas ist ndmlich nicht im
mechanischen Gleichgewicht mit dem Vakuum, das keine Kraft iibt, im urspriinglich leeren Behélter.
Dementsprechend muss man explizit den von aufsen geiibten Druck P.y;. benutzen, der hier aber
Null ist, woraus W = 0 folgt.

Insgesamt ergibt sich also W 4+ @ = 0, d.h. die innere Energie des Gases dndert sich nicht im
Prozess: AU = 0.

Schreibt man jetzt U als Funktion der Zustandsvariablen 7" und % — in der Transformation
bleibt die Teilchenzahl erhalten —, und demzufolge das totale Differential

oU oU
dU = <8T>MNdT + <3‘V>T,qu/’ (11.8)

so bedeutet AU = 0 bei (fast) konstanter Temperatur und fester Teilchenzahl, dass die innere
Energie nicht — eigentlich, sehr wenig — vom Volumen % abhéngt, d.h. U kann nur von 7" und N
abhéangen.

Im Modell des idealen Gases (s. Abschn. wird postuliert, dass sich U als Funktion von nur
T und N ausdriicken l&sst.

Bemerkung: Die Zustandsdnderung des Gases im Joule-Gay-Lussac-Versuch ist offensichtlich irre-
versibel!

I1.1.3 Thermodynamische Koeffizienten

Zur Berechnung der in Prozessen ausgetauschte Wéarme werden verschiedene Koeffizienten ein-
gefiihrt, die von der untersuchten Substanz abhéngen. Dabei kann man unterscheiden zwischen den
Wirmekapazititen, die die bei einer Temperaturdnderung (und in Abwesenheit von Phaseniiber-
gang) ausgetauschte Warme charakterisieren, und den Koeffizienten zur Beschreibung der Wérme,
die bei der Anderung einer anderen Zustandsvariable — insbesondere Volumen oder Druck — unter
konstanter Temperatur auftritt.

Wir nehmen wieder als Beispiel ein einfaches Fluid mit fester Teilchenzahl IV, das sich mit zwei
Variablen unter T', ¥, P vollstandig beschreiben ldsst. Sei dQ die infinitesimale Warme, die bei einer
quasi-statischen Anderung vom Gleichgewichtszustand (P, 4/, T) in den infinitesimal benachbarten
Zustand (P+dP, V+dV,T+dT) ausgetauscht wird. Abhédngig vom verwendeten Satz unabhéngiger
Variablen nimmt §(¢) unterschiedliche Formen an:

e Variablen T und V: 6Q = CqpdT + LY. d 9, (I1.9a)
e Variablen T und ?: 6Q = Cp dT + I} dP, (I1.9b)
e Variablen 2 und ¥: 6Q = A\, dP + A dv. (I1.9¢)

Wir werden annehmen, dass sich das Fluid wihrend der Anderung sténdig im mechanischen
Gleichgewicht mit seiner Umgebung befindet, so dass die an ihm geleistete Arbeit der (duferen)
Druckkréfte in der Form W = —2Pd¥ |Gl. ([.7a])| geschrieben werden kann.
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Bemerkung: Die in GI. auftretenden Koeffizienten héngen generell vom (Anfangs)Zustand
(P, Y, T,N) — wobei nur drei dieser Variablen unabhéngig von einander sind — des Systems ab.
Beispielsweise sollte man Cy(T, ¥, N) schreiben, um genauer zu sein. Dies wird im Folgenden der
Kiirze halber nicht gemacht.

I1.1.3 a Warmekapazitaten
In Gl. (I1.9a)) und (I1.9b)) sind Cyy und Cp die isochoren und isobaren Warmekapazititen. Sie ge-

ben die infinitesimale Wirme an, die bei Anderung der Temperatur um d7T" bei konstantem Volumen
oder Druck ausgetauscht wird.

Cy und Cp beschreiben ein System unabhéngig von seiner ,Grofe® (Teilchenzahl). Neben ihnen
fiihrt man auch die molaren Wirmekapazititen Cyq) o1, Cp mol und die spezifischen Warmekapazi-
tdten cq, cp ein. Die Ersteren bzw. die Letzteren beziehen sich auf ein System mit einem Mol bzw.
einem Kilogramm von Substanz. Wenn n und m die Molzahl (offiziell: Stoffmenge) und die Masse
des Systems bezeichnen, gilt

CrV/T = nC"I//T,mol = mch/T. (IIlO)
Bemerkung: Die Relationen sind weniger trivial, als sie aussehen. Sie setzen n&mlich im-
plizit die Extensivitat der Warmekapazitaten voraus, d.h., wie wir bald sehen werden, dass innere
Energie und Enthalpie extensive Zustandsgrofen sind. Da dies in stark gekoppelten Systemen nicht
unbedingt der Fall ist, verlieren die molaren und spezifischen Gréfen bei solchen Systemen an Sinn.

Setzt man den Ausdruck (II.9a) der infinitesimalen Wérme 0Q) in Variablen (7, /) in den ersten
Hauptsatz (II.1a)) ein, so ergibt sich

AU = CopdT + (LY — P)dv. (11.11)
Die Identifizierung dieses Ausdrucks mit dem des totalen Differentials (II.8]) der inneren Energie in
Variablen (T, V) fiithrt sofort zu
ou
cv=(5) - (1L12)
T Jyn

Diese Formel kann auch als definierende Gleichung fiir die isochore Wéarmekapazitit genommen
werden, insbesondere, wenn man aus einem Modell — moglicherweise fiir die unterliegende mikro-
skopische Physik — die innere Energie und deren Abhéngigkeit von der Temperatur berechnet hat.
Dann folgt die Form der ausgetauschten Wéarme daraus (und aus dem ersten Hauptsatz).
Die gleiche Anmerkung gilt auch fiir den Ausdruck der isobaren Wérmekapazitat und die
Ausdriicke der Koeffizienten L)T( im néchsten Paragraphen.

Wenn man die Variablen (7, ?) und dementsprechend den Ausdruck der infinitesimalen
Warme benutzt, ergibt der erste Hauptsatz
dU = CpdT + I dP — PdYV.
Dabei ist das in der Arbeit auftretende Differential d¥ etwa ungiinstig, so man stattdessen das
Differential der Enthalpie betrachtet. Aus dH = dU + Pd¥ + VdP folgt

dH = CpdT + (L% + V)dP (I1.13)
und nach Identifizierung mit den partiellen Ableitungen der Enthalpie erhélt man

OH

Co=|—= . I1.14

o= (57 ), D

Mit den isochoren und isobaren Warmekapazitéiten definiert man den adiabatischen Index

Co

= — I1.15

CrV’ ( )

der auch Adiabatenexponent genannt wird.

Im Kontrast zu den Wirmekapazititen geben die in Gl. (IL.9) eingefiihrten Koeffizienten L. die
bei der Anderung dX der Zustandsvariable X unter konstanter Temperatur aufgenommene latente
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Wiarme L% dX an. Bei den Koeffizienten )\i und )\% kann man nicht so einfach zwischen latenter
und ,sensibler* Warme unterscheiden — wobei die letztere die Warme bezeichnet, die bei einer
Temperaturdnderung ausgetauscht wird —, denn Variationen von Volumen oder Druck koénnen von
einer Variation der Temperatur begleitet werden.

Aus der Identifizierung der Terme in d%/ im Differential (I1.8) und in Gl. (II.11]) folgert man
= (%) | P, (11.16)
OV ).y

wobei P iiber die thermische Zustandsgleichung des Systems als Funktion der Temperatur und des
Volumens aufgefasst werden kann. Ahnlicher findet man

OH
f = <> — V. (I1.17)
0P )y

Fasst man schlieflich die innere Energie als Funktion der Variablen (P, %) auf und vergleicht
man sein Differential mit der Form, die aus Gl. (I1.9¢) und dem ersten Hauptsatz mit der Arbeit
OW = —Pd¥ folgt, so findet man

ouU U
PYAE () und X, = () + P (11.18)
YN0 Jy PNOY Jp

Die sechs in Gl. eingefiihrten Koeflizienten sind nicht unabhéngig von einander, weil Tem-
peratur, Volumen und Druck eines einfachen Systems mit fester Teilchenzahl miteinander iiber die
thermische Zustandsgleichung f(?,V,T) = 0 verkniipft sind. Dank der Letzteren kann man z.B.
die Temperatur als Funktion von % und P schreiben, mit dem Differential

or or
7= (ow),, 2 (52,

Dieses Differential kann dann in Gl. (I1.9a)) und (I1.9b|) eingesetzt werden: der Vergleich der resul-
tierenden Gleichungen mit Gl. (I1.9¢)) gibt dann

orT or
P _ vV _
sowie 01 01
vV _ P _
Ly = (C? Cq/) <6’V>T’N und L (Cq/ CP) (a )‘V’N. (1120)

Il.1.4 Adiabatengleichungen

Unter den speziellen Transformationen eines Systems gibt es noch die adiabatischen Zustandsén-
derung, bei denen definitionsgeméf keine Warme ausgetauscht wird. Wenn das System — das hier
ein einfaches Fluid sein wird — wihrend der Anderung im mechanischen Gleichgewicht mit seiner
Umgebung bleibt, so dass §W = —Pd¥ gilt, definiert die Bedingung 6@Q) = 0 neue Zusammenhéange
zwischen den Variablen (P, ¥, T), sogenannte Adiabatengleichungen.

Bemerkung: Die Bedingung des mechanischen Gleichgewichts ist wichtig! Zum Beispiel ist die Trans-
formation des Gases im Joule-Gay-Lussac-Versuch (§ adiabatisch, aber nicht quasi-statisch,
so dass das Gas wéhrend der Ausdehnung nicht im mechanischen Gleichgewicht mit seiner (leeren)
Umgebung ist. In dem Fall gelten die hiernach hergeleiteten Adiabatengleichungen nicht.

Mit 6@ = 0 und der angenommenen Form der Arbeit kommt

oU oU
W=-Pd¥=dU = | == T+ ==
§ dv =d (a )wvd + (8‘V>T’Nde,
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wobei die innere Energie als Funktion der Variablen T und ¥ betrachtet wird. Dies gibt sofort

oU oUu
(w)w‘” = [ﬂ’ * (w)m] v

d.h. unter Einfithrung der isochoren Warmekapazitat ([1.12))
oT B P+ (OU/O’V)T?N
8(’/ ad. - CrV '
Dabei wurde die tiefgestellte Bezeichnung ad. benutzt, um an die Bedingung eines adiabatischen
Prozesses zu erinnern.

(I1.21)

Alternativ kann man von der infinitesimalen Anderung der Enthalpie ausgehen, die hier mit
OW = —P d¥ und 6Q) = 0 die Form dH = 9 d? annimt, und mit dhnlichen Schritten auf das
Ergebnis

95 = o (11.22)

kommen. Diese Gleichungen ([1.21)) und (II.22)) — sowie die daraus folgende Relation zwischen

Druck und Volumen — werden Adiabatengleichungen genannt.

<8T> V—(0H/OP),
ad.

Bemerkung: Man muss auf den Unterschied zwischen diesen Adiabatengleichungen und Zustands-
gleichungen achten: die Ersteren sind charakteristisch fiir (adiabatische quasi-statische) Prozesse,
wahrend die Letzteren Eigenschaften der Substanzen selber sind.

Adiabatengleichungen fiir das einfache klassische ideale Gas
Die allgemeine Relation ([1.21]) vereinfacht sich stark im Fall des einfachen klassischen Gases

mit thermischer Zustandsgleichung P¥ = nRT und innerer Energie U = C')T, wobei n die Molzahl
ist — die hier konstant bleibt.
Dann verschwindet nédmlich die partielle Ableitung der inneren Energie im Zahler von GI. (I1.21)),

die zu o7 RT
n
- _ 11.2
<avld Cop? (I1.23)

wird. Aus der Enthalpie H = U + PV = (Cy+ nR)T folgt dann die isobare Warmekapazitét
[Gl. (I.12))] Cp = Cy + nR, so dass das Produkt nR durch die Differenz Cp — Cy) ersetzt werden

fan oT Cp—-CyT T
P e
0V J.a Cy YV vV
wobei der in Gl. (II.15) definierte Adiabatenexponent eingefiihrt wurde. Wenn + unabhingig von

der Temperatur ist — was im Modell des einfachen klassischen idealen Gases angenommen wird —,
lasst sich die letztere Relation sofort integrieren und fiihrt zur Adiabatengleichung

T97~! = konst. (11.24)

Jetzt kann man die thermische Zustandsgleichung benutzen, um das Volumen durch die Temperatur
und den Druck auszudriicken. Daraus folgt die Adiabatengleichung in Variablen (7', P):

TYP'~7 =konst. oder dquivalent TP~/ = konst. (11.25)

Dabei sind die zwei Konstanten unterschiedlich, und sie unterscheiden sich auch von der Konstante
in GL .
SchlieRlich fithrt das Einsetzen von PV « T in GL zur Adiabatengleichung in Variablen
(P, ), und zwar
P97 = konst., (I1.26)

deren Form die Bezeichnung ,, Adiabatenexponent* von ~ erklart.
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Bemerkungen:

x Die zweite Form der Adiabatengleichung in GI. (I1.25)) ist jene, die ,natiirlich“ kommt, wenn man
Gl (I1.22)) als Ausgangspunkt der Herleitung nimmt.

« Die Adiabatengleichung (II.24) in Variablen (2, %’) kann natiirlich giinstig im ?-7-Diagramm
dargestellt werden. Wegen v > 1 ist die (negative) Steigung der Adiabaten P ~ 1/%” durch einen
gegebenen Punkt steiler als die Steigung der Isotherme ? o 1/9 durch den gleichen Punkt.

Zweiter Hauptsatz

Laut dem ersten Hauptsatz sollen Warme und Arbeit vollig dquivalent sein. Erfahrung zeigt aber,
dass es nicht der Fall ist: alle Transformationen, in denen nur mechanische Arbeit ausgetauscht
wird, sind immer reversibel. Dagegen kann Warmeaustausch zur Irreversibilitiat von Transformatio-
nen fiithren. Das heifst, dass Arbeit und Warme nicht ganz dquivalent sind. Dieser Unterschied wurde
mehrmals ,entdeckt” und zu einem Grundprinzip erhoben, dem zweiten Hauptsatz der Thermody-
namik, der ihn mathematisch verdeutlicht. Hiernach wird zuerst eine mathematische Formulierung
des Hauptsatzes eingefiihrt (§ @ Dann werden die historischen Formulierungen, basierend auf
Kreisprozessen, diskutiert (§ @[) Schlieflich werden einige einfachen Folgerungen aus den ersten
und zweiten Hauptsétzen in §[[1.2.3] dargelegt.

I1.2.1 Thermodynamische Entropie und Reversibilitat

In einer Formulierung der Thermodynamik, in der die Begriffe von Zustands- und Prozessgrofsen
vom Anfang an eingefiihrt werden, besagt der zweite Hauptsatz zum einen die Existenz von zwei
,heuen Zustandsgrofen, die im ersten (und im nullten) Hauptsatz keine Rolle spielen, die absolute
Temperatur und die thermodynamische Entropie. Zum anderen gibt der Hauptsatz den Zusammen-
hang zwischen der Anderung der Entropie und der ausgetauschten Wirme bei einer infinitesimalen
Zustandsidnderung an, und macht damit den Unterschied zwischen reversiblen und irreversiblen Pro-
zessen deutlich:

Einem System im thermodynamischen Gleichgewicht konnen zwei Zustandsgréfien zugeordnet
werden, die absolute (thermodynamische) Temperatur T und die thermodynamische Entropie S.
In einer infinitesimalen reversiblen Zustandséanderung, wobei das System eine Folge von Gleich-
gewichtszustdnden durchlauft, indem es Arbeit und Warme mit dem Aufsen austauscht, gilt

oQ
T Y

mit der durch das System empfangenen Warme 6Q).

dS = (I1.27a)

Fiir jede andere Transformation zwischen denselben beiden Zusténden ist

s > %Q (I1.27b)

und die Transformation ist rreversibel.

Fiir einen Kreisprozess C, bei dem das System Wéarmemengen @)1, Q2. .. mit Wéirmebéider

mit absoluten Temperaturen TI(B), TZ(B). .. austauscht, besagt dieser Hauptsatz, dass
Qa 7{ 0Q
= <0, (I1.28)
S 9=42

(MDer Begriff des Warmebads wird in der Einleitung des §|[1.2.2| préazisiert.
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wobei der das Gleichheitszeichen nur bei reversiblen Kreisprozessen gilt. Dieses Ergebnis wird
manchmal Clausiu Ungleichung genannt.

Bemerkungen:
x Im Rahmen des zweiten Hauptsatzes wird die thermodynamische Entropie S nur bis auf eine
beliebige additive Konstante definiert. Diese wird durch den dritten Hauptsatz bestimmt.

x In Lehrbiichern wird die bei reversiblen Prozessen ausgetauschte Warme oft mit Qe bezeichnet.

x In GIL. ([1.28]) handelt es sich bei der Temperatur wirklich um die der sukzessiven Wérmebader,
mit den das System im thermischen Kontakt ist. Tatséchlich kann das System in der Transformation
Nichtgleichgewichtszustinde durchlaufen, deren Temperatur nicht definiert ist.

Anders ausgedriickt sagt der zweite Hauptsatz , dass unter allen moglichen Prozessen,
die von einem ersten Gleichgewichtszustand mit Temperatur 7" in einen infinitesimal benachbar-
ten Gleichgewichtszustand fiihren, der reversible Prozess ist jener, der die ausgetauschte Wéarme
maximal macht: fiir alle Transformationen gilt 6@ < T'dS, mit der Gleichung nur bei reversiblen
Prozessen. Demzufolge ist die in einer Transformation zwischen den beiden benachbarten Gleich-
gewichtszustéinden ausgetauschte Arbeit W = dU — 6Q [Gl. ([LIa))] minimal beim reversiblen
Prozess: W > dU — T dS.

Insbesondere fiihrt 6QQ = 0 zu dS > 0: bei adiabatischen Prozessen kann die Entropie nur
wachsen, oder konstant bleiben — dann heift die Transformation isentropisch —, falls die Zustands-
anderung reversibel ist. Dies gilt besonders fiir isolierte Systeme: ihre Entropie kann nur zunehmen
(oder konstant bleiben):

dS > 0 bei Anderungen in isolierten Systemen. (I1.29)

Thermodynamische Temperatur

Streng genommen sollte die Bezeichnung , Temperatur® fiir die in der Formulierung (I1.27)) ein-
gefithrte Grofse T begriindet werden.

Betrachte man zu diesem Zweck zwei Systeme 31 und s, die Energie nur in der Form von
Warme austauschen konnen, wobei ¥ das wérmere ist: ©1 > O9, wobei O eine iiber den nullten
Hauptsatz (und die Richtung des Warmeaustauschs) bestimmte Temperaturskala ist.

Um sicherzustellen, dass die Temperatur jedes Systems wihrend des Prozesses (fast) konstant
bleibt, soll der Austausch infinitesimal klein. Dank den Annahmen {iber die relativen Temperaturen
gelten bei einem Wéarmeaustausch

Q1 <0 , 0Q2>0 , 0Q1+Q2=0,
wobei wir auch angenommen haben, dass das Gesamtsystem aus 1 und X9 isoliert ist. Dank dieser
Annahme kann die Entropie des Gesamtsystems wiahrend des Prozesses nicht abnehmen: dS;42 > 0

[GL. (I1.29)]. Unter der zusétzlichen Annahme, dass die Gesamtentropie gleich die Summe aus den
Entropien von ¥; und o — d.h. dass die Entropie additiv ist —, gilt also

dS; +dSs >0 (I1.30)
wobei die Gleichheit genau dann vorkommt, wenn die Anderung reversibel ist.
Im Fall 6Q2 = —dQ1 > 0 darf man diese Ungleichung durch §Q» teilen:
asy  dsy
0Q2 — 0Q
Aufer bei sehr besonderen Systemen sind beide Terme dieser Ungleichung im Allgemeinen positiv,
so dass man auch
5Q1 _ 50

—= 11.31
45, = a5, (IT.31)

schreiben kann.

(DR. CrausIus, 18221888
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Ist der (in diesem Fall yirtuelle’) Warmeaustausch reversibel, so dass dS14+dS; = 0 in Gl. ,
wird Gl. (I1.31]) zu 6Q1/dS1 = 0Q2/dSs, d.h. die tiber 6QQ = T'dS |Gl. ] definierte Grofe T
nimmt den gleichen Wert in beiden Systemen an. Wiederum ergibt Gl. bei einem irreversiblen
Austausch 71 = §Q1/dS1 > To = §Q2/dSs. Dies zeigt, dass sich T' wie eine Temperatur verhélt.

Bemerkungen:

* Im Nachhinein sieht man auch, dass die Existenz einer Ordnungsrelation bei Temperaturen eine
Folgerung des zweiten Hauptsatzes ist.

x Die Wahl der Einheit fiir die Temperatur, die im SI-System eine Basisgrofie ist, bestimmt die
Einheit der thermodynamischen Entropie: im SI-System ist die Einheit das J K.

1.2.2 Warmekraftmaschinen

Die historisch ersten Formulierungen des zweiten Hauptsatzes bezogen sich auf Warmekraftma-
schinen, in denen Systeme — hauptséchlich Gase — idealisierte thermodynamische Kreisprozesse
durchlaufen. Die einfachsten dieser Prozesse bestehen aus Schritten, die selber einfach sind: isochore,
isobare, isotherme, oder adiabatisch.

Um eine isotherme Zustandsénderung — also bei konstanter Temperatur des Systems — zu
realisieren, wird das Gas in thermischen Kontakt mit einem Wirmebad gebracht. Definitionsgeméfs
kann ein solches Reservoir Warme mit einem System austauschen, ohne dabei signifikant seine
Temperatur dndern: somit bestimmt es auch die Temperatur des in Kontakt gebrachten Systems.

Wie der Namen es sagt, soll eine Warmekraftmaschine Warme aus einem warmen Reservoir —
das hiernach bei der Temperatur T} sein wird — entnehmen, um Arbeit zu produzieren, d.h. der Um-
gebung abzugeben. Man kann den Wirkungsgrad einer solchen Maschine bzw. des entsprechenden
idealisierten Kreisprozesses definieren, und schon mithilfe des ersten Hauptsatzes einen Ausdruck
dafiir herleiten (§ . Die erste Formulierung des zweiten Hauptsatzes war die Aussage, dass
dieser Wirkungsgrad bei Maschinen mit zwei Warmebédern einen bestimmten Wert nicht {iberstei-
gen kann, der auch in einfachen Kreisprozessen erreicht werden kann (§ . In § werden
weitere historische Formulierungen des Hauptsatzes dargelegt, die sich auch auf Warmekraftmaschi-
nen beziehen.

Bemerkung: Eine Warmekraftmaschine soll Warme in Arbeit umwandeln, d.h. insgesamt wird ihr
Wiérme zugefiihrt (@ > 0) und leistet sie Arbeit (W < 0). Dagegen sind W > 0 und @ < 0 bei
Wiérmepumpen oder Kiihlmaschinen: sie empfangen Arbeit, und geben Wérme ab.

I1.2.2 a Wirkungsgrad

Betrachte man einen Kreisprozess, bei dem das System sukzessiv im thermischen Kontakt mit
zwei Warmereservoirs ist: ein warmes Reservoir bei der Temperatur 77, dem das System eine Warme
@1 > 0 entzieht; und kaltes Reservoir mit Temperatur T3, mit dem das System eine Warme Qo
austauscht. Allgemein wird ()2 vom System abgegeben: Q2 < 0.

Falls es mehr als zwei Warmebédder — oder allgemeiner Wérmequellen, die nicht bei konstanter
Temperatur arbeiten — gibt, soll im Folgenden @)1 bzw. Qs fiir die gesamte Warme stehen, die
dem System zugefiihrt bzw. vom System entzogen wird.

Sei W die beim Kreisprozess ausgetauschte Arbeit. Fiir eine Warmekraftmaschine sollte das
System Arbeit leisten, d.h. W < 0. Dann wird der Wirkungsgrad des Prozesses definiert durch

die vom System geleistete Arbeit: —W

n= (I1.32)

die dem System vom wirmeren Bad abgegebene Wirme: Q1
Dabei ist —W die von der Umgebung empfangene Arbeit, die man auch ,nutzbare Arbeit nennt.

Da sich die innere Energie des Systems in einem Kreisprozess insgesamt nicht dndert, AU = 0,
lautet der erste Hauptsatz hier W 4+ Q1 + Q2 = 0 (vgl. §[II.1.2a), woraus —W = Q; + Q2 folgt.
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Unter Berticksichtigung von Q2 < 0, d.h. Q2 = —|Q2|, kommt

Q2|
n=1-—==. 11.33
o (I1.33)
Wie man sieht, knnte dieser Wirkungsgrad rein mathematisch gleich 1 fiir Q2 = 0 sein, d.h. falls
das System keine Wérme abgeben konnte, sondern nur die ganze aufgenommene Wérme in Arbeit
umwandeln konnte. Eine der Formulierung des zweiten Hauptsatzes ist gerade das Ausschliefsen

dieser Moglichkeit, wie wir hiernach sehen werden.

I.2.2 b Carnot-Prozess

Beim Carnof®)} Prozess handelt es sich um einen Kreisprozess, der aus vier sukzessiven reversi-
blen quasi-statischen Prozessen besteht, die in Abb. im P-7-Diagramm dargestellt Werden@
Zuerst kommt eine isotherme Ausdehnung (oder Entspannung) bei einer Temperatur 77 von einem
Anfangszustand A in einen Zustand B. Dann dehnt sich das Gas adiabatisch von B in einen Zu-
stand C' aus: mit der Adiabatengleichung mit v > 1 findet man, dass die Temperatur T im
Zustand C Kkleiner als T ist. Danach wird das Gas wieder komprimiert, bei der festen Temperatur
T5, bis es einen Zustand D erreicht, der so gewahlt ist, dass eine letzte adiabatische Kompression
von D nach A zuriickfiihrt.

P
A
Adiabaten
P97 = konst.
«
Isothermen / A
PV = konst.
B
D C

4
Abbildung 1.2 — Darstellung eines Carnot-Kreisprozesses im P-7-Diagramm.

Hier gibt es ein warmes Reservoir bei der Temperatur 77 und ein kaltes bei T5. Dank der
Annahme einer quasi-statischen Ausdehnung oder Kompression ist das Gas auch im mechanischen
Gleichgewicht mit diesen Reservoirs. Wie man dann auf dem P- ‘V—Diagramm erkennt, wird das
Gas auch Arbeit mit ihnen austauschen.

In den Schritten B — C' und D — A wird dagegen das Gas von den Warmereservoirs entfernt. Es
wird aber noch angenommen, dass es mechanische Arbeit seiner Umgebung abgeben (B — C') oder
entziehen (D — A) kann. Wieder werden wir hier mechanisches Gleichgewicht mit der Umgebung
annehmen, sonst wéren die Prozesse nicht reversibel.

Berechnung des Wirkungsgrads

Bei dem adiabatischen Prozessen B — C und D — A tauscht das System keine Warme aus. Sei
Q1 > 0 die Wirme, die vom warmen Reservoir beim Prozess A — B empfangen wird, und Q2 < 0
die Warme, die dem kalten Reservoir beim Prozess C' — D abgegeben wird.

®Piir die adiabatischen Prozesse B — C und D — A wurde v = 4 angenommen, was fiir ein klassisches ideales Gas
unrealistisch ist. Somit unterscheiden sich die Steigungen der Adiabaten deutlich von denen der Isothermen, was
mit v = % oder % nicht der Fall ware.

(8)S. CarNOT, 1796-1832
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Dank der Annahme der Reversibilitdt kann man die Form des zweiten Hauptsatzes
bei jedem Schritt verwenden. Mit der konstanten Temperatur 77 beim Prozess A — B ldsst sich
5Q = Ty dS sofort zu Q, = T1(Sp — S4) integrieren. Ahnlich kommt Qo = T»(Sp — S¢) fiir den
isothermen Schritt C' — D. Bei den adiabatischen reversiblen Prozessen fithrt dS = §Q/T = 0 zu
Sc = Sp und Sp = S4. Insgesamt findet man also

Q1 =Ti(Sp—Sa) und Q2= —T2(Sp — Sa), (I1.34)
entsprechend einer geleisteten Arbeit W = —Q1 — Q2 = (T2 — T1)(Sp — S4). Somit lautet der
Wirkungsgrad ([1.33)) des reversiblen Carnot-Prozesses

T
NCarnot = 1 — ﬁ (H.35)

Alternativ kann man bei jedem Prozessschritt die Arbeit berechnen, indem man annimmt, dass
das Gas ein einfaches klassisches ideales Gas ist. Hiernach bezeichnet 7 die Molzahl des Gases. Beim
isothermen Prozess A — B bei der Temperatur 77 kann man zuerst schreiben

TLRT1
vV
wobei die erste Gleichung die Annahme des mechanischen Gleichgewicht benutzt. Diese infinitesi-

male Arbeit ldsst sich sofort vom Anfangszustand A bis zum Endzustand B integrieren, dass es sich
hier einfach um ein Integral iber ¥ handelt:

W = —PdV = — dv

V)
Waop = —nRTyIn —2. (I11.36)
Va
Ahnlich findet man We_,p = —nRT In(Vp /) fiir die beim isothermen Prozess C — D ausge-
tauschte Arbeit.

Da die innere Energie eines klassischen idealen Gases mit fester Teilchenzahl nur von seiner Tem-
peratur abhéngt, verschwindet die Variation AU der inneren Energie bei isothermen Anderungen.
Aus dem ersten Hauptsatz ist dann die Summe aus Arbeit und Warme Null bei solchen Prozessen.
Somit geben die gerade berechneten Arbeiten W4_, g und We_, p Auskunft iber die entsprechenden
ausgetauschten Warmemengen:

V) V)
Ql = _WA—>B = nRT1 In 7B und QQ = _WC—>D = nRTQ In 7D (H.37)
Vy Ve
Dabei kann der Ausdruck von Q2 umgeschrieben werden. Die Transformationen B — C und D — A
sind nédmlich adiabatisch, so dass laut der Adiabatengleichung (II.24]) die Gleichungen

TeVy ' =ToVy™" und TpV) ' =TaV] ™!

gelten, wobei v den adiabatischen Index des Gases bezeichnet. Mit einerseits T4 = Tp = 17 und
andererseits To = Tp = 15 ergibt sich schnell

o _ U
Vo Vg
Das Einsetzen in Gl. (II.36) fithrt dann zu Q2 = nRTy In(Va/Vp) = —nRT2 In(Vp/Y4) und damit
zum Wirkungsgrad T
NCarmot = 1 — ?j (I1.38)
Dieses Ergebnis sieht auf erster Sicht sehr dhnlich der Gl. (IT.35)) aus. Diese Ahnlichkeit ist aber
den Notationen geschuldet, in denen schon ein nicht-triviales Ergebnis versteckt ist. In GI. (I1.35])
bezeichnet T' die thermodynamische Temperatur, die in der Formulierung (I1.27)) des zweiten Haupt-
satzes eingefiihrt wurde. Dagegen steht 7' in Gl. (IT.38) fiir die Temperatur 7@, die in der fiir das
ideale Gas angenommene thermischen Zustandsgleichung auftaucht.
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Es ist zuerst nicht klar, ob es einen einfachen Zusammenhang zwischen den beiden Tempera-
turskalen 7 und T(S) gibt. Eigentlich zeigt die Ubereinstimmung zwischen den Ausdriicken
und des Wirkungsgrads, dass die ideale Gastemperatur T(S) proportional zur thermody-
namischen Temperatur ist. Danach darf man annehmen, dass der Proportionalitatsfaktor gleich 1
ist.

Irreversibler Carnot-Prozess

Nehmen wir jetzt an, dass die isothermen und adiabatischen Prozesse, die durch die gleichen
Zusténde A, B C, D durchlaufen, beliebig — d.h. nicht unbedingt reversibel — sind. Dann fiihrt
die Ungleichung 6@ < T'dS fiir die isothermen Schritte A — B und C — D zu

Q1 <T\(Sp—S4) und Q2 <Ty(Sp—Sc)=—-T2(Sp—S4). (I1.39)
Da 1 positiv und Q)2 negativ ist, lassen sich diese Ungleichungen dquivalent als
1 1
—>————— und |Q2| >T2(Sp — Sa)

Q1 — Ti(Sp — Sa)
umschreiben. Jetzt sind alle Terme in diesen Ungleichungen positiv, so dass sie sich leicht mit
einander multiplizieren lassen, woraus

|Q2] S T(Sp—Sa) 1o

O ~Ti(Sp—Sa) T
folgt, d.h.

== <1- = (I1.40)

Somit sieht man, dass der Wirkungsgrad eines irreversiblen Carnot-Prozesses immer kleiner sein
wird, als jener ([I.35)) eines reversiblen Prozesses mit Reservoirs bei den gleichen Temperaturen.

I.2.2 c Alternative Formulierungen des zweiten Hauptsatzes

Eine erste partielle Formulierung des zweiten Hauptsatzes geht auf Carnot (1824) zuriick — und
wird manchmal Satz von Carnot genannt. Er hat ndmlich gezeigt, dass der nach ihm genannten
Kreisprozess den hochsten Wirkungsgrad unter allen periodisch zwischen zwei Wérmebéadern arbei-
tenden Maschinen hat. Zudem wird dieser maximale Wirkungsgrad nur bei Maschinen erreicht, die
einen reversiblen Kreisprozess durchlaufen, er wird aber durch alle solchen Maschinen erreicht.

Bemerkungen:

x Dabei erlaubt die Einfiihrung des maximalen Wirkungsgrades die Definition der absoluten
Temperatur jedes Warmereservoirs. Den Begriff der Entropie gibt es bei Carnot aber noch nicht.
In diesem Sinn erkennt man heute, dass die Behauptungen von Carnot ,nur eine Folgerung des
zweiten Hauptsatzes sind, obzwar sie den physikalischen Inhalt des Satzes bilden.

x Hs gibt andere reversiblen Kreisprozesse mit nur zwei Warmebédern, die den gleichen Wirkungs-
grad wie beim Carnot-Prozess haben. Ein Beispiel ist der Stirling ™} Prozess, der aus zwei isothermen
und zwei isochoren Transformationen besteht.

Dabei wird dem System wéahrend der isochoren Abkiihlung bzw. Verdichtung Wérme zugefithrt
bzw. entfernt, im Gegensatz zu den adiabatischen Schritten beim Carnot-Prozess. Diese Wérme-
mengen kompensieren sich aber genau, so dass der Wirkungsgrad nur von den Temperaturen der
isothermen Transformationen abhingt.

Die thermodynamische Entropie wurde durch Clausius eingefiihrt, der auch eine Version des
zweiten Hauptsatzes (1850-1854) formuliert hat, laut der es keine periodisch arbeitende Wérme-
kraftmaschine gibt, die weiter nichts macht, als Warme einem kélteren Warmebad zu entnehmen
und einem warmeren Reservoir abzugeben.

(WR. STIRLING, 1790-1878
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Dass die (infinitesimale) Clausius-Ungleichung §Q < T'dS &quivalent zur Formulierung von
Clausius ist, wurde — im Fall 7" > 0 — schon oben gezeigt, als argumentiert wurde, das T eine
Temperaturskala ist.

Dann hat Thomso mehrere dquivalente Formulierungen des zweiten Hauptsatzes gegeben,
die den Unterschied zwischen mechanischer Arbeit und Warme betonen. Beispielsweise hat er 1851
die Unmoglichkeit einer periodisch arbeitenden Maschine erklart, die Warme mit einem einzigen
Wirmebad austauscht und dabei Arbeit nach aufsen leistet — und dementsprechend kiihler als
das Warmebad wird. Dies entspricht der Unmdglichkeit eines perpetuum mobile zweiter Art, das
Wirme vollstdndig in Arbeit umwandeln wiirde. Diese Formulierung wird oft nach Kelvin und
Planck")| genannt.

Man kann zeigen, dass diese Formulierungen dquivalent zu einander sind, und auch zur in §[[1.2.1]
angegebenen Formulierung.

Die dem Autor bekannten Beweise sind oft Widerspruchsbeweise.

Nimmt man beispielsweise im Gegensatz zur Aussage von Clausius an, dass man eine Wir-
memenge ) einem kalten Reservoir entziehen und einem wérmeren Reservoir zufiihren kénnte.
Dann kénnte man einen (reversiblen) Carnot-Kreisprozess verwenden, um @ — jetzt in der Rolle
der dem warmen Wirmebad entzogenen Wéarme Q; — in Arbeit W und dem kalten Reservoir
abgegebene Wirme (Q2) wieder umzuwandeln. Netto wire Warme in Arbeit umgewandelt wor-
den, im Widerspruch zur Kelvin—Planck-Formulierung: aus der Richtigkeit der Letzteren folgt
also die Richtigkeit der Aussage von Clausius.

Umgekehrt kann man die Existenz eines perpetuum mobile zweiter Art annehmen. Man kénnte
es dann anwenden, um einem ersten kalten Reservoir Warme zu entziehen und in Arbeit um-
zuwandeln, die sich zur Erwérmung eines schon wirmeren Reservoirs benutzen liefe. Insgesamt
wére daher Warme vom kilteren ins wéarmere Bad iibertragen worden, im Widerspruch zur
Aussage von Clausius. Daher folgt die Richtigkeit der Kelvin—Planck-Formulierung aus jener
der Clausius-Formulierung.

Um den Zusammenhang mit dem Satz von Carnot zu erhalten, sollte man zuerst die im Carnot-
Prozess auftretenden Wérmen und Arbeit durch die dem warmen Reservoir entzogene Wérme
@1 > 0 und den Wirkungsgrad 7 ausdriicken: W = —n@Q; und Q2 = (n — 1)Q1. Betrachte man
nun zwei Maschinen mit den gleichen Warmebédern: eine (beliebige) erste Maschine mit Wir-
kungsgrad 74, und eine zweite reversible Carnot-Maschine mit Wirkungsgrad n_ < n4.. Ausge-
hend von einer zugefithrten Warme @)1 kann die erstere eine Arbeit |W| = Q1 leisten. Um die
gleiche Arbeit zu leisten, muss die zweite Maschine eine Warme (n4 /7—)@Q1 dem warmen Reser-
voir entziehen, und dabei dem kalten Reservoir die Warme (n——1)(n4/n-)Q1 = (n+—n+/1n-) @1
abgeben. Lisst man jetzt die reversible Carnot-Maschine in der umgekehrten Richtung lau-
fen, so kann sie die von der ersten Maschine geleistete Arbeit |W| benutzen, um die Warme
(n4+/n— —n4+) Q1 ihrem kalten Warmebad zu entziehen, und ihrem warmen Reservoir die Wirme
—(n4/n-) Q1 abzugeben. Insgesamt entzieht das System aus den beiden Maschinen eine Wérme
(e /N——n+)Q1+(n+ —1)Q1 = (n+/n— —1)Q1 > 0 dem kalten Wirmebad, und gibt diese Wir-
me dem warmen Reservoir ab — im Widerspruch mit der Clausius-Formulierung. Daraus folgt,
dass es keine Maschine mit einem héheren Wirkungsgrad als eine reversible Carnot-Maschine
geben kann.

I1.2.3 Einfache Folgerungen aus den ersten beiden Hauptsatzen

Bei reversiblen Prozessen ist ein System stdndig im mechanischen Gleichgewicht mit seiner
Umgebung, so dass die Arbeit der Druckkrafte durch 6W = —P d¥ gegeben ist, wahrend der
zweite Hauptsatz die ausgetauschte Wiarme mit der Anderung der Entropie verkniipft: 6Q = T'dS
[Gl. (II.27a)]. Insgesamt lautet dann der erste Hauptsatz (bei fester Teilchenzahl)

dU =TdS — Pdv. (I1.41)

OW. THomsoN lord KELVIN, 1824-1907 M. PLANCK, 1858-1947
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Aquivalent kommt nach einfachem Umschreiben
1 P
dS = —=dU + = d¥. 11.42
U+ (I1.42)

Daraus lassen sich einige Ergebnisse schnell folgern, die in den kommenden Paragraphen dargestellt
werden.

I.2.3 a Beziehung zwischen innerer Energie und thermischer Zustandsgleichun
Wenn man dU in Gl. (I1.42)) durch das totale Differential dU (T, ) der inneren Energie aufgefasst

durch die Temperatur und das Volumen ersetzt, kommt

1 /00U 1[/0U
= (=) ar+=|( =5 P |dv.
=7 (3r), 7 7 (59),, 7]

Da dS ein exaktes Differential ist, sind die Funktionen der Variablen (T, 9), die die Differentiale
dT und d9/ multiplizieren, miteinander verknipft:

SIS, )

Die Berechnung dieser partiellen Ableitungen fiihrt zur Beziehung

oU oP
(W>T,N_ T<5T>wv_ P. (11.43)

Daher findet man, dass die partielle Ableitung der inneren Energie nach dem Volumen nur von der
thermischen Zustandsgleichung abhéngt. Wenn die Letztere und die isochore Warmekapazitét sind,
kann im Prinzip die innere Energie gefunden werden.

Beispielsweise ist fiir ein einfaches klassisches ideales Gas die isochore Warmekapazitat Cgy
konstant, unabhangig von der Temperatur. Mit der thermischen Zustandsgleichung PV = nRT
kommt dann

ou 0P
dU = CopdT + | —5 dV =CpdT + |T| — —P|dV =CydT
oV TN T Jyn
wegen der partiellen Ableitung (0 /9Ty = nR/V = P /T — bei festen Volumen und Teilchenzahl
ist der Druck eines klassischen idealen Gases proportional zur Temperatur. Somit findet man wieder
U = CyT (bis auf eine additive Konstante).

11.2.3 b Entropie des einfachen klassischen idealen Gases

Fiir ein einfaches klassisches ideales Gas ist die innere Energie proportional zur Temperatur,
U = CyT, wihrend der Druck iiber die Zustandsgleichung durch P = nRT /Y gegeben ist. Setzt
man dann dU = CydT und 2P in die Gl ein, so kommt

ds = Cq/% + anq;V,
die sich als das Differential der Funktion S(7', %) interpretieren lasst. Dieses wird sofort integriert:
S(T, V)= kS’(To,‘Vo)—i—C'ernz4—;‘1RlnZ (I1.44)
To T

mit einer Integrationskonstante S(7p, 15).

Im Fall eines monoatomaren ideales Gases ist die isochore Warmekapazitit C'qy = %nR. Dann
kann man den Ausdruck der Entropie umschreiben:

TVN/? v
S(T, V)= S(Ty, V) + nRIn [() ] (I1.45)
Tn) W
Die Entropie nimmt mit Temperatur oder Volumen zu.
Mithilfe der Zustandsgleichung kann man das Produkt Tv%? durch T5/2 /P ersetzen, um
S(T,P) zu erhalten: dann findet man, dass die Entropie bei fester Temperatur mit wachsendem
Druck abnimmt.
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Bemerkung: Beim idealen Gas ist die Entropie extensiv. Somit kann man raten, dass die Konstante
S(Ty, V) proportional zur Molzahl # ist.

Dritter Hauptsatz

Wie beim zweiten Hauptsatz gibt es mehrere Formulierung des dritten Hauptsatzes, die von mehr
oder weniger allgemeiner Natur sind. Der physikalische Inhalt des dritten Hauptsatzes besteht darin,
dass die thermodynamische Entropie eines Systems beim absoluten Nullpunkt 7' — 0 nach einer
wohldefinierten Konstante Sy geht, die nicht von den charakteristischen intensiven Zustandsvaria-
blen des Systems abhéngt.

Bemerkung: Laut der Formulierung von Nerns auch nach ihm Nernst-Theorem genannt, ist der
absolute Nullpunkt 7" = 0 unerreichbar. Das ist eine Folgerung der Unabhéingigkeit von Sy von den
Parametern des Systems.

Da die Konstante universell ist, kann man Sy = 0 wahlen: somit ist die beliebige additive
Konstante in der Definition der thermodynamischen Entropie festgelegt.

Literatur zum Kapitel Il
e Fliekbach, Statistische Physik |3] Teil 111, Kap. 18-19.
e Greiner, Neise & Stocker Thermodynamik und statistische Mechanik [4], Kap. 2.

e Nolting, Thermodynamik [8] Kap. 2.

()W. NERNST, 1864-1941



KAPITEL Il

Thermodynamische Potentiale

[1l.1 |Fundamentalgleichungen der Thermodynamik|34

.11 Gibbs-lEundamentalgleichungen in Energiedarstellung| 34

lIl.1.2 Gibbs—Duhem-Gleichung|35

.1.3 IEntropiedarsteIIung| 35

lI.2 [Thermodynamische Potentiale|37

1.2.1 |Konstruktion neuer -Darstellungen durch Legendre-Transformationen
37

2.2 [Freie Energie|3s

111.2.3 |Enthalpie|39

ll1.2.4 |Freie Enthalpie|40

IIl.2.5 [GroBkanonisches Potential| 41

1.2.6 Eusammenfassungw

[11.3 |Partielle Ableitungen der thermodynamischen Potentialen|43
111.3.1 |Ableitungen erster Ordnung|43
I11.3.2 |Ableitungen zweiter Ordnung|43

Eine wichtige Methode der Thermodynamik beruht auf den sog. thermodynamischen Potentia-
len. Dabei handelt es sich um Zustandsfunktionen, entsprechend (bei schwach gekoppelten Syste-
men) extensiven Grofen, die im thermodynamischen Gleichgewicht extremal sind. Die Variablen
dieser Funktionen sind unabhéngige Zustandsgrofen, wobei jedem Potential ein Satz von ,natiir-
lichen” Variablen zugeordnet wird. Je nach den physikalischen Bedingungen sind unterschiedliche
Zustandsvariablen relevant, um das System zu beschreiben. Dementsprechend muss man dann das
betreffende thermodynamische Potential benutzen.

Bei isolierten Systemen ist der thermodynamische Gleichgewichtszustand vollstéandig durch die
Angabe extensiver Variablen beschrieben: Entropie, innere Energie, Volumen, Teilchenzahl. .. Dem-
zugolge sind fiir solche Systeme entweder die innere Energie oder die Entropie die passenden ther-
modynamischen Potentiale, und die iiblichen intensiven Zustandsgréfen lassen sich einfach unter
Nutzung der ersten zwei Hauptsitze als Ableitungen dieser Potentiale nach den anderen extensiven
Zustandsgrofen erkennen (Abschn. [III.1)).

Bei der Beschreibung von Systemen, die Warme, Arbeit oder Teilchen mit einem Reservoir
austauschen koénnen, lohnt sich eine andere Wahl von Variablen, z.B. mit der Temperatur oder
dem Druck. Dementsprechend werden zusétzliche thermodynamische Potentiale eingefithrt (Ab-

schn. |I11.2)).

SchlieRlich befasst sich Abschn. [T[.3]mit den partiellen Ableitungen der thermodynamischen Po-
tentiale nach ihren Zustandsvariablen. Diese beschreiben Gleichgewichtseigenschaften des Systems
mit einfachen physikalischen Bedeutungen.
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Fundamentalgleichungen der Thermodynamik

Wie im Kap.[[]| betrachten wir in diesem Abschnitt einfache einkomponentige thermodynamische
Systeme, die sich vollstdndig durch nur drei unabhéngige Zustandsvariablen charakterisieren lassen:
z.B. Volumen, Temperatur und Teilchenzahl, wobei die Temperatur zuerst dquivalent durch die

Entropie (§[III.1.1} und [[I1.1.2)) oder die innere Energie (§|III.1.3|) ersetzt werden kann. Die Verallge-
meinerung auf Systemen mit mehr notwendigen Zustandsvariablen wird im Abschn. [[IT.2] dargelegt.

lll.1.1 Gibbs-Fundamentalgleichungen in Energiedarstellung

Setzt man die reversiblen Ausdriicke §Ween = —Pd? und 6@ = T dS von mechanischer Arbeit
und Wérme in den ersten Hauptsatz ein, in dem wir jetzt auch die chemische Arbeit ([.8)) fiir ein
einkomponentiges System beriicksichtigen, so ergibt sich

dU = TdS — PdY + pdN. (111.1)

Diese Beziehung wird GibbFundamentalgleichung (in Energiedarstellung) genannt.

Dabei wird das Differential der inneren Energie U des Systems durch die Differentiale der Entro-
pie S, des Volumens ¥ und der Teilchenzahl N ausgedriickt. Bei schwach gekoppelten Systemen sind
alle diese Zustandsgrofen extensiv, was uns hiernach erlauben wird, diese Fundamentalgleichung zu
integrieren.

Trotz der Ahnlichkeit zwischen der differentiellen Form des ersten Hauptsatzes und der
Fundamentalgleichung unterscheiden sie sich wesentlich. Die Erstere ist eine Bilanzgleichung
fiir die innere Energie bei einer infinitesimalen Zustandsénderung, und bezieht sich auf Prozess-
grofen. Dagegen handelt es sich bei der Letzteren um den Ausdruck des totalen Differentials einer
Zustandsgrofe, ausgedriickt durch einen vollstdndigen Satz von Zustandsvariablen (S, 4, N). Die
Koeftizienten der Differentiale der Letzteren sind dann die partiellen Ableitungen der Funktion

Uis. 7. ) oU oU oU
T <> . p— () = <> , (IIL.2)
9S )y 0V ) N ).

x In einer alternativen Formulierung der klassischen Thermodynamik, die die extensiven Zustands-
grofen (bei schwach gekoppelten Systemen) zuerst einfiihrt, dienen die Relationen (III.2)) als defi-
nierende Gleichungen fiir die Grofen T, P und pu.

Bemerkungen:

* Die Paaren von Zustandsgrofen (S,7T), (V,—P), (N, u) werden konjugierte Variablen (in der
Energiedarstellung) genannt. Dabei ist die eine extensiv, die andere intensiv (s. auch unten).

Die Differentialform ([II.1]) stellt das totale Differential von U (S, ¥, N) dar. Da alle auftretenden
Zustandsgrofen — die Funktion und ihre Variablen — extensiv sind, hidngen sie alle linear von der
Teilchenzahl N ab. Dies bedeutet, dass fiir jede positive Zahl A

U(AS, AV, AN) = AU(S, V, N). (111.3)

Mathematisch gesehen ist daher U eine homogene Funktion ersten Grades ihrer Variablen Wie-
derum sind ihre partiellen Ableitungen ([11.2) homogene Funktion vom Grad 0, d.h. sie &ndern sich
nicht, wenn alle extensiven Zustandsgrofsen durch den gleichen Faktor multipliziert werden, z.B.

T(AS, AV, AN) = T(S, V, N). (111.4)

(UDje Definition und einige Eigenschaften von homogenen Funktionen sind in Anhang [C|zu finden.

). W. GiBss, 1839-1903
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Genauer kann man sich schnell iiberzeugen, dass die Temperatur, aufgefasst durch die extensiven
Variablen S, ¥, N), keine beliebige Funktion der drei Variablen sein kann, sondern nur von den
zwei ,intensiven“ Verhéltnissen S/N und ¥/N abhéngt:

S v
TAS, AV, AN) =T =, — . I11.5
(savan) =7(5. %) (15)
Das gleiche gilt natiirlich auch fiir den Druck P und das chemische Potential p, die ebenfalls
partielle Ableitungen der inneren Energie U(S, ¥, N) sind.

Da U(S, ¥, N) homogen ist, kann man den Satz von Eule fiir homogene Funktionen (|C.2))
anwenden, um U durch ihre partiellen Ableitungen und Variablen auszudriicken:

[ U(S, V,N) =TS — 9 + uN. ] (ITL6)

Diese Gleichung ist die integrale Formulierung der Fundamentalgleichung in Energiedarstellung,
oder manchmal Euler-Gleichung fiir die innere Energie.

Bemerkung: Dass sich die Differentialform so einfach integrieren lésst, ist nicht trivial, weil
die Koeffizienten T, P, . der Differentiale d.S, d¥/, dN selber Funktionen von (S, ¥, N) sind, wie an
den GIL. erkennbar ist. Das wichtige Argument hier ist die Homogenitét der Funktion
U(S, v, N), die auf der Extensivitét der Zustandsgrofen basiert, d.h. letztendlich wird das Argument
durch die Physik gepragt.

l11.1.2 Gibbs—Duhem-Gleichung

Lésst man alle Zustandsgrofsen — die extensiven und die intensiven — in der Fundamentalglei-
chung ([IIL.6|) infinitesimal variieren, so kommt mithilfe der Produktregel

dU =TdS+ SdT — PdVY — VdP + pdN + N dpu.
Nach Abziehen der differentiellen Fundamentalgleichung (I1I.1]) ergibt sich dann

SdT — VAP + Ndu = 0. (111.7)

Diese Gibbstuhe Gleichung genannte Beziehung zeigt, dass die intensiven Zustandsgrofen T
P, i nicht voneinander unabhéngig sein kénnen.

l11.1.3 Entropiedarstellung

Anstatt wie bisher in diesem Abschnitt in der sog. Energiedarstellung zu arbeiten, mit der
inneren Energie als Funktion anderer Zustandsvariablen, kann man die Thermodynamik in Entro-
piedarstellung formulieren, in der die Zustandsgrofe, die die gesamte Information iiber das System
enthélt, jetzt die Entropie ist.

lll.1.3 a Gibbs-Fundamentalgleichungen in Entropiedarstellun
Zuerst kann man aus Gl. (IIL.1]) sofort die Gibbs-Fundamentalgleichung in Entropiedarstellung

1 P "
dsS = TdU+ Td‘V— TdN, (IIL.8)

folgern, die das Differential der Funktion S(U, ¥, N) darstellt. Dies zeigt, dass die passenden Va-
riablen jetzt (U, 7, N) sind. Aus der Differentialform folgert man die Beziehungen

o5y _ 1 o5\ _ 2 o5\ _ _nm (111.9)
U )yy T 7 \oV)yy T ° \ON)y, T ‘

(], EULER, 1707-1783 (P, DuHEM, 1861-1916
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Wie im §|[11.1.1{14sst sich die Differentialform (I11.8]) anhand der gleichen Argumentation integrieren.

Dies fithrt zur integralen Form

S(U,V,N) = & + — — . (IT1.10)

der Fundamentalgleichung in Entropiedarstellung, die natiirlich dquivalent zur Gl. (IIL.6)) ist.

Schliefslich konnte man aus der Fundamentalgleichung ([11.8) und dem totalen Differential von
Gl. (IIL.10) eine Gibbs-Duhem-Gleichung in Entropiedarstellung herleiten, die zeigt, dass die in
Gl. ([II.9) angegebenen konjugierten intensiven Variablen nicht voneinander unabhéngig sind.

Bemerkung: Wie in der Energiedarstellung besteht jedes Paar (U,1/T), (v, ?/T), (N, u/T') von kon-
jugierten Variablen aus einer extensiven (U, %/, N) und einer intensiven (T, 2, x bzw. ihre Kehrwerte
und Verhéltnisse) Grofse.

111.1.3 b Entropie als thermodynamisches Potential

In einem isolierten thermodynamischen System sind die innere Energie U, das Volumen ¥ und
die Teilchenzahl N exakt bekannt. Somit stellen diese Zustandsgréfien die ,natiirlichen Variablen
dar, um ein solches System zu charakterisieren. Die geeignete (Zustands)Funktion dieser Variablen,
die die ganze Information iiber das System enthélt, das sog. thermodynamische Potential fiir diese
Variablen, ist selbstverstandlich die thermodynamische Entropie S(U, ¥, N).

In der Darlegung des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik wurde schon erwdhnt, dass die
Entropie eines isolierten Systems bei (spontanen) Anderungen nur zunehmen kann [Gl. (I1.29))].
Genauer nimmt sie zu (dS > 0), bis sie einen (Gleichgewichts)Zustand erreicht, in dem sie maximal
ist (dS =0).

Bemerkung: Bei isolierten Systemen kann man auch zeigen, dass die innere Energie im thermody-
namischen Gleichgewichtszustand ebenfalls extremal — wie aus der Fundamentalgleichung (I11.1))
mit dS = 0, d¥ = 0 und dN = 0 folgt —, in diesem Fall aber minimal ist. Dementsprechend
kénnte auch U als thermodynamisches Potential betrachtet werden, dessen Extremum beim Gleich-
gewichtszustand auftritt. In der Praxis ist die innere Energie aber weniger interessant, weil unter
ihren Variablen die Entropie ziemlich unterschiedlicher Natur als die anderen ist Eigentlich wer-
den wir sehen, dass sich U in keinem statistisch-mechanischen Ensemble einfach erhalten lasst.

I11.1.3 ¢ Mathematische Eigenschaften der Entropie

In der klassischen Thermodynamik nimmt man an, dass die Entropie S(U, ¥, N) eine iiberall
differenzierbare Funktion ihrer Variablen ist.

Bemerkung: Die Differenzierbarkeit der Entropie beziiglich der extensiven Zustandsgrofen U, ¥V, N
bedeutet aber nicht, dass S differenzierbar in den intensiven Zustandsvariablen ist.

Unter der Annahme der Extensivitiat der Entropie kann man zeigen, dass S(U, ¥, N) eine kon-
kave Funktion ihrer Variablen ist.

Betrachte man dazu ein isoliertes System i, das urspriinglich aus zwei getrennten Teilsystemen
¥y (innere Energie U], Volumen 44, Teilchenzahl N;) und ¥ (innere Energie U}, Volumen %,
Teilchenzahl N3) aus derselben Substanz besteht. Die Entropie des Gesamtsystems ist dann

S(UL, V{, N1) + S(Us, V5, Na),

wobei die Zustandsfunktion S(U, V, N) charakteristisch fiir die Substanz ist.

(2)Unter den extensiven Gréfen S, U, ¥ und N lassen sich die drei letzteren mit physikalischen Symmetrien asso-
zileren [I1], und zwar jeweils mit der Zeitinvarianz, der (verletzten) Translationsinvarianz und der Eichinvarianz.
Dagegen entspricht die Entropie keiner solchen Symmetrie.
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Nach Entfernung — ohne Zufuhr von Wérme oder Leistung von Arbeit — der Grenze zwischen
den beiden Systemen wird ¥ nach einem neuen Gleichgewichtszustand mit innerer Energie U] 4 U3,
Volumen ¥} 4 %5 und Teilchenzahl N} + N} streben. Dabei nimmt infolge des zweiten Hauptsatzes
die thermodynamische Entropie zu:

S(UL + U, Vi + V3, N + N3) > S(U{, Y/, N1) + S(Us, Yy, Na). (IL.11)
Fiir jeden Wert von Uy und Us, 74 und 7%, N1 und N, und fiir jedes 0 < A < 1 kann man
U=\, Uy=(1-=\NUy , Y/ =X, Yo=01-N% und Nj=AN;, Njy=(1-X\N,
definieren. Dann wird GI. zZu
S(AUL + (1=N)U2, AY; + (1=X) V5, ANy + (1=A)N2) > S(AUL, AV, AN)
+ S((1=A)Us, (1=X) ¥, (1-X)N2).
Unter Verwendung der Homogenitét von S(U, V, N) ergibt sich somit
S(AUL+ (1=XN)Uz, AYs + (1=-X) V5, AN1 + (1=-X\)No) > AS(Ur, Y1, N1)+ (1-X)S(Ua, V5, N2) (I11.12)

fiir alle Uy, Us, Vi, V5, N1, N und alle 0 < X\ < 1. Diese Ungleichung bedeutet, dass die Entropie
konkav in ihren natiirlichen Variablen U, ¥, N ist.

Thermodynamische Potentiale

In diesem Abschnitt werden extensive Zustandsgrofen eingefithrt — die freie Energie (§7
die freie Enthalpie (§ , das groftkanonische Potential (§[I11.2.5) — oder neu diskutiert — die
Enthalpie (§ —, die wie die innere Energie und die Entropie im Abschn. die Rolle des
thermodynamischen Potentials unter gegebenen Bedingungen spielen kénnen.

Der Allgemeinheit halber wird hiernach nicht mehr angenommen, dass sich der Gleichgewichts-
zustand des Systems nur durch innere Energie (oder Entropie), Volumen und Teilchenzahl charakte-
risieren lésst, sondern auch durch weitere zusétzliche extensive Zustandsvariablen {£,}, mit konju-
gierten intensiven Variablen {7,}. Dementsprechend nimmt die Fundamentalgleichung in Energie-

darstellung (III.1]) die Form
dU (S, V,N,{&}) =TdS — Pd¥ + pdN + ) 7, dé, (I11.13)

all.

ll1.2.1 Konstruktion neuer Darstellungen durch Legendre-Transformationen

Sei eine extensive Zustandsgrofse Y, die den Gleichgewichtszustand eines thermodynamischen
Systems vollsténdig charakterisiert. In der entsprechenden Y-Darstellung lautet die integrale Form
der Fundamentalgleichung der Thermodynamik Y = Y (X,...), wobei X eine der ,natiirlichen®
Zustandsvariablen von Y ist. Der Kiirze halber werden die anderen Variablen nicht geschrieben.

Um eine neue Darstellung zu erhalten, fiir welche die zu X konjugierte Variable P = (0Y/0X
(bei fest gehaltenen anderen Variablen) eine natiirliche Variable bildet, soll man die Legendr
Transformierte von Y beziiglich X betrachten (s. Anhang @ Dementsprechend definiert man kon-
ventionell die Zustandsgrofe

Z(P,..)=Y(X(P,...),...) = X(P,...)P,

wobei angenommen wird, dass die Abbildung X — P(X,...) bijektiv und damit invertierbar mit
der Umkehrfunktion P — X (P,...) ist. Die Gleichung Z = Z(P,...) ist dann die Fundamental-
gleichung in Z-Darstellung.

(©)A.-M. LEGENDRE, 1752-1833
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Umgekehrt kann man einfach von der Z- zur Y-Darstellung iibergehen, und zwar (mit verkiirzter
Notation):

oY

Y-Darstellung: Y(X)=2Z+PX dh. ——==P

0X

g (I11.14)
Z-Darstellung: Z(P)=Y — XP dh. 3P = -X

Dank den Eigenschaften der Legendre-Transformation erhélt man somit zwei dquivalente Dar-
stellungen ohne Informationsverlust. Wenn die Zustandsvariable X extensiv ist, dann ist P intensiv,
und umgekehrt: durch die Konstruktion findet man also alternative Darstellungen, deren natiirli-
che Variablen intensiv oder extensiv sein konnen, wahrend alle natiirlichen Variablen der Energie-
und Entropiedarstellungen des Abschn. [[TI.]] extensiv sind. Natiirlich kann man auch Legendre-
Transformationen beziiglich mehrerer Variablen betrachten, um weitere Darstellungen zu erhalten.

Sei allgemein eine ,Grunddarstellung“ — innere Energie oder Entropie — mit der Fundamen-
talgleichung Y = Y (Xy,..., X,) mit extensiven Variablen {X;}. Dies entspricht dem Differential
dY = P dX; + --- 4+ P;dX;s, wobei die Zustandsgrofen P; = (8Y/8Xj){xk}k# intensiv sind.

Mo6chte man eine Darstellung mit den natiirlichen Variablen Py, ..., P, X;41,... X5 benutzen, so
ist ist die neue Fundamentalgleichung gegeben durch
Z(Py,..., P, Xp11,..., X)) =Y —-P Xy —--— P X,, (IT1.15a)

mit dem Differential
dZ =dY —d(PA X1+ -+ P X,)

=-XydP, — -+ — X, dP, + Pry1d X, 41 + -+ - + Ps dX,. (IT1.15b)
Dann gelten in der neuen Darstellung
Z Z
P; = <§> und —X; = <§> . (I11.15¢)
Xj {P} A Xk ortj b {Pihizi A Xk}

In den folgenden Paragraphen werden Beispiele dieser Konstruktion dargelegt.

l1l.2.2 Freie Energie

Wenn ein thermodynamisches System mit exakt bekannten Teilchenzahl N und Volumen ¥
im thermischen Gleichgewicht mit einem Wérmebad ist, mit dem es Warme austauschen kann,
ist seine innere Energie U keine ,gute” Variable mehr, weil sie variieren kann. Dagegen legt das
Wirmereservoir die Temperatur T des Systems fest. Somit ersetzt die Letztere U in der Rolle der
natiirlichen Variablen fiir das System.

Dementsprechend fiihrt man in der Thermodynamik die freie Energie (auch Helmholtz- Potential
oder Helmholtz-Energie)

| PN, = U(s, v,6) - 75 | (I11.16a)

ein. Da T die partielle Ableitung der inneren Energie U nach der Entropie S ist, s. Gl. (I11.2)), ist
F' die Legendre-Transformierte von U beziiglich S.
Aus der Fundamentalgleichung ([II1.13) und der Definition ([II.16al) folgt sofort das Differential

der freien Energie:

dF = —SdT — PdV+ pdN + Y F,dé,. (II1.16b)

Auf diesem Differential liest man die partiellen Ableitungen der freien Energie nach ihren natiirlichen
Variablen:

8F> (8F) <8F> (8F>
il =-9 — =—7 |, (= =u , = F,. (II1.16¢)
<8T V,N£a OV )rne, IN)rwe, )10 N 610
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Da F eine Funktion von T, ¥, N und den {&,} ist, stellt die zweite dieser Ableitungen einen Zusam-
menhang zwischen Druck, Temperatur, Volumen und Teilchenzahl — oder genauer zwischen den
intensiven Grofen 2, T und Teilchendichte n = N/% — dar, d.h. es handelt sich um die thermische
Zustandsgleichung des Systems (s. § fiir ein Beispiel).

Extremalprinzip
Das Differential ([II.16b]) zeigt, dass die freie Energie F' eines (geschlossenen) Systems mit festen

T, Y, N und {{,} im thermodynamischen Gleichgewicht extremal ist: dF' = 0 Genauer ist die freie
Energie im Gleichgewichtszustand minimal.

Betrachtet man infinitesimale Prozesse, bei denen T, %, N und die {£,} fest bleiben, so dass
das System Energie nur in der Form von Wiarme austauschen kann, so lautet der erste Haupt-
satz dU = 6Q. Mit der differentiellen Clausius-Ungleichung 6@ < T'dS ergibt dies
dU < TdS, d.h.

dU —TdS <0.

Bei festen T, ¥, N und die {£,} ist der Term auf der linken Seite dieser Ungleichung genau
gleich dF' Somit sieht man, dass die freie Energie bei spontanen Prozessen in Systemen mit
festen T, ¥, N und die {&,} nur abnehmen kann: dF' < 0. Somit stellt der thermodynamische
Gleichgewichtszustand ein Minimum von F' dar. m|

Freie Energie und maximale Arbeit
Unter Nutzung der Clausius-Ungleichung 6Q) < T'dS gibt der erste Hauptsatz (II.1a)) bei einer

beliebigen infinitesimalen Anderung dU < T'dS 4 §W, oder #quivalent
oW >dU —TdS. (II1.17)
Bei isothermen Anderungen gilt wegen d7"' = 0
dF =d(U -TS)=dU —T'dS,

d.h. der Term auf der rechten Seite der Ungleichung ([I1.17) ist genau die Variation der freien
Energie in solchen Anderungen: W > dF. Somit ist die vom System dem Aufen geleistete Arbeit

bei isothermen Prozessen
— W < —AF, (IT1.18)

wobei AF die Variation der freien Energie im Prozess ist. Das Negative der Anderung der freien
Energie stellt also die maximale Arbeit dar, die vom System geleistet werden kann.

Bemerkungen:
* Diese Eigenschaft erklirt die Bezeichnung ,freie Energie”.

x Die Gleichheit in der Ungleichung (I11.18) gilt bei reversiblen Prozessen, bei denen §Q =T dS.

l11.2.3 Enthalpie
In §[[I.1.2 2l wurde schon die Enthalpie in Gl. (IL5]) definiert:
[HGs.2N.0)= UGS VN.€) + 29 (I1L.19)

entsprechend der Legendre-Transformierten der inneren Energie beziiglich des Volumens, da das
Negative des Drucks die partielle Ableitung von U nach ¥ ist. Wegen ihrer Variablen (S, P, N, &,)
eignet sich die Enthalpie fiir die Beschreibung von geschlossenen und thermisch isolierten Systemen,
die im Kontakt mit einem ,,Druckreservoir sind.

Aus dieser Definition und der Fundamentalgleichung ([I1.13)) folgt das Differential
dH =TdS+ VYdP+ pdN + > F,d&, (I11.19b)
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woraus sich die partiellen Ableitungen der Enthalpie nach ihren natiirlichen Variablen folgern lassen:

8H> <8H> (8H) (8H>
oL =T , (== =v , (Z= =u , (== =7, (II1.19c)
( 85 P,N&, 8? S,N,&q 8N S,P.Eq 85‘1 S,_‘P,N,ﬁb;,g

Physikalisch ist die Enthalpie die geeignete Zustandsgrofse zur Beschreibung der Wéarmeaus-
tausche eines Systems bei Prozessen unter konstantem Druck (sowie konstanten Teilchenzahl und
{&a}). Dies lésst sich insbesondere am Ausdruck der isobaren Warmekapazitét als partieller
Ableitung der Enthalpie nach der Temperatur erkennen.

Man kann zeigen, dass die Enthalpie eines (geschlossenen) Systems mit festen S, 2, N und {{,}
im thermodynamischen Gleichgewichtszustand minimal ist.

l1l.2.4 Freie Enthalpie

Betrachte man jetzt ein System mit fester Teilchenzahl N (und {&,}) im Kontakt mit einem
Warmebad bei der Temperatur T' sowie mit einem Druckreservoir beim Druck 2. Die natiirlichen
Variablen fiir ein solches System sind (7', P, N, &,).

Als thermodynamische Potential unter solchen Bedingungen wird die freie Enthalpie

G(T,P,N,&) = U(S, V. N, &) — TS + PV (111.20a)

eingefiihrt, die auch Gibbs-Energie genannt wird. Das zugehorige Differential ist dann

dG = —SdT + YdP+ pdN + > F, d&,. (I11.20b)

d.h. die partiellen Ableitungen der freien Enthalpie nach ihren natiirlichen Variablen sind

8G> (8G> <8G> <8G)
— =-S5 — =7 , — =u — = Fo. (II1.20c)
(8T PN, OP )1 N, ON Jrpe, 9&a T,?,N Epza

Offensichtlich gelten auch die Gleichungen
G(T,P,N,&) =F(T,V,N,&) + PV (I11.21)

und
G(T,P,N,¢) =H(T,V,N,&) —TS. (I11.22)

Das heifst, dass die freie Enthalpie gesehen werden kann entweder als Legendre-Transformierte der
freien Energie beziiglich des Volumens, oder als Legendre-Transformierte der Enthalpie beziiglich
der Entropie, oder auch als Legendre-Transformierte der inneren Energie beziiglich der Entropie
und des Volumens.

Wieder gilt ein Extremalprinzip: die freie Enthalpie eines Systems mit festen 7', P, N und {&,}
ist minimal im thermodynamischen Gleichgewichtszustand.

Im besonderen Fall eines Systems bei dem die extensiven Variablen {£,} nicht vorhanden sind,
wie z.B. fiir ein einkomponentiges nicht-magnetisierbares und nicht-polarisieertes Gas, hangt die
freie Enthalpie G nur von einer einzigen extensiven Zustandsvariable, und zwar der Teilchenzahl N.
Die einzige Moglichkeit dafiir ist eine lineare Abhéngigkeit zwischen G und N Variablen, wobei der
Proportionalitéatsfaktor durch die zugehorige partielle Ableitung gegeben ist:

oG
GT,P,N)=|—-—=) N=uwuT,P,N)N. (I11.23)
ON T.p
Dieses Ergebnis lasst sich auch aus der Definition ([II.20a)) der freien Enthalpie und der integralen
Form ([I1.6)) der Gibbs-Fundamentalgleichung in Energiedarstellung gewinnen. Laut der Gleichung
ist das chemische Potential p die freie Enthalpie pro Teilchen.
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Gleichung (II1.23)) enthélt auch Information {iber das chemische Potential: Als Ableitung einer
extensiven Zustandsgrofen nach einer anderen extensiven Variable ist u intensiv. Da es Funktion
einer einzigen natiirlichen Variablen (V) ist, kann es eigentlich nicht von jener abhéngen, sondern
nur von den intensiven Variablen 7" und P:

G(T,P,N
,U,(T, fP, N) = (]V)

Diese Eigenschaft kann an den Beispielen des néchsten Kapitels gepriift werden.

= u(T, P). (111.24)

111.2.5 GroBkanonisches Potential

In diesem Paragraphen betrachten wir den Fall eines Systems mit bekanntem Volumen ¥, das
im Kontakt mit einem Warmebad bei der Temperatur T steht, sowie mit einem Teilchenreservoir,
mit dem es Teilchen austauschen kann. Somit ist die Teilchenzahl des Systems nicht exakt bekannt:
im Gegensatz ist die dazu konjugierte Zustandsvariable, und zwar das chemische Potential, genau
bekannt.

Fiir solche Systeme sind die natiirlichen Variablen also (T, Y, u,&,). Dementsprechend defi-
niert man eine Funktion dieser Zustandsvariablen, das grofkanonische Potential — oder Landau ™)

Potential —, durc

[ T, V, 1, £2) = U(S, V, N, &) — TS — uN. ] (IT1.25a)

Sein Differential lautet

dQ=—SdT — PdV - Ndp+ ) F,dé, (I11.25b)

woran sich die partiellen Ableitungen

(8”) . <39> . <‘99> ~ N, <8”) — 7, (250
oT V€ 8'1/ Tps€a (“)u T,Y ¢ aéa T7[Vnu7§b7£a

ablesen lassen.

An der Definitionen und sieht man, dass sich das groffkanonische Potential
auch als

T, V,u,&) = F(T,V,N,&) — uN. (111.26)

schreiben lésst. Somit kann 2 entweder als Legendre-Transformierte von U beziiglich S und N, oder
als Legendre-Transformierte von F' beziiglich N gesehen werden.

In einem System mit festen 7', ¥V, p und {{,} ist  minimal im thermodynamischen Gleichge-
wichtszustand.

SchlieRlich kann man in einem System, das durch die extensiven Variablen S (oder U), % und
N vollstandig beschrieben ist, dhnliche Ergebnisse wie am Ende des §[[T.2.4] folgern. Da das grof-
kanonische Potential 2 dann nur von der einzigen extensiven Zustandsvariable 9’ abhéngt, soll es
prooportional dazu sein. Zum anderen héngt der Proportionalitdatsfaktor, und zwar das Negative
des Drucks, nicht vom Volumen ab:

T, V, p) = <m) V= —2(T, 1) V. (I11.27)

l11.2.6 Zusammenfassung

In der folgenden Tabelle werden die oben eingefiihrten thermodynamischen Potentiale mit ihren
Definitionen und jeweiligen natiirlichen Variablen aufgelistet.

()Statt Q wird das grofkanonische Potential auch oft mit ®¢ bezeichnet.
(®»)L. D. LANDAU, 1908-1968
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Thermodynamisches Potential Definition Variablen

Entropie S U, V,N,{&}
innere Energie U S, V,N,{&}
freie Energie F=U-TS T,V,N,{}
Enthalpie H=U+ PV S,P,N,{&}
freie Enthalpie G=U-TS+2PV T,P,N,{}
grokkanonisches Potential Q=U-TS—uN T, pn,{&}

Tabelle lll.1 — Ublichste thermodynamische Potentiale mit den zugehérigen natiirlichen Zu-
standsvariablen.

11.2.6 b Eigenschaften der thermodynamischen Potentiale
Alle thermodynamischen Potentiale der Tabelle sind extensive Groken, weil es sich um

Summen von Produkten von intensiven und extensiven Zustandsgrofsen handelt.

Aufter der Entropie, die das Verhéltnis aus einer Energie und einer Temperatur ist, haben alle
anderen (U, F, G, H, Q) die physikalische Dimension einer Energie — was eigentlich aus ihrer
Konstruktion als Legendre-Transformierten der inneren Energie folgt.

Da die Entropie S konkav und differenzierbar in U, ¥, N ist (§ , so ist ihre Riickkehr-
funktion die innere Energie U konvex und differenzierbar in S, 7, N.

Daraus folgen dank den Eigenschaften der Legendre-Transformation dhnliche Konvexitatseigen-
schaften fiir die thermodynamischen Potentiale. Allgemein sind somit F,G, H und €2 konvex und
differenzierbar in ihren jeweiligen extensiven Variablen, sowie konkav aber nicht unbedingt iiberall
differenzierbar in den intensiven Variablen.

Beispielsweise ist die freie Enthalpie G(T, P, N) konvex und differenzierbar in N — obwohl die
Konvexitdt hier ziemlich bedeutungslos ist, s. Gl. ([11.23)) und (I1I.24) — und konkav in 7" und 2.

Bemerkung: Die Stellen, an denen ein thermodynamisches Potential nicht differenzierbar ist, ent-
sprechen oft Phaseniibergéngen.

Statt die innere Energie als Anfangspunkt zu nehmen, kann man in &hnlicher Weise von der Fun-
damentalgleichung in Entropiedarstellung S = S(U, V, N, &,) ausgehen und zugehorige Legendre-
transformierte Zustandsgrofen definieren. Dadurch lassen sich neue Darstellungen gewinnen, die
seltener benutzt werden als die thermodynamischen Potentiale der Tabelle .

Die iiblichsten dieser Funktionen sind die Legendre-Transformierten von S entweder beziiglich
der inneren Energie U alleine, oder bezliglich U und des Volumens ¥, und werden in der T: abelle
angegeben.

Zustandsfunktion Definition Variablen
1 1
Massieu-Funktion(?| J =8 — TU T V,N,{&}

1 7 1 P
Pl Ol Funkti Y=8§_--__=_ — — N
anc&l unktion S T T‘V T T A&t

Tabelle 1.2 — Massieu- und Planck-Funktionen.

(D Diese Zustandsfunktionen kénnen aber in der Statistischen Physik einfach gefunden werden.

(DF. Massieu, 1832-1896 (M. PLANCK, 1858-1947



.3

[11.3 Partielle Ableitungen der thermodynamischen Potentialen 43

Bemerkung: Man priift einfach die Identitdten
F G
J = —T und Y = 7

Die natiirlichen Variablen von J und F bzw. Y und G sind aber unterschiedlich.

Partielle Ableitungen der thermodynamischen Potentialen

In diesem Abschnitt wird der Kiirze halber nur der Fall eines einfachen Systems bestehend aus einem
einzigen Typ von Teilchen betrachtet, das durch die Angabe von nur drei extensiven Variablen S
oder U, ¥ und N beschrieben werden kann.

l11.3.1 Ableitungen erster Ordnung

Definitionsgeméf sind die Ableitungen erster Ordnung eines thermodynamischen Potentials nach
seinen natiirlichen Variablen die zugehorigen ,konjugierten” Zustandsvariablen. Wie wir in den Ab-
schn. und gesehen haben, bestehen Paare von konjugierten Variablen aus einer extensiven
und einer intensiven Variable, weil thermodynamische Potentiale selber extensiv sind.

Im besonderen Fall der Energiedarstellung — und gewissermafsen der Entropiedarstellung —
sind die intensiven partiellen Ableitungen erster Ordnung genau die Zustandsgréfen, die sich beim
Kontakt zwischen zwei Systemen im Gleichgewicht ausgleichen: Temperatur 7' (entsprechend dem
nullten Hauptsatz), Druck ? und chemisches Potential p.

Bemerkung: Diese Eigenschaft gilt nicht mehr im Fall weiterer charakteristischer extensiver Zu-
standsgrofen &,, wie in der Bemerkung im § schon gesagt wurde.

Aus den angegebenen Ausdriicken der partiellen Ableitungen erster Ordnung der verschiedenen
thermodynamischen Potentiale ergeben sich viele Identitdten wie z.B.

g _(2F)  __(9G) _ _(9%) | (I11.28)
T )y T Jp x aT )y,

[vgl. GL. (III.16d)), (III.20d) und (IIL.25d)|. Diese konnen benutzt werden, um Beziehungen zwischen
thermodynamischen Koeffizienten zu finden.

I11.3.2 Ableitungen zweiter Ordnung

Durch die zweifache Ableitung der thermodynamischen Potentialen nach ihren jeweiligen natiir-
lichen Variablen ergeben sich Grofsen, die sog. thermodynamischen Koeffizienten, die die Antwort
eines Systems auf Verdnderungen seiner charakteristischen Zustandsgrofien beschreiben.

Einige dieser Koeffizienten besitzen besondere Namen und werden in diesem Paragraphen ein-
gefiihrt. In allen Féllen wird hiernach angenommen, dass die Teilchenzahl des Systems konstant
bleibt, d.h. dass das System geschlossen ist.

Zum einen gibt es thermodynamische Koeffizienten zur Beschreibung der Antwort des Systems
auf Temperatur- oder Druckverédnderungen. Die iiblichsten sind

1
o Ausdehnungskoeffizient: o = 7% (g;{)ﬂpw (II1.29a)
1 /0P
o Spannungskoeffizient: = I <2T>q/,]v (II1.29b)

(®)Genauer handelt es sich um die Responsefunktionen fiir die lineare Antwort des Systems, d.h. es wird angenommen,
dass die Antwort proportional zur Ursache ist.



44 Thermodynamische Potentiale

1[0V
o isotherme Kompressibilitat: kr = v (i;P)T,N (III.29¢)
1
e adiabatische Kompressibilitat: ks = —— ov . (I11.29d)
V\OP )5y

Auflerdem kommen die thermodynamischen Koeffizienten zur Charakterisierung der Antwort des
Systems auf einen Warmezufuhr, d.h. die uns schon in §[[I.1.3 begegneten Warmekapazititen:

e isochore Wdarmekapazitit: Cy=T 95 = ou (I11.29¢)
or)yn \0T Jyn
. ; e oS
e isobare Wirmekapazitit: Cp=T| = . (II1.29f)
T Jp n

Diese Koeffizienten lassen sich mithilfe der thermodynamischen Potentiale umschreiben. Somit
findet man beispielsweise

o= le/<aa;(ip)N (111.30a)
p= —;(%)}V (IT1.30D)
oy = —% <22£>T,N (I11.30¢)
ks = f% <ZZ§>S’N (I1.30d)
Cop = T(ngz)w (I11.30¢)
Cop = —T(fﬁ)ﬂw (IT1.30f)

Dank der Konkavitdt der thermodynamischen Potentiale beziiglich der intensiven Zustands-
variablen ? und T sind die zwei Kompressibilitdten und die zwei Warmekapazitaten positiv.

Diese automatisch erfiillten Bedingungen sind Beispiele der Forderungen, die aus dem Prinzip
von Le C’hatelie (oder Prinzip von Le C’hateliermeu Prinzip vom kleinsten Zwang), die die
Stabilitat des Systems ausdriickt:

Wenn sich ein System in einem stabilen thermodynamischen Gleichgewichts-
zustand befindet, dann fihren alle spontanen Anderungen seiner Zustandsgréfien | (111.31)
zu Prozessen, die das System zu einem Gleichgewicht zuriicktreiben.

Somit beschreibt xkp, kg > 0 die mechanische Stabilitdt des Systems: Dann erhoéht sich der Druck
bei einer Verringerung des Volumens: iibt man duftere Druckkrifte auf ein System, so dass sich dessen
Volumen verringert, dann wéchst der Druck des Systems, um die duferen Kréfte auszugleichen.

Zum anderen driicken Cy, Cp > 0 die thermische Stabilitdt des Systems aus: Wenn sich durch
irgendeine Fluktuation die Temperatur des Systems erhcht, so dass es warmer wird als seine Um-
gebung, gibt es dem Auflen Wérme ab. Demzufolge nimmt laut dem ersten Hauptsatz seine innere
Energie ab, was mit einer positiven Warmekapazitat zur Verminderung der Temperatur fiihrt.

111.3.2 b Beziehungen zwischen den zweiten Ableitungen

Sei G ein beliebiges thermodynamisches Potential, dessen natiirliche Variablen mit {X;} fiir
1 < j < r+ 2 bezeichnet werden. Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von G sind nicht
unabhéngig voneinander.

)H. LE CHATELIER, 18501936 (YF. BRAUN, 1850-1918
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Da die Funktion von r + 2 Variablen abhiingt, gibt es (r + 2)? zweiten Ableitungen. r + 2 davon
sind des Typs 02 /8)(2 und (r + 1)(r + 2) sind gemischte Ableitungen, die geméafs dem Satz von

Schwartz (r + 1)(r + 2)/2 sog. Maxwel.—Relatwnen

G > < >*G > ,
7 fiir j # k (I11.32)
<0Xj 0% X iz 0X;, 0.; { Xk

geniigen.

Auferdem sind die r + 2 partiellen Ableitungen erster Ordnung 9G/0X; homogene Funktion
vom Grad 0, so dass ihre Ableitungen durch den Satz von Euler (C.2]) verkniipft sind:

Zxk axk 8)( =0, (I11.33)

entsprechend r + 2 zusétzlichen Beziehungen.

Insgesamt gibt es somit nur (r+1)(r+2)/2 unabhéngige Ableitungen zweiter Ordnung. Dement-
sprechend existieren oft Relationen zwischen thermodynamischen Koeffizienten. Es gibt auch Be-
ziehungen zwischen Koeffizienten, die Ableitungen unterschiedlicher thermodynamischer Potentiale
sind.

Beispielsweise lassen sich Beziehungen zwischen den thermodynamischen Koeffizienten (([11.29))
herleiten. Dabei erweist sich die Methode der Jacob.—Determinante (s. Anhang ' besonders
giinstig, um die partiellen Ableitungen unter verschiedenen Bedingungen auszudriicken )]

Die einfachste dieser Relationen ist
o = Brpe. (I11.34)

Dies folgt aus a — LOP) 1 0(V.2) 19V, 2) AV, T)

VoT.?) Va@T) Vaw.T) d@.1) .

Die isobare und isochore Warmekapazitaten hangen iiber die Mayer-Gleichung zusammen:
2
TV

RT

Cp—Cy = (111.35)

Aus dieser Beziehung und der Positivitat der isothermen Kompressibilitidt und der isochoren War-
mekapazitit folgt Cp > C'yy > 0, und daher v > 1 fiir den adiabatischen Index (II.15]).
Beweis der Mayer-Gleichung: Mithilfe von GI. wird Definition ([11.29¢)) zu
aS, V) T@(S, V) JO(T.V) T 9(S,7V)
orT,v) ~ oT,P)) OT,P)  Vkr O(T,P)

Die Jacobi-Determinante im rechten Glied lautet
08, V) _ (95 (OV\ _(OV (8S\ _ Cp (DS
o(T, ) \oT J,\o® ), \oT Jy\o® ).~ T "7 o ),

so dass
oS
Cop—Cp+ ( . T)

Die partielle Ableitung in dieser Gleichung kann noch mithilfe von Gl. (E.la) umgeschrieben
werden:

a8\ _ 98, T) _a(s,T)o(®,S) (9T ([0S

oP ). o(®,T) O(P,S)o(P,T)  \0P)\T Jp

Die Ableitung der Entropie im rechten Glied ist gleich Cp/T. Fiir die andere kann man die
Maxwell-Relation zwischen den zweiten Ableitungen der Enthalpie H(S, P, N)

O°H _ (0T _ (0¥
asor ~ \oe ), \ 95 )y

(“)Der Kiirze halber wird die feste Teilchenzahl in den folgenden Beweisen nicht geschrieben.

Cy=T

(W], C. MAXWELL, 1831-1879 (. G. Jacosl, 1804-1851
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benutzen. Mit Jacobi-Determinanten kommt

(5e)~ (55 )~ oo fr = (o )/ (7)o

woraus Gl. (II1.35]) schliefslich folgt. O

Ahnlich kann man eine analoge Beziehung fiir die Differenz der Wirmekapazitéten zeigen:
a?’TV

Cp
Dank der Positivitat der isobaren Warmekapazitat gilt dann kr > kg > 0.

Geméf den drei Beziehungen ([II.34)—(III.36]) sind (maximal) nur drei der sechs thermodyna-
mischen Koeffizienten ([11.29)) unabhingig voneinander. Ublicherweise withlt man «, k7 und Cop.

Bemerkung: Der Vergleich der Gl. ([I1.35) und ([11.36|) liefert die Gleichung

Ce Kt

KT — K§ = (I11.36)

£ == 111.37
Co " s (IL.37)

wobei das erste Verhéltnis genau die Definition ([I.15)) des adiabatischen Index ~y ist. Diese Relation
wird manchmal ReecBezz’ehung genannt.

Literatur zum Kapitel Il
e Fliekbach, Statistische Physik |3] Teil III, Kap. 17.
e Greiner, Neise & Stocker Thermodynamik und statistische Mechanik [4], Kap. 4.

e Nolting, Thermodynamik [8] Kap. 3.

(WF. ReecH, 18051884



IV.1

KAPITEL IV

Beispiele von einfachen Systemen

IV.1 [Klassisches ideales Gas|47
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IV.2.2 |Van der Waals-Fluid|51

In diesem Kapitel wird die Thermodynamik einiger einfache Systeme dargestellt. Hier bezeichnet
n die Molzahl, d.h. n = N/AN4 mit der AvogadrKonstante N4, die definitionsgeméR gleich
6,02214076 - 102 mol~! ist. Dazu wird N Molekiilanzahl statt Teilchenzahl genannt.

Klassisches ideales Gas

Bei dem idealen Gas handelt es sich um ein Modell fiir reale Gase, das eine gute Beschreibung
unter den iiblichen Temperatur- und Druck-Bedingungen darstellt. Somit geniigt ein ideales Gas
den empirischen Gesetzen von BoylMariott(Bei konstanter Temperatur ist der Druck umge-
kehrt proportional zum Volumen) und von Avogadro (Bei gleichem Druck und gleicher Temperatur
enthalten gleiche Volumina von Gas gleich viele Molekiile).

IV.1.1 Allgemeines ideales Gas

Das allgemeine ideale Gas wird durch die zwei Beziehungen

PV = nRT
(IV.1)
U = nf(T)
definiert, wobei f(T') eine beliebige monoton wachsende Funktion der Temperatur alleine bezeichnet,
wéhrend R eine universelle Konstante ist.

Aus diesen Definitionen folgen sofort der isobare Ausdehnungskoeffizient o [Gl. (II1I.29al)|, der
Spannungskoeffizient § [Gl. (I11.29b))| und die isotherme Kompressibilitat «p |Gl. (L11.29¢)]:

1 1
a:B:T und und RT:E).

Somit priift man, dass «, 8 und kr wieder die Beziehung ([11.34]) erfiillen. Dazu vereinfacht sich die

Mayer-Gleichung (I11.35)) zu
Cp—Cy=nR. (Iv.2)

Unabhéngig von der Wahl der Funktion f in der Definition der inneren Energie lasst sich die
Gibbs—Duhem-Gleichung in Energiedarstellung (II1.7) N dy = —SdT + ¥ dP entlang einer Isother-

) A. AVOGADRO, 1776-1856 'R. BovLE, 1627-1691 “)E. MARIOTTE, 1620-1684
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me bei der Temperatur T einfach integrieren:

Ty RT
T,P) = uw(T, )+ | —dP= u(T,B)+ — In—.
(T, P) = pu(T, ) /%N w(T, Py) g
Nach Multiplikation mit der Molekiilanzahl N und unter Nutzung der Beziehung ([I1.23)) zwischen
dem chemischen Potential und der freien Enthalpie kommt

P
G(T,?)=G(T,P)+ nRT In 7
0
Um die weiteren thermodynamischen Potentiale bestimmen zu kénnen, muss die innere Energie
besser prazisiert werden.

IV.1.2 Einfaches ideales Gas

Das Modell eines einfachen idealen Gases entspricht dem des allgemeinen idealen Gases mit
einer zusétzlichen Bedingung, und zwar, dass die innere Energie U proportional zur Temperatur ist.
Anders gesagt wird das einfache ideale Gas durch

PV = nRT
{ (IV.3)

U = ncRT

definiert, mit der universellen Gaskonstant R ~ 8,314 Jmol~! K~! und einer dimensionslosen
Konstante ¢, die von der Natur des Gases abhéngt.

Aus diesen Definitionen kann man die Fundamentalgleichung in Entropiedarstellung S(U, vV, n)
herleiten, wobei die Molzahl 7 die Rolle der Molekiilanzahl unter den extensiven Zustandsvariablen
tibernimmt. Als Anfangspunkt lohnt es sich, die Gibbs—Duhem-Gleichung in Entropiedarstellung

1 U I
Ud<T>+‘Vd(T>—Nd<T> =0 (IV.4)
zu nehmen, die sich aus Gl. ([IL.8)) und dem totalen Differential der GI. ([11.10)) ableiten lasst. Unter
Nutzung dieser Gleichung und der Definition (IV.3]) ergibt sich

p\_ U (1\ ¥V (®\ _cR_ (1\ RT (2
d<T>‘ﬂNd<T)*iNd(T>'-NAT“<T>*2M4fd<T>'

Unter voriibergehender Vernachlédssigung der physikalischen Dimension von den Zustandsgrofsen
kommt

Py _ el R T\ _ R vy R YN__ R utv
d<T>— NAd(lnT) NAd(lan>— N,Ad(lnN) N,Ad<lnN)— NAd(lnNH_l).

Daraus folgt durch Integration von einem durch den Index 0 gekennzeichneten Bezugszustand

bis einem beliebigen Zustand (U, ¥, N)
B (B) LR [(UY 2 (NYT wv.s)
T T )y Na Us) M\ N
Dies ist die sog. chemische Zustandsgleichung fiir die intensive Zustandsgrofse pu/T.
Mit der integralen Form ([II.10)) der Fundamentalgleichung in Entropiedarstellung ergibt sich

dann
(Gymy v

mit einer Konstante Sy, die die Entropie des Bezugszustands darstellt.

(MSeit 2019 gilt definitionsgemiR R = 8,31446261815324 J mol ! K.
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Diese Funktion ist stetig, differenzierbar und konkav in U, ¥, N, entsprechend den in §
angegebenen Eigenschaften. Dagegen erfiillt diese Entropie nicht den dritten Hauptsatz: fiir T" — 0,
d.h. geméf Gl. wenn U/n — 0, divergiert Gl. (IV.6)): S — —oo. Da das klassische ideale Gas
ein Modell ist, und sogar ein klassisches Modell, ist diese Verletzung des dritten Hauptsatzes kein
wesentliches Problem und bedeutet nur, dass das Modell bei kleinen Temperatur nicht giiltig ist.

Die Ableitung der Entropie (IV.6) nach dem Molekiilanzahl liefert —u /T in Abhéngigkeit von
U/N und V/N, die mithilfe der Definitionen (IV.3|) durch die Temperatur und den Druck ausge-

druckt werden konnen. Somit erhalt man
RT P
T,P)=u(T, P In — Iv.7
W) = (1 20) + I g (v.7)
Na To

Man priift mithilfe der Definitionen (IV.3)), dass fiir den Bezugszustand gilt

1)RT T T
mit u(T, By) = ﬂ (1 —1In ) — FS’O, wobei Sy implizit von Py abhéngt.
0

Nop(To, Bo) = no(c+ 1)RTy — ToSo = Uy + PoW — ToSo = Go,

in Ubereinstimmung mit der allgemeinen Beziehung ([11.23)).

Aus der Fundamentalgleichung (IV.6)) kénnen alle thermodynamischen Eigenschaften des einfa-
chen idealen Gases hergeleitet werden Setzt man z.B. die innere Energie (IV.3) in GL - ein
und leitet man nach 1" ab, so ergibt sich die isochore Warmekapazitit. Die Mayer Gleichung (Il
gibt dann die isobare Warmekapazitét

Cy=nR , Cp=n(c+1)R. (IV.8)

Somit sind die molaren Warmekapazititen Cy o) = ¢R, Cpmol = (¢ + 1)R konstant, unabhéingig
von T, P oder V.

Fiir monoatomare ideale Gase — was eine gute Naherung fiir Edelgase (He, Ne, Ar...) bei
Temperaturen 102 <7 < 10* K darstell — ist ¢ = 3. Fiir diatomare Gase wie Oy oder NO gilt
c=23fiir 102<7 <10° K und ¢ = fiir 103 <7 < 10* K.

IV.1.3 Mehrkomponentiges ideales Gas

Sei jetzt in einem Volumen % ein Gemisch mehrerer einfacher idealer Gase mit jeweiligen Mo-
lekiilanzahlen N; bzw. Molzahlen n; und molaren Warmekapazititen Cypo1 5 = ¢j R.
Man kann zeigen, dass die Fundamentalgleichung in Entropiedarstellung in der Form

S(U,‘V,nl,...,n,«):Z:éSo’j—i—(ancj>Rln +anRln<%nj> (IV.9a)

Jj=1

mit der inneren Energie .,

U= (Z nj cj) RT (IV.9b)
j=1
umgeschrieben werden kann, wobei 1" die Rolle eines Parameters spielt, der sich mit der Temperatur
des Gasgemisches gleichstellen l&sst.

Der Vergleich dieser Gleichungen mit der Entropie eines einfachen idealen Gases zeigt,
dass die Entropie des Gasgemisches gleich der Summe der Entropien der einzelnen Gase ist, wenn
jedes Gas dasselbe Volumen bei derselben Temperatur alleine besetzt. Zudem ist die innere Energie
des Gemisches gleich der Summe der inneren Energien der einfachen Gase bei derselben Temperatur.

(8)Bei tieferen Temperaturen nihert sich der Fliissigkeitszustand, wihrend bei hoheren Temperaturen die Atome
ionisiert werden konnen, was zu einem Plasma fiihrt.
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Auferdem liefert die Ableitung der Beziehung (IV.9al) nach dem Volumen die Zustandsgleichung
P R
J

identisch der Zustandsgleichung eines einfachen idealen Gases. Ein ideales Gasgemisch verhélt sich
also wie ein einfaches ideales Gas, dessen Warmekapazitéit durch die Summe der gewichteten Warme-

kapazitdten der einzelnen Komponenten gegeben wird |Gl. (IV.9b))]:

r

T
nj .
c = —¢; mit n= ni.
E J E , J
n -
Jj=1

J=1

SchlieRlich findet man durch Ableitung der Entropie (IV.9a)) nach IV; bei konstanter U, konstan-
tem Volumen 9’ und konstanter Nj.; das chemische Potential des j-ten einfachen Gases

RT . P
(T, P) = u;(T, P, — In=
lu’]( ) ) /’LJ( ) 0)+NA nfp()7

ahnlich Gl. (IV.7)) mit dem partiellen Druck (oder Partialdruck)
”

anstelle des Gesamtdrucks P. Somit ist das chemische Potential eines Bestandteils eines idealen
Gasgemisches gleich dem chemischen Potential, das dieser Bestandteil hat, wenn er sich alleine bei
derselben Temperatur und unter dem partiellen Druck befindet.

Bemerkung: Offensichtlich ist die Summe aller partiellen Driicke gleich dem Gesamtdruck des Ge-
misches, entsprechend dem Dalto Gesetz.

Nicht-ideale Gase

Whiéhrend sich reale Gase im verdiinnten Regime in guter Naherung als ideale Gase verhalten, treten
bei hoheren Dichten wichtigere Abweichungen vom Modell auf. In diesem Abschnitt wird zunéchst
eine allgemeine Parametrisierung fiir die Beschreibung der Eigenschaften solcher realen Gase dar-

gelegt (§IV.2.1)). Dann wird in § (IV.2.2]) das Modell des van der WaalFluids eingefiihrt, das

sowohl den gasférmigen als auch den fliissigen Zustand beschreiben kann.

IV.2.1 Virialentwicklung

Fiir ein beliebiges thermodynamisches System mit Volumen 4 und Molzahl n wird das molare
Volumen durch v = V/n definiert. Mit dessen Hilfe ldsst sich die Zustandsgleichung des klassischen
idealen Gases als

P R
T o
umschreiben.

Im Fall eines realen klassischen Gases wird die Zustandsgleichung als eine Entwicklung in Po-
tenzen von 1/v geschrieben:

? R By (T Bs(T
LB 2()Jr 3(2)
T v v v

o, (IV.11)

Diese Reihenentwicklung wird Virialentwicklung genannt und Ba(T'), B3(T) ... werden jeweils als
zweiter, dritter. .. Virialkoeffizient bezeichnet. Diese Koeffizienten héngen von den mikroskopischen
Wechselwirkungen zwischen der Gasmolekiile ab, kénnen aber auf der makroskopischen Ebene phé-
nomenologisch ermittelt werden.

(a2) 3 DALTON, 1766-1844 *P)J. D. VAN DER WAaALS, 1837-1923



IV.2 Nicht-ideale Gase 51

IV.2.2 Van der Waals-Fluid

Anstatt die mechanische Zustandsgleichung durch eine Virialentwicklung zu bestimmen, wird sie
manchmal in geschlossener Form angegeben. Dabei kann die entsprechende Gleichung mikroskopisch
schlecht oder gar nicht begriindet sein, obwohl sie eine gute makroskopische Beschreibung darstellt.
Hier wird das durch van der Waals eingefiihrte einfache, jedoch fruchtbare Beispiel einer solchen
Zustandsgleichung dargelegt.

1V.2.2 a Allgemeines van der Waals-Fluid

Die van der Waals-Zustandsgleichung fiir nicht-ideale Gase sowie fiir Fliissigkeiten, die zusammen
als Fluide bezeichnet werden, lautet

T 2 T
nlt wa _ RT_ a (IV.12)

P = _re_
V—nb 2 v—->b 02

Das ,Kovolumen“ b entspricht dem (molaren) Volumen, das durch die einzelnen Molekiile besetzt
wird, und stellt somit eine untere Schranke fiir das Volumen eines Mols des makroskopischen Systems
dar: » > b. Aufserdem beschreibt der ,Binnendruck” oder “Kohésionsdruck® a eine Verminderung
(im Vergleich zum Fall eines idealen Gases) des Drucks, die durch anziehende Wechselwirkungen
zwischen den Molekiilen verursacht wird. Dabei sind a und b nicht universell, sondern hangen vom
betrachteten Fluid ab.

Bemerkungen:

x Aus der Zustandsgleichung ([[V.12]) lassen sich die Virialkoeffizienten fiir das van der Waals-Fluid
einfach herleiten:

Bo(T) =b— Bi(T) = b*~1 fiir k> 3.

RT’
* Das Kovolumen b ist nicht unbedingt gleich N4 mal dem Eigenvolumen eines Molekiils, sondern
kann grofer sein, wenn ein Molekiil die Anwesenheit anderer Molekiile in sein Umgebung ausschlieft.

Die Gleichung (IV.12)) alleine reicht nicht aus, um das thermodynamische System vollstdndig zu
beschreiben. Dazu ist noch die Angabe einer kalorischen Zustandsgleichung

1 u v

——fl = = V.13

T / <N "N ) ( )
notig, um die Gibbs—Duhem-Gleichung (IV.4]) ohne unbekannte Konstante integrieren zu kénnen.

Die Funktion f kann nicht beliebig sein: um den Satz von Schwartz zu erfiillen, soll

(o), = Gow), = Golz)),.. -~ Gole),.

gelten, d.h. indem nach dem Ersetzen von T durch 1/f(U/N,V/N) in Gl. (IV.12)

‘qf (auaffm )WN B (a<3§N> )WN'

Dazu soll f noch positiv sein.

1V.2.2 b Isothermen und Theorem der korrespondierenden Zustande
Abbildung zeigt Isothermen P (v) der Zustandsgleichung (IV.12) fiir verschiedene Werte

der Temperatur T'. Fiir grofe T' sind diese Isothermen monoton abnehmend und somit injektiv:
einem gegebenen Druck P entspricht nur ein einziger reeller Wert von v.

Dagegen sind die Isothermen unter einer Temperatur 7. nicht mehr monoton bzw. injektiv:
unterschiedliche Werte des molaren Volumens entsprechen dem gleichen Druck. Tatséchlich lasst sich
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Abbildung IV.1 — Isothermen der van der Waals-Zustandsgleichung ([V.12]).

die Zustandsgleichung als eine (reelle) polynomiale Gleichung 3. Grades in v umschreiben,
die je nach den Werten von T und P entweder eine reelle und zwei komplexe oder drei reelle
Losungen hat. Im Grenzfall zwischen diesen Moglichkeiten, entsprechend einer Temperatur 7, hat
die Gleichung P = P(v) eine dreifache Nullstelle o, an der die erste und die zweite Ableitung von
P nach v verschwindet: bei 7. hat P(v) einen Wendepunkt mit einem verschwindenden Anstieg.
Diese zwei Bedingungen fiihren zu den Werten

8a . a

TC = m und Ue = 3b7 und damit Tc = fP(TC, ’Z/c) = 27?

Diese Werte definieren den kritischen Punkt, dessen physikalische Bedeutung, sowie die der unter-
schiedlichen reellen Losungen, in Kap. [V] diskutiert wird.

Mithilfe der kritischen Werten (IV.14)) konnen dimensionslose reduzierte Variablen T* = T /T,
V* = v/v, und P* = P/P. definiert werden. Die van der Waals-Gleichung (IV.12)) lisst sich dann

umschreiben als

(IV.14)

8T 3
3V -1 (V)T
Im Gegensatz zur urspriinglichen thermischen Zustandsgleichung héangt die letztere Gleichung von
keiner material-spezifischen Konstante ab. Somit verhalten sich die Zusténde verschiedener Systeme

ghnlich, wenn man deren Zustandsvariablen relativ zu den zugehorigen kritischen Groken betrachtet.
Dieses Ergebnis bildet das sog. Theorem der korrespondieren Zustdnde.

P =

(IV.15)

Bemerkung: Fiir 7% < 27/32 bzw. T' < 277T./32 kann der Druck P negativ werden, entsprechend
dem Vorherrschen der anziehenden Kréfte, d.h. des Terms mit dem Minus-Vorzeichen in Gl. (IV.12))
oder (IV.15)), gegeniiber den abstofsenden Kréften.

1V.2.2 ¢ Einfaches van der Waals-Fluid
Die mechanische Zustandsgleichung des idealen Gases stellt den Limes a — 0, b — 0 der van der

Waals-Gleichung (IV.12]) dar. Der Vergleich von Gl. (IV.3) und (IV.13) zeigt, dass die kalorische
Zustandsgleichung des einfachen idealen Gases der Wahl f(U/N,¥V/N) = ncR/U entspricht. In

Analogie dazu wird das ,einfache* van der Waals-Fluid durch die Annahme

s gg B nck
N'N) U+ n2a/V
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definiert. Somit lauten dessen Zustandsgleichungen in Entropiedarstellung

1

— = A kalorische Zustandsgleichung

T U+ n?a/V (IV.16)
P nR macR '

—Z = — thermische Zustandsgleichung.
T V- UV?+ 2V 8 &

Bemerkung: Das einfache van der Waals-Fluid wird manchmal (verwirrenderweise?) ,ideales” van

der Waals-Fluid genannt.

Die Integration der Gibbs—-Duhem-Gleichung in Entropiedarstellung mit diesen Funktionalfor-
men der intensiven Zustandsgroften fithrt zur Fundamentalgleichung

U+na/V N[ V=nb\(m\ "
Uo+ Ba/ V) \ % —mb)\w) |
wobei der tiefgestellte 0 einen Bezugszustand bezeichnet.
Die Inversion dieser Beziehung liefert die Energiedarstellung der Fundamentalgleichung

~ (Up  moa Vo/my — b 1/¢ 1 /S Sy na
vis v =o( o5 ) () e [w (W) -

Aus der kalorischen Zustandsgleichung ([V.16) und dem Ausdruck der Entropie ldsst sich auch

di(f fI‘(fl(% En(il“gi(} h(il“l(fll(fn

Darauf kann man P% mithilfe des Ausdrucks (IV.12]) des Drucks addieren, woraus die freie Enthalpie

G als Funktion von T, (V, n folgl:

Dagegen ist es nicht moglich, einen analytischen Ausdruck fiir die freie Enthalpie in Abhéngigkeit
von deren natiirlichen Variablen T, P, n zu erhalten. Dies liegt daran, dass einer Temperatur und
einem Druck, die kleiner sind als die kritischen Werte T, und Z., mehr als ein physikalisch zulassiger
Wert des Volumens assoziiert werden kann (Abb. [[V.1]). Somit ist G(T\, P, n) fiir solche Werte von
T, P mehrwertig.

S(U, Y, n) = %SO + nRIn

2
F(T,Y,n) = n(cR — SO)T Y WRTI
) v

vV SO 21120,
G(T,‘V,n)—an—I—W_nb)R—no]T— 7 — nRTIn
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Im § V.22 wurde ein allgemeines Verhalten von Materialen am Beispiel des van der Waals-Fluids
illustriert: bei gegebenen Werten der Molekiilanzahl N (oder dquivalent der Molzahl n) und der
intensiven Zustandsvariablen 7" und 2 konnen das Volumen ¥ oder die freie Enthalpie G manchmal
nicht eindeutig bestimmt sein. Dieses Kapitel befasst sich mit der physikalischen Bedeutung dieses
Phénomens, und zwar der Existenz unterschiedlicher Phasen fiir das Material.

Zuerst wird in Abschn. die Stabilitdt von thermodynamischen Systemen unter der Ver-
dnderung von intensiven, von aufien gesteuerten Zustandsgrofen diskutiert. Insbesondere wird die
Moglichkeit, dass das thermodynamische Potential den gleichen Wert fiir zwei unterschiedliche Werte
einer extensiven Zustandsgroffen annimmt, als Signal der Existenz zwei Phasen mit unterschiedli-
chen Eigenschaften anerkannt. Zwischen jenen Phasen kann dann ein Phaseniibergang stattfinden.
Je nachdem, ob einige extensiven Zustandsgréfen beim Ubergang unstetig sind oder nicht, wer-
den Phaseniibergénge als erster Ordnung (Abschn. und oder kontinuierlich (Abschn. |V.4)

genannt, mit unterschiedlichen jeweiligen Eigenschaften.

Stabilitat eines thermodynamischen Systems

Im vorigen Kapitel wurde ausgefiihrt, wie sich der thermodynamische Gleichgewichtszustand eines
makroskopischen Systems durch ein Extremalprinzip charakterisieren lédsst: Je nach den von auften
vorgegebenen physikalischen Bedingungen ist das passende thermodynamische Potential (innere
Energie, freie Energie, freie Enthalpie. .. ) im Gleichgewicht minimal, wiahrend die Entropie maximal
ist. Dieser Abschnitt befasst sich mit der Verschiebung des Gleichgewichtszustands, die aus einer
Verénderung der von auflen gesteuerten Zustandsvariablen des Systems folgt.

V.1.1 Lokale Stabilitat und globale Stabilitat

Ein thermodynamisches System sei beschrieben durch Zustandsvariablen X1, Xo,... und das
Potential G, wobei X; extensiv und X3 intensiv ist Hiernach bleiben die nicht-spezifizierten Zu-
standsvariablen Xj>3 fest, wihrend X9 die Rolle eines abstimmbaren ,Kontrollparameters* spielt:

Im yhatiirlichsten Fall ist i, konjugiert zu x,, dies spielt aber hier keine Rolle.



V.1 Stabilitat eines thermodynamischen Systems 55

g 91 0 @6

Xl -Xl

Abbildung V.1 — Schematische Darstellungen des Verlaufs des thermodynamischen Potenti-
als eines Systems in Abhéngigkeit einer dessen Variablen X fiir verschiedene Werte einer
anderen Variablen.

bei gegebener Xo nimmt X7 im Gleichgewicht den Wert X1 i, an, der das thermodynamische Po-
tential G minimiert. Dann fiihrt eine Verédnderung von Xj iiblicherweise zu einer entsprechenden
Verénderung der Minimumstelle X1 i, von G und somit zu einer Verschiebung des Gleichgewichts-
zustands.

Dieses Verhalten wird in Abb. veranschaulicht, die den Verlauf von G in Abhéngigkeit von
X1 fiir verschiedene Werte der Kontrollvariablen X zeigt. Der linke Bereich der Abbildung zeigt
den einfachsten Fall, in dem G fiir alle Werte von X3, entsprechend den vier Kurven, iiberall konvex
in X7 ist: dann hat G eine einzige Minimumstelle X1 yin, die durch einen Punkt hervorgehoben wird,
und den Gleichgewichtszustand bestimmt. Dazu verschiebt sich diese Minimumstelle X1 y,in stetig,
wenn X9 kontinuierlich verdndert wird.

Eine andere Moglichkeit wird im rechten Bereich der Abb. [V.I] dargestellt: dort ist das ther-
modynamische Potential G nicht tiberall konvex in X;. Je nach dem Wert der Kontrollvariable X5
kann G(X1) in diesem Fall eine oder mehrere Minimumstellen haben. Somit hat G(X;) entweder ein
einziges Minimum bei gréoferem bzw. kleinerem X; (Kurve (1) bzw. (5)), oder ein mit einem gefiill-
ten Punkt dargestelltes globales Minimum bei grofserem X7 und ein lokales (ungefiillter Punkt) bei
kleinerem X1 (Kurve 2)) oder umgekehrt (Kurve @), oder gar zwei entartete Minima (Kurve 3)).

Physikalisch bestimmt das globale Minimum des thermodynamischen Potentials den (absolut)
stabilen Gleichgewichtszustand des Systems, in Ubereinstimmung mit dem Extremalprinzip. Ein
lokales Minimum von G hingegen entspricht einem metastabilen Zustand des Systems. Dabei handelt
es sich um einen Zustand, in dem das System moglicherweise lange (auf einer makroskopischen
Zeitskala) bleiben kann, der aber nicht absolut stabil ist und in einen stabileren Zustand des Systems
szerfallen kann.

Bemerkung: Mathematisch ldsst sich das Extremalprinzip zur Bestimmung des Gleichgewichts des
Systems mithilfe der Beziehungen

2
<83§> =0 und <8§2> >0
X1 {Xk21} OX; {Xk21}
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bestimmen. Dabei ist aber zu bemerken, dass solche Bedingungen nur Auskunft {iber die Existenz
und Stelle eines lokalen Minimums geben, wiahrend der stabile Gleichgewichtszustand eines Systems
durch das globale Minimum des thermodynamischen Potentials G festgelegt wird. Die Ermittlung
dieses globalen Minimums erfordert also die Kenntnis des ganzen Verhaltens von G, was sich ziemlich
aufwendig gestalten kann.

V.1.2 Phasentrennung und Phaseniibergang

Dieses Paragraph befasst sich mit dem Verhalten eines einkomponentigen Systems beschrieben
durch das thermodynamische Potential G des rechten Bereichs der Abb. wenn die Kontrollva-
riable X kontinuierlich vom Wert entsprechend dem Verlauf (1) zu dem assoziiert mit der Kurve (5)
verdndert wird. Der Kiirze halber werden die verschiedenen Werte der betrachteten Zustandsgrofsen
als X;((@) mit j € {1,2} und i € {1,...,5} geschrieben.

Beginnt man mit dem Wert X5((1), so wird der Gleichgewichtszustand des Systems durch das
zugehorige Minimum von G(X;) gegeben, d.h. die extensive Zustandsgrofe Xi((1)) nimmt einen
»grofen Wert X in an. Die Verédnderung des Kontrollparameters Xo bis zum Wert assoziiert mit
Kurve (2) fiihrt zu einer Verschiebung des Gleichgewichts des Systems, und X; nimmt einen neuen,
etwa kleineren Gleichgewichtswert X1 min((2) an.

Wird die Kontrollvariable Xy weiter in die gleiche Richtung verdndert, so erreicht sie den Wert
entsprechend der Kurve 3) und das System weist den zugehdrigen grofen Wert von X7 aus, bei dem
G(X1) minimal ist. Jetzt wird aber moglich, dass sich das System spontan (mehr dazu in §[V.1.3)
in zwei Teile trennt, wobei ein Teilsystem durch den grofsen und das andere durch den kleineren
Wert von X charakterisiert ist, wihrend alle andere intensiven Zustandsgrofsen den gleichen Wert
in beiden Teilsystemen annehmen. Dabei handelt es sich um eine Phasentrennung bzw. ein Phasen-
gleichgewicht und die stabilen Teilsysteme mit unterschiedlichen X; bilden unterschiedliche Phasen
des Systems.

SchlieRlich wird bei weiteren Veréinderungen von Xo (Kurven (4) und (5)) das Gleichgewicht des
Systems so verschoben, dass die Variable X jetzt einen kleinen Wert X1 min hat.

Solange das globale Minimum des thermodynamischen Potentials nicht entartet ist, entspricht
der stabile Zustand einem Ein-Phasen-System, das homogen ist — alle intensiven Groéfsen sowie
alle Dichten der extensiven Grofen (Massendichte, Energiedichte...) nehmen den gleichen Wert
im ganzen System an. Dagegen fiihrt die Entartung von G in Abb. rechts zur Entstehung
eines stabilen heterogenen Zwei-Phasen-System, in dem die Dichten nicht iiberall den gleichen Wert
annehmen.

Bemerkung: In der Praxis ist es auch oft moglich, ein thermodynamisches System als Ein-Phasen-
System von Werten grofer als dem (Schwellen)Wert fiir einen Phaseniibergang zu Werten unterhalb
der Schwelle — oder umgekehrt — zu steuern. Dabei erreicht das System einen metastabilen Zu-
stand. Somit kénnte man mit dem System von Abb. rechts im Gleichgewichtszustand X 1,min(@)
anfangen und X so variieren lassen, dass, wenn die Kontrollvariable den Wert X5((2)) hat, das Sy-
stem noch den mit einem ungefiillten Kreis markierten Wert von X; annimmt, der dem lokalen
Minimum der Kurve.

Beispiele dieses Phanomens sind die Unterkiihlung einer Fliissigkeit, wobei deren Erstarrung
nicht bei der ,normalen” Temperatur stattfindet, oder deren Siedeverzug, wobei die Fliissigkeit iiber
die zugehorige Siedetemperatur erhitzt wird, ohne dass sich Dampfblasen bilden.

Klassifizierung der Phaseniibergiange

In der gerade diskutierten kontinuierlichen Verédnderung des Kontrollparameters X9 andert sich
der Gleichgewichtswert X1 min der Zustandsgrofe X; stetig von (D bis @) und dann von (@) bis
(®. Bei dem Phaseniibergang entsprechend Kurve (3) ,springt* Xi min von einem grofen zu einem
kleinen Wert, d.h. X1 in ist unstetig.
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Allgemeiner finden Phasentibergdnge in einem System dann statt, wenn das geeignete zugeho-
rige thermodynamische Potential, betrachtet als Funktionen der intensiven Zustandsgrofen, keine
analytische Funktion ist, so dass eine dessen Ableitungen von beliebiger Ordnung entweder einen
Sprung aufweist oder sogar unendlich wird.

Wenn die Singularitdt bei einer Ableitung erster Ordnung des thermodynamischen Potentials
auftritt, d.h. bei einer extensiven Zustandsgrofe, dann handelt es sich immer um einen Sprung.
Dabei spricht man von einem Phaseniibergang erster Ordnung.

Beim Sprung koexistieren zwei (oder mehr) Phasen mit unterschiedlichen Werten der unstetigen
extensiven Zustandsvariable. Dazu spiegelt sich die Diskontinuitdt in Spriinge der Entropie sowie
anderer thermodynamischer Potentiale wider. Diesem Entropiesprung wird eine latente Warme
zugeordnet [s. Gl. ], so dass Phaseniibergéinge erster Ordnung auch als solche, die mit latenter
Wiérme verkniipft sind, charakterisiert werden kénnen.

Die restlichen (thermodynamischen) Phaseniibergéinge werden als kontinuierliche Phaseniiber-
ginge bezeichnet.

Bemerkung: In der alten Klassifikation von Ehrenfes [13] waren Phaseniibergéinge beziiglich des
Verhaltens der partiellen Ableitungen der freien Enthalpie G eingeordnet: bei einem Phaseniibergang
n-ter Ordnung ist G und alle deren partiellen Ableitungen bis zur n— 1-ten Ordnung stetig, wahrend
(mindestens) eine der n-ten Ableitungen unstetig ist.

Dabei wird die Singularitit des thermodynamischen Potentials aber nicht prézis genug charak-
terisiert: insbesondere fallen divergente Ableitungen aufterhalb des Rahmens.

V.1.3 Rolle der Fluktuationen

Wie wir in der Statistischen Physik sehen werden, ist die in den vorigen Paragraphen betrachtete
extensive thermodynamische Zustandsgrofte X; in der Tat der Erwartungswert einer Observablen.
Somit kann der Wert von X fluktuieren und der Gleichgewichtswert X min entspricht dem wahr-
scheinlichsten Wert.

Die Fluktuationen der Grofle um diesen Gleichgewichtswert spielen eine wichtige physikalische
Rolle. Somit folgt das Erreichen eines (neuen) Gleichgewichtszustands aus deren Existenz, die dem
System ,erlaubt“, unterschiedliche Parametersétze zu ,probieren”, um das Minimum des thermody-
namischen Potentials zu finden. Dies gilt insbesondere, wenn das System sich in einem metastabilen
Zustand befindet. Dann sind es die Fluktuationen der thermodynamischen Zustandsgrofsen, die den
Zerfall in einen stabileren Zustand ermdglichen.

Wenn zwei (oder mehr) Minima des thermodynamischen Potentials entartet sind und das System
in einem davon, also in einer einzigen Phase, prapariert wird, dann sind die Fluktuationen verant-
wortlich fiir die Entstehung von Bereichen, wo das System sich im anderen Minimum befindet, d.h.
wo die andere Phase auftaucht.

Streng genommen koénnen aber die Fluktuationen der thermodynamischen Gréfien und somit
die Kinetik der Phaseniibergénge nur im Rahmen der Statistischen Mechanik beschrieben werden.

Phasenilibergange 1. Ordnung in Einkomponentensystemen

Im Rest dieses Kapitels werden nur Phaseniibergénge bei fester Molekiilanzahl N betrachtet. Dem-
zufolge konnen die extensiven Zustandsgrofen auf die (konstante) Molzahl n bezogen werden. Somit
werden hiernach ¥, S,U, H, F, G, u durch die folgenden Grofsen ersetzt:

e molares Volumen: v = —
n

2|0

e molare Entropie: s = —;

(5)P, EHRENFEST, 1880-1933
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. . U
e molare innere Energie: u = —;
n

H
e molare Enthalpie: A = —;
n
F
e molare freie Energie: f = —;
n
G
e chemisches Potential pro Mol p=Nap=—.
n
Das Letztere ist auch die molare freie Enthalpie, wie durch die zweite Gleichheit gezeigt wird. Diese
Variablen sind alle intensiv, deren Natur unterscheidet sich aber von der von intensiven Zustands-
variablen wie T oder P, die konjugiert zu extensiven Zustandsgrofsen sind und in jedem Punkt des

Systems definiert sind.

V.2.1 Beispiel: van der Waals-ahnliche Zustandsgleichung

Zur Illustration betrachtet man in diesem Paragraphen ein einkompentiges einfaches Fluid, be-
schrieben durch eine mechanische Zustandsgleichung ?(v) mit einem kritischen Punkt (7¢, 2., v.)
ghnlich jenem der van der Waals-Gleichung . Fiir Temperaturen T' < T, ist der Druck ei-
ne nicht-monotone Funktion des molaren Volumens, deshalb existieren Werte von P, denen drei
unterschiedliche Werte von v zugeordnet werden kénnen, wie in Abb. dargestellt ist.

P

v
Abbildung V.2 — Isotherme einer van der Waals-dhnlichen Zustandsgleichung unterhalb der
kritischen Temperatur.

Man sieht sofort, dass zwischen den Punkten J und E auf der Isotherme die Kompressibilitét

oy _L(PRY __1(0v
T o\oe? ), w\o?)p,

des Systems negativ ist. Dies kennzeichnet ein grundsédtzlich mechanisch instabiles System, so dass
die entsprechenden Werte des molaren Volumens — in der Abbildung in rot markiert — bei der
Temperatur nicht realisiert werden kénnen.

Umgekehrt stellt die Positivitdt von k7 nur eine notwendige Bedingung fiir die Stabilitéit des Sy-
stems dar, sie ist aber nicht ausreichend. Um die relative Stabilitit des Systems der Abbildung [V.2]
genauer zu diskutieren, muss man die molare freie Enthalpie (T, P) bei der betrachteten Tem-

(9 0ft wird das chemische Potential vom Anfang an als eine molare GroRe definiert, insbesondere in der Chemie.
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Py 7 7, P
Abbildung V.3 — Molare freie Enthalpie entlang einer Isotherme unterhalb der kritischen
Temperatur fiir eine van der Waals-dhnliche Zustandsgleichung.

peratur genauer untersuchen. Diese lasst sich aus der Gibbs—-Duhem-Gleichung fiir molare Groéfsen
dip = —s(T,P)dT + v(T, P) dP herleiten:

(T, P) :/v(T, P)dP + $(T), (V.1)

wobei ¢(T") eine Funktion der Temperatur alleine bezeichnet, die entlang einer Isotherme nur die
Rolle einer unwesentlichen Konstante spielt. Der Verlauf von f(?) wird in Abb. dargestellt.
Darauf lasst sich wieder erkennen, dass das System entlang des konvexen Zweigs JFE instabil ist.

Auferdem schneiden sich die konkaven Zweige AE und JM in der (fi, P)-Ebene in einem einzigen
Punkt D = K, in dem der Druck definitionsgeméf einen eindeutig definierten Wert annimmt. In
der (2, v)-Ebene (Abb. unterscheiden sich aber diese Punkte, entsprechend unterschiedlichen
Werten vp > v des molaren Volumens. Geméf der Diskussion des § [V.I.2]kann bei diesen Punkten
D und K ein Phaseniibergang 1. Ordnung stattfinden, so dass das Fluid als Ein-Phasen-System
zwischen D und K nicht absolut stabil ist.

Somit kann man auf der Isotherme der Abb. [V.2HV.3] die folgenden Bereichen identifizieren:

e Fiir P < Pp besteht das System aus einer stabilen einzigen Phase (,Phase II).
e Fir Pz < P< Pp:
— zwischen B und D ist das einphasige System stabil, in der Phase II;
— zwischen F' und J ist das System wegen x7 < 0 instabil;
— zwischen J und K kann das System als metastabiles Ein-Phasen-System in der bei hohen

Driicken stabilen ,Phase I existieren.

e Fiir P = Pp tritt der Phaseniibergang auf: der stabile Zustand entspricht einem zweiphasigen
System, wobei der relative Anteil der Phasen durch das durch dufere Bedingungen festgelegte

molare Volumen bestimmt ist, s. §[V.2.:2a]
e Fir Pp < P< Py

— zwischen D und F kann das System als metastabiles Ein-Phasen-System aus Phase 11
existieren;
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— zwischen F und F ist das System instabil (k7 < 0);

— zwischen K und L ist das System in der Form einer einzigen Phase (I) stabil.
e Fiir 2 > P ist das Ein-Phasen-System in der Phase I stabil.

Die oben als ,I“ bzw. II“ bezeichnete Phase ist diejenige mit einem kleineren bzw. gréfseren
molaren Volumen, d.h. mit einer groferen bzw. kleineren Massendichte. Auf Abb. [V 2] sicht man
zudem, dass der Betrag der Steigung der Isotherme P(v) deutlich grofer in Phase I als in Phase II ist.
Daraus folgt, dass die isotherme Kompressibilitiat k7 kleiner in Phase I ist. In Zusammenfassung
lasst sich Phase I bzw. II durch eine grofe bzw. kleine Massendichte und eine kleine bzw. grofie
Kompressibilitdt charakterisieren: Phase I entspricht einer Fliissigkeit und Phase II einem Gas.
Somit beschreibt die Kurve zwischen K und J eine dberhitzte Flissigkeit, wahrend die Strecke
zwischen D und F ein unterkiihltes Gas modelliert.

Bemerkung: Die sog. Mazwell-Konstruktion besteht darin, die ,theoretische{'!!)| Isotherme P(v)
der Abb. zwischen den Punkten D und K durch eine gerade Strecke, entsprechend den ,unter
normalen Umsténden“ [I4] physikalisch realisierten Zusténden, zu ersetzen.

Dabei ist aber zu bemerken, dass diese Konstruktion nicht nur die instabilen, sondern auch die
ebenfalls physikalisch realisierten metastabilen Zusténde weglasst. Aufserdem beschreibt die so
erhaltene Zustandsgleichung je nach dem Wert vom molaren Volumen v entweder ein einphasiges
oder ein zweiphasiges System.

Bestimmung des Phasenilibergangsdrucks
Um den Druck Pp = Pk beim Phaseniibergang fiir die Temperatur 7' entsprechend Abb.

und [V23] genau zu bestimmen, soll man nur die definierende Beziehung
(T, Pp) = (T’ P ) (V.2)

benutzen, wobei fi, das molare chemische Potential in Phase a bezeichnet. Mit Gl. (V.1)) und unter
Nutzung von kurzen Schreibweisen kommt

K E F J K
OzﬂK—ﬂD:/ z/(T,iP)diPz/ z/dfP+/ vd_’P+/ vdiP+/ vd?P
D D E F J

E E F K
/ vdfP—/ vdP / vdfP—/ v dP
D F J J

Geometrisch entspricht der erste Term in eckigen Klammern der Fliche A; des Bereichs abgegrenzt
durch den Kurvenbogen DEF und die gerade Strecke F'D, wahrend der zweite geklammerte Term
gleich der Fliache Ay des durch KJF und FK abgegrenzten Bereichs ist (s. Abb. . Somit gilt
die Gleichheit

-/41 = “427
die als Mazwell-Fldchenregel [14] bezeichnet wird.

V.2.2 Stetige und unstetige GroBen bei Phaseniubergangen 1. Ordnung

Allgemein sind die intensiven Zustandsvariablen (Temperatur, Druck, chemisches Potential) bei
einem Phaseniibergang erster Ordnung kontinuierlich — sie nehmen denselben Wert in allen koexi-
stierenden Phasen an —, wéihrend die extensiven Gréﬁe unstetig sein kénnen.

(DIn der Praxis kann die Zustandsgleichung ?(T, v) entweder aus einem theoretischen Modell hergeleitet werden

oder aus experimentellen Daten extrapoliert werden.

(12) Genauer gesagt, die auf die Molanzahl bezogenen extensiven Grofen.
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P
Abbildung V.4 — Isotherme einer van der Waals-dhnlichen Zustandsgleichung unterhalb der
kritischen Temperatur in der (7, ?)-Ebene.

Die Spriinge der Letzteren beim Phaseniibergang sind aber nicht unabhéngig voneinander, son-
dern kénnen alle in Abhéngigkeit von nur zwei davon ausgedriickt werden, z.B. mithilfe der Spriinge
des molaren Volumens v und der Entropie pro Mol s.

In Folgenden wird der Fall einer Substanz untersucht, die sich in zwei Phasen I und II befinden
kann, wobei der Ubergang zwischen den Phasen erster Ordnung ist. Dabei wird angenommen, dass
Phase I jene ist, die bei festem Druck bei den niedrigeren Temperaturen auftritt.

V.2.2 a Sprung des Volumens

Bei einem Phasentibergang bei Temperatur 7' und Druck 2) unterscheiden sich die molaren
Volumina v1, v1; der Phasen. Diese Diskontinuitdt des molaren Volumens fiir die einphasige Form
des Systems entspricht wegen der Gleichheit v = (9f1/0P)r dem in Abb. dargestellten Knick
der molaren freien Enthalpie beim Phaseniibergangsdruck.

Hiernach wird die Differenz der molaren Volumina der reinen Phasen beim Ubergang — der
Sprung des molaren Volumens — als Av = vy — vp bezeichnet.

Obwohl der Wert des molaren Volumens fiir ein stabiles einphasiges System einen Sprung beim
Phaseniibergang hat, jedoch springt das physikalische Volumen v eines Mols des Systems nicht von
71 nach v oder umgekehrt. Zwischen 1 und »1; kann v stetig variieren, indem ein Teil des Systems
mit dem Stoffmengenanteil z1 sich in der Phase I befindet, wihrend der Rest (Stoffmengenanteil
211 = 1 — 1) in der Phase II ist. Dann lautet das molare Volumen des Systems

v = x1?1 + 11711 = X171 + (1 — a:I)vH. (V.3)
Allgemeiner spaltet jede extensive Zustandsgréfe beim Phasengleichgewicht dhnlich auf, wie z.B.
s =x181 + s = wrsy + (1 — p)s11. (V.4)

In der Praxis wird oft das molare Volumen des Systems durch dufere Umstdnden bedingt,
woraus der Stoffmengenanteil jeder Phase folgt. Somit lasst sich die erste Gleichheit von GI.
als (z1 4+ 211)v = x191 + 217 umschreiben, so dass

e (V.5)
1 7 — VIl
Diese Gleichung wird als Hebelbeziehung bezeichnet.
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V.2.2 b Sprung der Entropie

Neben dem molaren Volumen nimmt ebenfalls die molare Entropie s unterschiedliche Werte in
den Phasen I und II an. Diesem Entropiesprung wird die (molare) latente Warme

LI—)II = T(SH — 51) (VG)

zugeordnet. Li_,17 stellt die Energie dar, die dem System zugefiihrt werden soll, um ein Mol von
Phase I in ein Mol von Phase II umzuwandeln Natiirlich gilt fiir die Phasenumwandlung in die
umgekehrte Richtung Ly, = —Li_11.

Mit der Wahl von Phase I als jene, die bei niedrigeren Temperaturen stabil ist, gilt normalerweise
s1 < $11, so dass der Ubergang von Phase I nach Phase II Energie erfordert: Ly > 0. Dies ist
insbesondere der Fall der Schmelzwirme, assoziiert mit dem Ubergang von der festen nach der
fliissigen Phase, und der Verdampfungswirme (Ubergang Fliissigkeit nach Gas).

Im Rahmen der Statistischen Mechanik ldsst sich s; < sy; daraus folgern, dass die bei niedri-
geren Temperaturen stabile Phase I iiblicherweise mehr geordnet als Phase II ist, so dass die
fehlende Information iiber den Makrozustand in Phase I kleiner als in Phase II ist. Dieser hohere
Ordnungsgrad entspricht oft einer Symmetrie, die in Phase I gebrochen aber in Phase II nicht
gebrochen ist.

Beispielsweise ist eine Fliissigkeit (Phase II) symmetrisch unter beliebige Raumtranslationen,
withrend ein Kristall (Phase I) nur unter Translationen um Vektoren proportional zu gewissen
Grundvektoren invariant bleibt.

Bemerkung: Alternativ zur Klassifikation des § [V.1.2lkann man die Phaseniibergénge erster Ordnung
definieren als solche, bei denen latente Warme ausgetauscht wird.

V.2.2c Spriinge der anderen extensiven ZustandsgroBen. Thermodynamische Koeffizienten
Mithilfe von [v] = vy — 1 und [s] = s;p — s1 = T'Li— 11 lassen sich die mit [ -] bezeichneten
Spriinge der anderen extensiven Variablen einfach ausdriicken.
Beispielsweise ist der Sprung der inneren Energie pro Mol u = T's — Pv + ji gegeben durch

[] = Ts] - 2[e] + [ = Lio — 2],
weil das molare chemische Potential den gleichen Wert in den beiden Phasen annimmt [Gl. (V.2))].
Fiir die molare Enthalpie A= i + T's (vgl. Tabelle [[II.1)) erhélt man
(] = T[s] = L,

d.h. die latente Warme ist gleich dem Sprung der Enthalpie, deshalb sie auch Umwandlungsenthalpie
genannt wird

Gleichzeitig mit der Diskontinuitét der molaren Zustandsgrofen » und s bei einem Phaseniiber-
gang 1. Ordnung kommt die Divergenz verschiedener thermodynamischer Koeffizienten, die partielle
Ableitungen von Volumen oder Entropie sind (s. §[[I1.3.2), und zwar des Ausdehnungskoeffizienten

a |Gl (II1.29a)], der Kompressibilitdten xp und kg [Gl. (II11.29¢) und (I11.29d))] und der molaren
Wiarmekapazitéten Cyymer und Cpmer [Gl. (I11.29¢) und (II1.291)].

V.2.3 Phasendiagramm

Gemaf der Diskussion des §[V.2.1] besteht die Isotherme im P-v-Diagramm der Abb. aus
drei unterschiedlichen Bereichen: links von K ist das System in der Form der Phase I, zwischen K

(13)In der dlteren Literatur wird manchmal die latente Wirme mit dem umgekehrten Vorzeichen definiert. Dann ist
L die Warme, die beim Phasentlibergang Li_,11 freigesetzt wird.

(%) Dementsprechend findet man je nach Art des Phaseniibergangs die Bezeichnungen Schmelzenthalpie, Verdamp-
fungsenthalpie, Sublimationssenthalpie. . .
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Abbildung V.5 — Binodale und Spinodale.

und D ist das System vorzugsweise in einem Zwei-Phasen-Zustand, rechts von D ist das System in
Phase II.

Die Menge der Punkte K und D fiir die verschiedenen Isothermen bildet eine Kurve in der
(P, v)-Ebene, die sog. Binodale oder Koexistenzkurve, die in Abb. dargestellt wird. Unterhalb
der Binodale liegt der (Koexistenz-)Bereich, wo Phasengemische existieren kénnen. Links davon
ist Phase I, rechts ist Phase II. Man sieht sofort, dass es moglich ist, ohne Phaseniibergang von
einem Punkt in der Phase I zu einem Punkt in der Phase II oder umgekehrt zu gehen, indem man
Zustandsanderungen mit variierender Temperatur betrachtet.

Dazu grenzen die Punkte J und E der Abb. eine Strecke ab, wo Ein-Phasen-Zusténde
wesentlich instabil sind. Die Menge dieser Punkte bildet in der (2, v)-Ebene die Spinodale, unterhalb
davon Ein-Phasen-Zusténde nicht existieren konnen. Oberhalb der Spinodale und unterhalb der
Binodale sind Ein-Phasen-Systeme metastabil.

Die Binodale und die Spinodale beriihren sich genau am kritischen Punkt (7%, ?., v.), wo der
Volumensprung verschwindet.

In der (2, T)-Ebene, d.h. im iiblichen Phasendz’agmm bei Einkomponentensystemen, redu-
ziert sich der Koexistenzbereich zu einer Koexistenzkurve P (7T'), die am kritischen Punkt endet. Auf
dieser Koexistenzkurve gilt [Gl. (V.2)]

(T, P(T)) = i (T, P(T)).

Die Ableitung des molaren chemischen Potentials nach der Temperatur entlang der Koexistenz-
kurve lautet in jeder Phase
diig  Oftq | Ofiq AP
dT — 9T ' 9P dT
mit a = I oder II. Dabei konnen die partiellen Ableitungen von fi, aus der (molaren) Gibbs—Duhem-
Gleichung dji, = v4 dP — s, dT gelesen werden.
Insgesamt folgt also aus den letzten zwei Gleichungen
diar  dpn de de

= = — — = — R
ar ar ST+ 71 a7 S11 + 711 ar

(1%)In der Kernphysik bezeichnet man als Phasendiagramm die (T, u)- oder die (T, n)-Ebene, wobei n die Dichte einer
erhaltenen (Quanten)Zahl ist.
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Die letztere Gleichung lasst sich in der Form der C’lausz‘ust’lapeym Gleichung umschreiben:

d? _sm—s1_  Lisn (V.7)
dT 711 — 71 T(T)H = 7/1) ’

die die Steigung der Koexistenzkurve P(T') zwischen Phase I und II gibt.

Wenn I die Phase bezeichnet, die bei niedrigeren Temperaturen auftritt bzw. die kleinere molare
Entropie besitzt, dann ist die latente Warme L1 positiv. Fiir die meisten Substanzen gilt v; < o1y,
so dass die Steigung d?/dT positiv ist.

Eine wichtige Ausnahme ist Wasser, dessen fliissige Phase dichter als die feste ist. Weitere
Beispiele jener Dichteanomalie sind Silicium, Gallium, Germanium oder Plutonium.

Abbildung zeigt schematische vereinfachte Phasendiagramme fiir eine einfache Substanz
ohne (links) und eine mit (rechts) Dichteanomalie. Dabei werden nur die drei klassischen Aggregat-
zustinde (fest, fliissig, gasformig) dargestellt — in der Tat entspricht der feste Zustand oft verschie-
denen Phasen mit unterschiedlichen kristallinen Strukturen, wahrend bei sehr tiefen Temperatur
einige gasférmige Substanzen zu einem Bose-Einstein-Kondensat iibergehen kénnen.

U U
fest fest
fllissig fliissig
C C
T gasformig T gasformig
T T

Abbildung V.6 — Phasendiagramm fiir eine Substanz ohne (links) und mit (rechts) Dichte-
anomalie.

Die Phasengrenzen zwischen Festkorper und Fliissigkeit, Fliissigkeit und Gas, und Festkorper
und Gas werden jeweils Schmelz-, Verdampfungs- (oder auch Siedepunkts-) und Sublimationskurve
genannt. Die drei Koexistenzkurven treffen sich in einem einzigen Punkt T, dem Tripelpunkt, wo
die drei Phasen koexistieren kénnen. Dazu endet die Verdampfungskurve am kritischen Punkt C:
oberhalb dieses Punkts kénnen Fliissigkeit und Gas nicht mehr voneinander unterschieden werden,
so dass man stattdessen von einem dberkritischen Fluid spricht. Schlieflich kann man bemerken,
dass die Sublimationskurve iiblicherweise vom Tripelpunkt bis zum Nullpunkt geht [15].

Bemerkung: Das Phasendiagramm von Helium unterscheidet sich wesentlich vom typischen Fall: fiir
T — 0, P — 0 ist Helium ist weder fest noch gasférmig, sondern suprafluid, entsprechend einer
quantenmechanischer Fliissigkeit mit verschwindender Entropie und Viskositét.

(=)E, CLAPEYRON, 1799-1834
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Phasenlibergange 1. Ordnung in Mehrkomponentensystemen

In diesem Abschnitt betrachten wir jetzt ein thermodynamisches System bestehend aus r unabhén-
gigen einfachen Komponenten — entsprechend unterschiedlichen nicht-magnetisierten und nicht-
polarisierten Substanzen, die sich ineinander nicht umwandeln kdnnen — mit relativen Anteilen
x1,...,Ty. Alle diese Komponenten kénnen sich in ¢ verschiedenen Phasen I, II... befinden. Insge-
samt sind also 2 4 ry intensiven Variablen (7', ¢ und Anteil x;, jeder Komponente j in der Phase
a) notig, um den Gleichgewichtszustand des Systems zu beschreiben.

Diese 2 + r¢ Variablen sind aber nicht unabhéngig voneinander. Erstens werden sie in jeder
Phase durch die Bedingung 1, + --- + =, = 1 verkniipft, entsprechend ¢ Beziehungen. Dazu
lasst sich fiir jede Komponente das Phasengleichgewicht (V.2)) als die Gleichheit der chemischen

Potentiale in den ¢ Phasen ausdriicken:
ﬂj,I(Tv -IP) = ﬁj,H(Ta EP) == ﬂj,tﬂ(Tv IP) firj=1,...,r

entsprechend r(¢ — 1) zusétzlichen Gleichungen zwischen den Variablen.
Somit bleiben nur

f=r+2—o (V.8)

Sfreie” Zustandsvariablen vorhanden: dieses Ergebnis bildet die Gibbs-Phasenregel.

Laut dieser Regel konnen nicht mehr als ¢ = r + 2 Phasen im Gleichgewicht koexistieren,
weil f > 0 gelten muss. Beispielsweise gibt es fiir ein Einkomponentensystem (r = 1) nur drei
Moglichkeiten:

e © =1 (einphasiges System): dann sind 7" und 2 unabhéngig.

e ¢ = 2: dann héngen T und 2 zusammen: dies bestimmt eine Koexistenzlinie in der (P, T)-
Ebene (Phasendiagramm), deren Steigung durch die Clausius—Clapeyron-Gleichung (V.7) ge-
geben ist.

e ¢ = 3: es gibt keine freie Variable, d.h. T und 2 kénnen nur einen Wert annehmen, entspre-
chend einem einzigen Punkt im Phasendiagramm, dem Tripelpunkt.

Kontinuierliche Phasentibergénge

In Abschn. wurde erwahnt, dass sich am Endpunkt der Fliissigkeit-Gas Koexistenzkurve der
kritische Punkt befindet, der am Beispiel des van der Waals-Fluids schon im §[[V.2.2] identifiziert
wurde.

An diesem Punkt ist der Phaseniibergang zwischen den fliissigen und gasférmigen Zusténden
nicht mehr erster Ordnung, weil der Volumensprung dort verschwindet, woraus geméfs der Clausius—
Clapeyron-Gleichung folgt, dass der Entropiesprung und damit die latente Warme ebenfalls
null sind. Der Phaseniibergang wird also kontinuierlich.

Experimentell findet man, dass verschiedene thermodynamische Grofsen in der Nahe des kriti-
schen Punkts Potenzgesetzen geniigen, die vom Pfad im (7, P, v)-Raum abhéngen:

o firv=v, T>T,: Comox(T'—T)" % ~kpro(T—-T,)" (V.9a)
o fiir v = vp oder vgas, T <Tp: Copmor X (T —T)"%, kroc(Te—T)" (V.9b)
o fir T<T.: vGas—vp, x (To—T)° (V.9¢)
o fir T=T.: (P—P)x|v—uov (V.9d)

Die Exponenten «, 3,7, dieser Potenzgesetze, die dank der Wahl der Vorzeichen in Gl. alle
positiv sind, werden kritische Fxponenten genannt.
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Bemerkung: Die hier definierten kritischen Exponenten «, 3, sollen nicht mit den thermodyna-
mischen Koeffizienten o und £ [Gl. (I11.29a)) und (II1.29b)| oder mit dem adiabatischen Index
[GL. (II.15))] verwechselt werden.

Laut Gl (V.9a)—(V.9b) beschreiben die Exponenten a und v das Verhalten von thermodyna-
mischen Koeflizienten entweder entlang der Isochore v = v, fiir T' > T, oder entlang der Binodale
v = vy, (links von v.) oder v = v, (rechts von v.) fiir T < T, Als T nach T, geht, divergieren

Cpmol und K, wie aus § Zu erwarten war.

Das Potenzgesetz ((V.9¢|) gibt das Verhalten von vgas — vy, in der Nahe des kritischen Punkts.
Dabei handelt es sich um eine Grofe, die nur dann definiert ist, wenn Gas und Fliissigkeit vor-
handen sind. Konventionell wird vg,s — g1 als Null im iiberkritischen Fluid angenommen. Eine
derartige Grofe, deren Verschwinden bzw. spontanes Auftreten den Phaseniibergang kiindigt, wird
Ordnungsparameter genannt.

Im Fall des Fliissigkeit-Gas-Ubergang ist die Bedeutung des Ordnungsparameters in der hoch-
Temperatur-Phase nur konventionell. In anderen Systemen ist der Ordnungsparameter sinnvoll in
den beiden Phasen definiert, wie z.B. die Magnetisierung in magnetischen Substanzen auf den beiden
Seiten des entsprechenden Ferromagnet-Paramagnet-Ubergangs. In der Phase, wo der Phasenpara-
meter normalerweise verschwindet, kann die Anwendung einer dufseren Quelle zur Entstehung eines
nicht-verschwindenden Ordnungsparameters fithren. Die kritischen Exponenten «, 3,y werden in
Abwesenheit einer solchen Quelle definiert. Dagegen beschreibt § das Verhalten des Ordnungspara-
meters in Abhéngigkeit dessen Quelle langs der kritischen Isotherme.

Experimentelle Messungen sowie die theoretische Behandlung unterschiedlicher Modelle fithren
zur Universalitdtshypothese, dass die kritischen Exponenten fast universell sind, d.h. héngen nur
von der rdumlichen Dimension des Systems, dessen Spindimensionalitit, und der Reichweite der
Wechselwirkungen im System ab [16].

Literatur zum Kapitel V

e Callen, Thermodynamics and an introduction to Thermostatistics [12], Kap. 13.

Fliekbach, Statistische Physik |3] Teil VI.

Greiner, Neise & Stocker Thermodynamik und statistische Mechanik [4], Kap. 3.

Huang, Statistical Mechanics 5], Kap. 2.1.

Nolting, Thermodynamik [8] Kap. 4.

Reif, Fundamentals of statistical and thermal physics [10], Kap. 8.5-8.6.

(16) Zur Beschreibung des Verhaltens entlang der Binodale fiir T < T, werden manchmal Koeffizienten o, 4" eingefiihrt,

die experimentell mit den fiir 7' > T, definierten «, v iibereinstimmen.
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ANHANG A

Einige nutzliche Formeln

J
Gaufssche Integrale: fiir a € C, Re a > 0
/ e % dy = \/?, (A.la)
oo a
woraus durch n-malige Ableitung nach a
© o —an? 5. | ™ (2n)!
folgt.
Verwandte Integrale sind
> 2n —ax? _ ™ (QTL)'
wie sich aus der Paritét des Integrands aus Gl. (A.1b) folgern lésst, und
* 2n+1  —ax? _ n! A1ld
/0 x e dx s (A.1d)
Stirling-Formel
1 1 1
lnn!:n(lnn—1)+lnn+ln27r—|—(9<>, (A.2a)
2 2 n
d.h.
n n
nl ~V2mn <> . (A.2b)
e



ANHANG B

Totales Differential

In diesem Anhang werden einige Definitionen und Resultate betreffend totale Differentiale dargelegt,
die in der Thermodynamik {iberall auftauchen. Dabei werden die Ergebnisse ohne mathematische
Herleitung angegeben.

Definition: Sei f eine mindestens einmal differenzierbare Funktion von n Variablen x1, o, ..., .
Sein (totales, vollstindiges) Differential ist definiert als
0 0 0
df = (f) dzi + <f) dro + -+ <f> dx,,. (B.1)
Oz, 2,T3... b {xi}iz2 O {zi}izn
Dabei bezeichnet die Notation
)
Oy, {zi}izk
die partielle Ableitung nach der k-ten Variablen zj, wobei die konstant gehaltenen Variablen {z;}
mit ¢ # k explizit geschrieben werden. Dagegen ist der Punkt (z1,z2,...,,), in welchem die

partiellen Ableitungen und damit das Differential berechnet sind, nicht spezifiziert.

Bemerkung: Mathematisch gesehen sind Differentiale (sowohl totale als inexakte) sog. Differential-
forme vom Grad 1, oder kurz 1-Forme.

Das Differential stellt die (infinitesimal kleine) Anderung der Funktion f dar, wenn sich die
Variablen {x;} infinitesimal &ndern. Bezeichnet man mit de den n-dimensionalen Vektor mit Kom-
ponenten (dzy,...,dz,), der die kleine Anderung im Raum der Variablen darstellt, und mit V
den n-dimensionalen Gradienten mit Komponenten (9/9z1,...,0/0x,) — in der Praxis sollte der
differentielle V-Operator auf eine differenzierbare Funktion angewandt werden —, dann ldsst sich
die Definition [B.]in der kiirzeren Form

df =dx - VY, (B.2)
umschreiben, wobei - das euklidische Skalarprodukt im n-dimensionalen Variablenraum bezeichnet.

Seien A = (ay1,...,a,) und B = (by,...,b,) zwei Punkte im Raum der Variablen (x1,...,zy).
Dann ist das (Linien)Integral

B
/A af = f(B) - f(A) (B.3)

unabhéngig vom Weg, entlang dessen integriert wird. Daraus folgt, dass fiir jeden geschlossenen
Weg € (im Raum der Variablen)

%@ df = 0. (B.4)
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Integrabilitatsbedingungen

Es seien n differenzierbare Funktionen ¢4, ..., ¢, der Variablen z1, ..., x,,. Mit den Differen-
tialen {dz;} der letzteren kann man dann die Differentialform
O1(x1, .. mp)day + -+ On(z1, ..y 2p) Aoy, = 0P(21, ..y 2y) (B.5)

definieren. Man kann zeigen, dass 6® genau dann ein totales Differential ist, wenn die n(n — 1)/2

Integrabilititsbedingungen
(g%) = (?) fir alle j < k (B.6)
Tk Haiign Ti Maitins

iiber die partiellen Ableitungen der Funktionen {¢;} erfiillt sind. Dann heifst 6@ integrabel oder
exakt. Sonst wird d® inexaktes Differential genannt.

Dass die Bedingungen notwendig sind, folgt sofort aus dem Satz von Schwar

Falls es nur zwei (unabhéngige) Variablen z und y gibt, wird oft Gl. (B.5)) in der Form

60(x,y) = ¢u(x,y) dz + ¢y (z,y) dy (B.7)

geschrieben. Dann gibt es nur eine einzige Integrabilitatsbedingung:

(88?)36 - (‘Zy)y (B3)

Betrachte man jetzt ¢, ¢, als die 2- und y-Komponenten eines Vektorfeldes 5(3:, y), dann ist diese

Bedingung dquivalent zur Aussage, dass die z-Komponente der Rotation von q_5 Null ist: (@ X qz) ,=0.

(5)H. A. SCHWARZ, 1843-1921



ANHANG C

Homogene Funktionen

Definition: Eine reelle oder komplexe Funktion f von n reellen Variablen wird als (positiv) homogen
vom Grad k bezeichnet, wenn fiir alle 21, ..., 2, € R und alle positiven reellen Zahlen A > 0 gilt

FOz1, .. Azn) = Nof(zr, ... ). (C.1)

k wird auch Homogenitdtsgrad genannt.
Aus der Definition der (partiellen) Ableitung folgt sofort, dass wenn eine homogene Funktion f
vom Grad k differenzierbar ist, dann ist jede partielle Ableitung 0f/0x; homogen vom Grad k — 1.

Theorem (Satz von Euler): Eine stetig differenzierbare Funktion f ist homogen vom Grad k genau
dann, wenn sie der Identitat

of(x) of () _
ey +---+mnTmn—kf(w) (C.2)

fir alle x4, ..., x, geniigt, wobei die kiirzere Notation = (x1,...,z,) benutzt wurde.

I



ANHANG D

Legendre-Transformation

D.1 Legendre-Transformation einer Funktion einer Variable

Sei f(x) eine strikt konvexe reelle Funktion einer reellen Variable = auf einem Definitionsintervall
Z, d.h. fir alle z1,x9 € Z mit 21 # x2 und A €]0, 1] gilt

F Ay + (L= A)z2) < Af(aa) + (1= A)f(x2). (1)

Sei zudem angenommen, dass f zweimal stetig differenzierbar ist.

Dann ist die erste Ableitung f’ streng monoton wachsend und die zweite Ableitung f”(x) dement-
sprechend nicht-negativ fiir alle 2z € Z. Die Funktion y auf Z definiert durch y(x) = f/(z) fiir alle
x € T bildet bijektiv nach ihrer Wertemenge J ab, und ist somit invertierbar. Hiernach wird die
Umkehrfunktion als x(y) bezeichnet.

Die Legendre-Transformierte der Funktion f ist eine Funktion g auf J definiert fiir alle y € J
durch

[mwzymw—f@w»] (D.2)

Da die Ableitung von g nach der Variable y gleich z(y) ist, findet man, dass die Riicktransfor-
mierte von g genau f ist.

Die Riicktransformierte wird definiert durch h(z) = zy(z) — g(y(z)) mit z(y) = ¢'(y). Die
Anwendung der Kettenregel an Gl. (D.2)) gibt

9'(y) = x(y) +ya'(y) = f(2(y) 2’ (y) = 2(y),
so dass z(y) = z(y): die Riicktransformierte ist durch h(z) = 2y(z) — g(y(z)) = f(z) gegeben,
wobei Gl. (D.2) benutzt wurde. O

Zudem gelten Beziehungen zwischen den Ableitungen von f und g nach ihren jeweiligen Variablen
ab der zweiten Ordnung, insbesondere

(@) g" (y(@)) = f"(2(y) g"(y) =1 (D.3)
an den Punkten, wo f”(x) positiv ist. Somit ist g ebenfalls konvex.

Bemerkungen:

« Falls f strikt konkav ist — d.h. wenn das Kleiner-als-Zeichen in Gl. (D.1)) durch ein Grofer-als-
Zeichen ersetzt wird —, kann man auch die Legendre-Transformierte mit Gl. (D.2)) definieren: g ist
dann auch konkav.

x Hier wurde die Definition mit der in der Mathematik und der analytischen Mechanik {iblichen
Konvention ¢g(y) = yx— f(x) dargelegt. In der Thermodynamik und der Statistischen Physik — und
insbesondere in diesem Skript — nennt man oft , Legendre-Transformierte deren Negative f(x)—yzx.
Dann ist die Legendre-Transformierte g konkav bzw. konvex, wenn f konvex bzw. konkav ist.



D.2

76 Legendre-Transformation

Legendre-Transformation einer Funktion mehrerer Variablen

Sei jetzt eine Funktion f(z1,...,2Zp,t1,...,tp) von n + p reellen Variablen, mit
82
/ >0
al‘j 81}k
fiir alle j,k = 1,...n und in jedem Punkt des Definitionsbereich. Fir jedes j = 1,...,n wird eine

Funktion y; durch
yi (L} () = gj;_({xi}, ()

definiert, wobei die Funktionen z;({y;}, {tx}) die Umkehrfunktionen bezeichnen.
Die Legendre-Transformierte g von f beziiglich der Variablen {z;} wird definiert durch

91, Yty tp) = Zijj — flx1,. .., a0, t1, .. tp), (D.4)

wobei die (y1,...,Yn,t1,...,tp)-Abhéngigkeit der Funktionen z; nicht geschrieben wurde. Hier auch
ist die Riicktransformierte von g genau f.
Man sieht sofort, dass die ersten Ableitungen von f und g nach t; negativ zueinander sind:

§g<{y,-}, () = —gquxi},{tm (D.5)

Fiir die zweiten Ableitungen von f und g nach ihren jeweiligen natiirlichen Variablen ergeben
sich mehrere Beziehungen

" 9% 0% f
Oip, = (D.6a)
j; 8yi 8yj 8.Tj 8:ck
analog zur Gl. , sowie
g _ z”: &g  f (D.6b)
y; Oty Ay; 8yj Ox;j oty

82 n 2 82
g n Z 9% f
815,- 8tk 8t Btk : 8t 837] 8y] 8yl 895; 6tk

(D.6¢)

Literatur zum Anhang D
e Greiner, Neise & Stocker Thermodynamik und statistische Mechanik [4], Kap. 4.3.

e Nolting, Analytische Mechanik [17] Kap. 2.1.



ANHANG E

Jacobi-Determinanten

muss verbessert werden...

Wenn vy, ..., y, Funktionen der n Variablen x1,...,x, sind, dann ist die Jacobi-Determinante
fir die Variablenédnderung {z;} — {y;} durch
0 e 0y;
Oy Un) _ oy ( y) (E.1a)
O(w1,...,7,) Ox; ij=1,...n

definiert. Diese Determinanten geniigen

oY1y Yn) _ [8($1,...,xn)]1 _ 01y yn) d(21,-..,2n) (F.11)
d(z1, ..., zn) d(y1,- -, Yn) d(z1,. .., 2n) O(x1,. .. 2p)

Dann gilt

< oy > _ Ay, xa,...,Tn) ' (E.2)
2,...,Tn

871,1 8(271,1‘2,...,33”)
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Jacobi-Determinanten
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