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IX.1 Das Modell des klassischen idealen Gases

Bei einem Gas aus neutralen monoatomaren Molekiilen unter normalen Bedingungen (7" ~ 300 K,
P ~ 10° Pa) kann man verschiedene mikroskopische Lingenskalen identifizieren:

e Der Atomradius liegt bei etwa a ~1 A = 10710 m.

e Da die Atome elektrisch neutral sind, konnen sie nur dann miteinander wechselwirken, wenn
deren Abstand klein genug ist, damit das eine die Details der Atombhiille des anderen auflésen
kann. Somit ist die Reichweite der Wechselwirkung zwischen Atomen auch rg ~ 1 A.

e Aus dem molaren Volurne Vinol = 22,4-1073 m? folgt fiir den typischen Abstand zwischen
Atomen d ~ 33 A.

e Die thermische de Brogli Wellenldnge definiert durch

21h
vV QkaBT

ist fiir ein Atom mit der relativen Atommasse m der Ordnung Ay, ~ 1/m A.

Ath = (IXl)

(29 Hier ist der Wert fiir eine Temperatur T = 273,15K, d.h. 0°C, und den Druck P = 1,013 - 10° Pa = 1atm
angegeben.

(%)L, pE BROGLIE, 18921987
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e Die mittlere freie Weglinge — d.h. die durchschnittliche Wegstrecke, die ein Teilchen ohne
Wechselwirkung mit anderen Teilchen zurticklegt, s. §{[IX.4.1| — ist £y, ~ 102-103 A.

Aus diesen Skalen kann man verschiedene Annahmen folgern, die zur Konstruktion eines verein-
fachten Modells fiir das Gas benutzt werden kénnen.
Erstens konnen wegen der Trennung der Langenskalen

a<d (IX.22)

die Atome in guter Naherung als punkiférmig betrachtet werden, so dass sie kein Eigenvolumen
haben. Dazu kénnen dank

Ath K d, (IX.2b)

die quantenmechanischen Effekte, die typischerweise auf der Skala Ay auftreten vernachlassigt
werden. Somit darf man den Formalismus der klassischen Statistischen Mechanik der Abschn. [VI.2]
und [VIL.3.5] benutzen. Deshalb spricht man hier von einem klassischen Gas.

Schlieflich ist die Reichweite der Wechselwirkungen viel kleiner als der typische Abstand zwi-
schen Atomen und als die mittlere freie Weglédnge

ro K d < yp- (IX.2¢)

Anders gesagt sind die Atome die meiste Zeit so entfernt von einander, dass sie nicht miteinander
wechselwirken. In erster Ndherung kann man also die Wechselwirkungen zwischen den Atomen
vernachlassigen.

In Zusammenfassung bezeichnet man als klassisches ideales Gas eine Menge von freien (d.h.
nicht-wechselwirkenden) punktformigen Teilchen, deren Bewegungen durch die klassische Mechanik
beschrieben werden.

Genau genommen kann das ideale Gas aber nicht vollig wechselwirkungsfrei sein, sonst konnte
kein thermisches Gleichgewicht entstehen. Auf der makroskopischen Skala fithren die Zahlenwer-
te der mittleren freien Weglénge und der typischen Atomgeschwindigkeit v ~ (3kpT/m)'/? [vgl.
Gl (X14)] d.h. v ~ 102-10° ms™! zu etwa 10" Atom-Atom-Stéke pro Sekunde — was hinrei-

chend ist, um das Einstellen des Gleichgewichts zu gewahrleisten.

Bemerkungen:

x Eine kleinere Dichte des Gases entspricht einem groferen typischen Abstand d sowie einer grofie-
ren mittleren freien Weglange /,,¢,, wihrend die Reichweite der Wechselwirkungen zwischen Atomen
unverandert bleibt. Dann sind die Wechselwirkungen umso mehr vernachléssigbar, d.h. die Model-
lierung als ein ideales Gases wird besser mit wachsender Verdiinnung des Gases.

% Wenn die Temperatur um einen Faktor 10 kleiner ist, dann ist die thermische Wellenlénge /10
groker, wihrend der interatomare Abstand d um einen Faktor 10*/3 kleiner ist — vorausgesetzt, die
Substanz noch gasformig ist. Deshalb gilt Ay, < d auch bei T' ~ 30 K. Bei den meisten Gasen (im
iiblichen Sinne) spielen quantenmechanische Effekte keine bedeutende Rolle — mit der Ausnahme
von Helium, das noch bei ein paar Kelvin gasformig bleibt.

* Die Bedingungen [X:2] werden auch durch Gase aus diatomaren Molekiilen wie N, Og, NO,
CO... erfiillt, sowie durch Gase aus mehratomigen Molekiilen (CO2, HoO, CHy...). Bei diesen
Gasen spielt aber die innere Struktur der Molekiile, insbesondere deren Rotationsmoden, unter
normalen Temperatur- und Druck-Bedingungen eine Rolle. Somit sollen solche Molekiile noch als
ausdehnungslos, nicht aber als strukturlos betrachtet werden. Dementsprechend tauchen weitere
Terme in der Hamilton-Funktion bzw. im entsprechenden Hamilton-Operator auf.

9 Das Kriterium ([X.2b) wird spéater begriindet.
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* Dagegen sind monoatomare Molekiile unter normalen Temperatur-Bedingungen in sehr guter
Néherung strukturlos: die typische atomare Anregungsenergie ist etwa 10 eV, entsprechend einer
Temperatur T ~ 10* K, so dass die angeregten Energieniveaus bei 300 K nicht auftreten. Die inneren
Freiheitsgrade der Atome sind ,eingefroren*.

Zustandssumme. Maxwell-Boltzmann-Verteilung

Geméfs der im vorigen Abschnitt dargestellten Annahmen des Modells des klassischen ideales Gases
kann man fiir die Hamilton-Funktion fiir ein Gas aus N nicht-relativistischen Atomen mit den
Positionen {7;} und Impulsen {p;} die Form

52
Hy({Fh A5} = 3 |32 + V()

Jj=1

(IX.3)

annehmen, wobei V ein Impuls-unabhéngiges dufseres Potential bezeichnet, in dem sich die Atome
befinden. Teil dieses Potentials soll ein Kastenpotential V4, sein, das dazu dient, die Atome in einem
Volumen ¥ einzuschliefen: V4, = 0 innerhalb des Volumens und +oo auerhalb.

IX.2.1 Kanonische und groBkanonische Zustandssumme

Das Modell des klassischen idealen Gases ist einfach genug, um in jedem statistischen Ensemble
behandelt werden zu kéonnen. Hiernach werden die kanonische und die grofkanonische Behandlung

dargelegt
1X.2.1a Kanonische Zustandssumme des klassischen idealen Gases
Die kanonische Phasenraum-Wahrscheinlichkeitsdichte lautet [Gl. (VII.19a))]

L R,
P ({7} 7)) = e PHN (A7 1.4P3}) (IX.4)

mit der kanonischen Zustandssumme

SN Ny — L [T 2 d’7; d°p
7 ) = [ e BHEN{T AP 6N — — O it P IX.
N(B, V) /e N!/jl_[l exp( ’B[Zm +V(T]):|> (2rh)3 |’ (IX.5)
wobei das Phasenraum-Volumenelement (VI.5) mit dem ,,Ununterscheidbarkeitsfaktor 1/N! einge-
flihrt wurde.

Das Produkt kann aus dem Integral herausgezogen werden. Dann lasst sich die Zustandssumme

als N
Zu(5.v) = L0 (IX 62)

mit

9 32 13-
p o d°r d°p 1 _BV (7 o —882/2m 13—
“i(p, W):/ exp<_ﬁ [2171+V(T)D @rh)® (27rﬁ)3/ e dgr/ PPl (1X.6b)

umschreiben.

Bemerkung: Die Faktorisierung der Exponentialfunktionen in GI. beruht stillschweigend
auf der Kommutativitdt der kinetischen und der potentiellen Energien. In der Quantepmechanik
kommutieren die Impuls- und Ortsoperatoren aber nicht, so dass sich der Operator e“#"~ nicht so
einfach faktorisieren l&sst.

Y Die mikrokanonische Behandlung kann z.B. in Ref. [3], Kap. 25 oder Ref. [9] Kap. 1.3.7 gefunden werden.
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Wenn das Potential V nur dem Kastenpotential V,, entspricht, dann ist das Integral iiber die
Ortskoordinaten trivial und gibt einen Faktor %/. Aufserdem ist das Integral iiber die Impulsko-
ordinaten ebenfalls einfach, da es sich fiir jede Komponente p,,py,p. um ein Gaufsches Integral
|GL. (A.1a)| handelt. Letztendlich findet man

(IX.7)

3/2
7BV = 1% (27rm> 1%

e\ "B ) T
wobei die thermische Wellenldnge (IX.1)) und die Beziehung (VIII.15)) 8 = 1/kgT benutzt wurden.

Somit lautet die kanonische Zustandssumme eines klassischen idealen Gases aus N Teilchen in einem
Volumen ¥ bei der Temperatur 7' in Abwesenheit eines dufieren Potentials

,VN B ,VN mkpT 3N/2
NIXN NV 27h? ‘

ZN(T, V) = (IX.8)

Bemerkung: In Anwesenheit eines dufieren Potentials V' (7#) muss man nur das Volumen ¥ durch das
Integral von e #V () {iber die Ortskoordinaten ersetzen. Auch in diesem zusétzlichen Term spielt
die Temperatur eine Rolle.

Aus dieser kanonischen Zustandssumme und der allgemeinen Beziehung zwischen der
grofkanonischen und der kanonischen Zustandssumme folgt sofort die grofkanonische Zustandssum-
me des klassischen idealen Gases:

Z(B,V,a) Z Zy e N = exp (Z1¢%), (IX.9a)
= N=0
d.h. v
Z(T,V,p) = exp< e“/kBT), (IX.9b)
A

mit der thermischen Wellenldnge . Die entsprechende Wahrscheinlichkeitsverteilung besteht
aus einer Menge von Dichten pyauf jedem N-Teilchen-Phasenraum fiir alle IV € IN.
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IX.3 Wiederentdeckung der Thermodynamik des klassischen idealen

Gases

Durch die Anwendung der allgemeinen Ergebnisse des Abschn. [VIIL.2] konnen die thermodynami-
schen Eigenschaften des klassischen idealen Gases hergeleitet werden. Abschn.

IX.3.1 Kanonisches Formalismus

Im kanonischen Formalismus sind die natiirlichen Variablen die Temperatur 7', das Volumen
7 und die Teilchenzahl N. Das entsprechende geeignete thermodynamische Potential ist die freie
Energie, die mit der kanonischen Zustandssumme durch Gl. (VIII.18a)) verkniipft ist:

mk‘BT

F(T,V,N) = —kpTn Zy (T, V) = ;NkBTln(W
™

> — NkgTInvY + kgTInN!. (IX.21)

Der letzte Term im rechten Glied dieses Ausdrucks kommt aus dem Faktor 1/N! des Phasenraum-
Volumenelements . Ohne diesen Faktor wiirde man fiir das ideale Gas eine freie Energie
F<(T,V,N) = F(T,Y,N) — kgTIn N! erhalten, die aber unzufriedenstellend ist, da F™* nicht
extensiv ist. In der Tat divergiert F* im thermodynamischen Limes N — oo bei festem N/V wie
—NkgT In v, d.h. schneller als N. Dieses Verhalten stellt eine Form von dem Gibbs-Paradozon dar.

Mit dem Term kgTInN! = NkgT(InN — 1) + O(InN) [vgl. die Stirling-Formel (A.2a))] gilt
unter Vernachléssigung von Termen der Ordnung O(In N) oder kleiner

3 <kaT

vV

Dieser Ausdruck der freien Energie divergiert wie N im thermodynamischen Limes, d.h. entspricht
einer extensiven Grofe, was den Faktor 1/N!in Gl. (VI.5) motivieren kann.

Mithilfe dieser freien Energie und der thermodynamischen Beziehungen ([I1.16¢)) berechnet man
verschiedene thermodynamische Zustandsgrofen fiir das klassische ideale Gas, und zwar

e die Entropie

+ gNkB; (IX.23)

YV (mkgT 3/2
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e den Druck

(IX.24)

BT, V. N) = _(aF) _ NkpT

oV )y VT

entsprechend der iiblichen (thermischen) Zustandsgleichung des idealen Gases [vgl. Gl. (IV.1)],
wobei die Gleichheit Nkg = nR den Ausdruck R = N kg fiir die Gaskonstante liefert;

e sowie das chemische Potential

OF v (mkpT\*?
T,YV,N)=| = = —kpTlh |— . IX.2
N( y» ¥ ) <8N>T’q/ B 11 N< I h2 > ( 5)
Dazu folgt aus der kanonischen Zustandssumme (IX.8) die innere Energie
OlmZy 3N 3
U=— = — = -NkpT IX.26
8,8 Qﬂ 9 B4, ( )
sowie deren Varianz |Gl. (VII.23)]
0?InZ 3N 3
or = L DEN _ 2 P N(kpT)?, (IX.27)

0Bz 282 2

in Ubereinstimmung mit dem Gleichverteilungssatz angewandt auf die 3N relevanten Freiheitsgrade
der Hamilton-Funktion ([X.3]).
Driickt man die Temperatur durch die innere Energie pro Teilchen U/N aus, dann lasst sich die

Entropie (IX.23) in der Form der SackufTetrodGleichung [39, [40]
w(x)

umschreiben [vgl. auch Gl ([V.6) mit ¢ = 2|.
Schlieflich kann man die isochore Warmekapazitat des klassischen idealen Gases erhalten:

S(U,V,N) = NkgIn

3 5 m
+ iNkB <3 + 37rh2> (IX.28)

oUu 3

= — = —Nkp. I1X.2
Co (w)m Nk (IX.29)

Bemerkung: Die Entropie ([X.23)) lasst sich auch mithilfe der thermischen Wellenldnge als

v 5
S(T,V,N)=Nkpln | —= —NEk
( sy Vo ) Bln <N)\§h> + 2 B
umschreiben. Dann sieht man, dass fiir Volumina kleiner als N )\:?h, d.h. wenn das Kriterium ([X.2b]
nicht erfiillt ist, die Entropie negativ wird, im Widerspruch zum dritten Hauptsatz der Thermody-
namik. Dies bedeutet natiirlich, dass das Modell des klassischen idealen Gases fiir solche Volumina
nicht mehr gilt.

1X.3.2 GroBkanonisches Formalismus

Das grofskanonische Potential entsprechend den natiirlichen Variablen T, ¥, u des groftkanoni-

schen Formalismus ist gegeben durch [Gl. (VIII.21al)]

QT, YV, p) = —kgTIn Z(T, V, ) = —kBT):3V eH/ksT (IX.30)
th

(=)0, SACKUR, 1880-1914 “"H. TETRODE, 1895-1931
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wobei die Zustandssumme ([X.9bf) benutzt wurde.
Die mittlere Teilchenzahl wird dann durch Gl. (??) gegeben, d.h.

Q 14 Q
MR
KTy Ath B

wobei die letzte Gleichheit aus dem Vergleich mit Gl. (IX.30]) folgt. Mit der allgemeinen Beziehung
[Gl. (7?)] Q = —PV kommt somit wieder
PV

N=—.
kpT

Die thermische Zustandsgleichung des idealen Gases kann also auch im Rahmen des grofkanoni-
schen Formalismus hergeleitet werden.
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