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Im vorigen Kapitel wurde gezeigt, dass die Herleitung der Eigenschaften eines makroskopischen
Systems aus mikroskopischen Gesetzen probabilistischer Natur sein soll. Die Frage bleibt offen, wel-
che Wahrscheinlichkeitsverteilung unter gegeben Umsténden einzusetzen ist. In Abschn. und
wird diese Frage allgemein beantwortet im Fall makroskopischer Systeme im thermodyna-
mischen Gleichgewicht. Einige haufige Gleichgewichtsverteilungen werden dann in Abschn. [VIL.3|
ausfiihrlicher behandelt.

Wahl der Wahrscheinlichkeitsverteilung

Der ,,Zustand* eines makroskopischen Systems wird durch die Angabe einiger makroskopischer Gro-
fen bestimmt, die auch Zustandsgroffien oder Zustandsvariablen genannt werden. Genau genommen
sind einige dieser makroskopischen Zustandsvariablen nur dann definiert, wenn sich das System
im thermodynamischen Gleichgewicht (§ befindet. In diesem Fall kann man eindeutig vom
makroskopischen Zustand, kurz Makrozustand, des Systems sprechen. Die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung fir die Mikrozustdnde, die diesen Makrozustand bilden, wird dann durch die Bedingung
bestimmt, dass die zugehorige statistische Entropie maximal ist (§ .

VIl.1.1 Thermodynamisches Gleichgewicht

Wie im §[VI.2.2] angemerkt wurde beruht der Einsatz von Wahrscheinlichkeiten in die Beschrei-
bung eines physikalischen Systems auf der Interpretation der Erwartungswerte von Observablen als
Ensemblemittelwerte iiber ein Ensemble von gleich préparierten Systemen.

Dagegen entspricht ein Messprozess in der Physik keiner Ensemblemittelung iiber viele Systeme,
sondern einer Zeitmittelung iiber die zeitliche Reihenfolge der Mikrozustéande eines einzigen Systems,
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die wahrend der Dauer der Messung realisiert sind. Somit liefert die Messung einer klassischen
Observable O den Zeitmittelwert

. 1 t+T1
0. =~ [ OU )1 bl ) ot (61 rult)) (VILL)

entlang der Trajektorie {q*(t'), po(¢')} im Phasenraum des Systems, wobei die mogliche Abhéngig-
keit der Wahrscheinlichkeitsdichte von der Zeit berticksichtigt wurde. Beispielsweise unterliegt jedes
Molekiil eines Gases unter normalen Bedingungen in einer Messzeit von 1 us ca. 103 Stofe, die den
Impuls des Molekiils und somit den Mikrozustand des Systems &ndern.

Um die zeitliche Anderung der Wahrscheinlichkeitsdichte zu vermeiden, kann man zunéichst nur
Systeme betrachten, deren makroskopischen Eigenschaften stationér sind, so dass das System im
gleichen Makrozustand bleibt. Wenn es zusétzlich keinen (stationéren) makroskopischen Strom im
System gibt, dann spricht man von einem thermodynamischen Gleichgewichtszustand oder kurz von
thermodynamischem Gleichgewicht.

Geméh der Quasi-Ergodenhypothese werden im Lauf der spontanen Zeitentwicklung eines Sy-
stems im thermodynamischen Gleichgewicht alle erlaubten Mikrozusténde beliebig na erreicht,
und zwar mit derselben relativen Haufigkeit, vorausgesetzt die Zeitspanne der Entwicklung lang ge-
nug ist. Anders gesagt ist im Limes 7 — oo der zeitliche Mittelwert fiir fast jede Observable

gleich dem Ensemblemittelwert (O).

VIl.1.2 Prinzip der maximalen Entropie

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Mikrozusténde fiir ein makroskopisches System im ther-
modynamischen Gleichgewicht wird durch das folgende Prinzip der maximalen Entropie charakte-
risiert |24} 25]:

Unter allen Wahrscheinlichkeitsverteilungen — Dichteoperatoren p bei quan-
tenmechanischen Systemen oder Phasenraumwahrscheinlichkeitsdichten p bei
klassischen Systemen —, die mit dem vorhandenen Wissen dber das System (VIL.2)
vertraglich sind, ist der eigentlich realisierte Makrozustand derjenige, dessen
statistische Entropie maximal ist.

\. J

Dieses Prinzip stellt eine Verallgemeinerung des Indifferenzprinzips oder Prinzips vom unzurei-
chenden Grund von Laplac dar, laut dem den unterscheidbaren Ereignissen eines Zufallsexperi-
ments in Abwesenheit von Information eine gleichférmige Wahrscheinlichkeitsverteilung zugeordnet
werden soll.

Bemerkung: Das Prinzip der maximalen Entropie ist sehr allgemein und wird in allen Wissen-
schaftsbereichen benutzt — beispielsweise in der Bildverarbeitung [26, 27], der Biologie [28] oder
der Linguistik [29] —, insbesondere wenn man eine stetige Verteilung aus einer endlichen Anzahl
von Datenpunkten ,ableiten méchte.

Gleichgewichtsverteilungen

In diesem Abschnitt wird das Prinzip der maximalen Entropie angewandt, um die Gleichgewichts-
verteilung im allgemeinen Fall zu bestimmen. Der Kiirze halber werden die Berechnungen nur fiir
den Fall eines quantenmechanischen Systems dargestellt — ein klassisches System bildet aber einen

(22)Bei der noch stirkeren Ergodenhypothese soll die Phasenraumtrajektorie des Systems jeden erlaubten Mikrozu-
stand genau durchlaufen.

(@P)P_S. LAPLACE, 1749-1827
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Grenzwertfall davon. Somit wird in § [VIL.2.1]der statistische Operator p untersucht, der die maxima-
le von Neumann-Entropie S(p) unter allgemeinen Nebenbedingungen liefert. Der Paragraph
befasst sich dann mit einer wichtigen Funktion, der Zustandssumme, die in der Berechnung auf-
taucht und einen einfachen Zugriff auf messbare Grofen gibt, insbesondere auf die Entropie des

Gleichgewichtszustands (§ [VII.2.3)).

VIl.2.1 Maximierung der von Neumann-Entropie

VIl.2.1 a Beriicksichtigung der Kenntnisse liber das System

Eine erste Aufgabe, wenn man das Prinzip der maximalen Entropie anwenden will, ist das
Festellen und Ausdriicken der vorhandenen Kenntnisse {iber das System. Fine solche Kenntnis ent-
spricht im Allgemeinen dem Erwartungswert einer Observable, die den Makrozustand des Systems
im thermodynamischen Gleichgewicht charakterisiert. Unter diesen Observablen gibt es einerseits
die Erhaltungsgrofen — Energie, Impuls, Drehimpuls, sowie in nicht-relativistischen Systemen die
Teilchenzahl —, andererseits einige experimentell steuerbaren ,Parameter wie das Volumen, ein
externes (elektromagnetisches) Feld, usw.

Dazu sind die Kenntnisse iiber diese physikalischen Grofen von zwei Arten. Einige werden genau
oder fast genau bekannt. Beispielsweise ist die Teilchenzahl eines isolierten Systems genau bekannt,
oder dessen Energie fast genau, d.h. die Energie gehort einem Intervall [E, E + §E] mit 0F < E
an Solches Wissen wird durch die Wahl des geeigneten Hilbert-Raums #€ fiir die Beschreibung
beriicksichtigt, der als einen Unterraum des Hilbert-Raums aller moglichen Mikrozusténde des Sy-
stems zu wahlen ist.

Dagegen konnen die Kenntnisse iiber die physikalischen Grofen statistischer Natur sein: z.B.
kennt man nur den Erwartungswert der Energie (E) bzw. der Teilchenzahl (N). Fiir eine allgemeine
Messgrofe O;, entsprechend der Observable Oi, gibt eine solche Kenntnis eine Nebenbedingung

<Oz> = <C)z> = TI‘(FA)OZ'),

oder dquivalent
TI“(()Ol) — <OZ> = 0. (VII.3a)

Mathematisch soll der Dichteoperator noch weitere Bedingungen erfiillen, und zwar zuerst die
Normierungsbedingung Tr p = 1 bzw.
Trp—1=0, (VIL.3Db)
die die gleiche Form wie bei den ,physikalischen Bedingungen (VII.3a)) mit 0, =1 e annimmt.
Dazu soll noch p hermitesch sein.

VII.2.1 b Herleitung der Gleichgewichtsverteilun
Zur Maximierung der von Neumann Entropie (VI.28)) unter den Nebenbedingungen (VII.3) lasst

sich die Methode der LagrangMultiplikatoren (s. Anhang glinstig einsetzen.
Dazu fithrt man die (Lagrange-)Hilfsfunktion

F(p:do. {M}) =~k Tr(plnp) — Mok [Trp — 1] = - Aikp |Te(p0)) - (01)] (VIL4)

mit Lagrange-Multiplikatoren Ag fiir die Normierungsbedingung bzw. A; fiir jede Neben-
bedingung ein. Dabei wurden alle Nebenbedingungen mit kp multipliziert.

Betrachte man jetzt eine infinitesimale Variation §p des Dichteoperators um einen Wert pg
des Operators, d.h. infinitesimale Variationen dpj; der Matrixelementen um solche von pg. Diese

(2%)Eine exakte Kenntnis der Energic cines Systems ist durch die Quantenmechanik verboten, weil sic gemif der
Energie-Zeit-Unschérferelation eine unendlich grofse Messzeit erfordert.

(24) J _L. LAGRANGE, 1736-1813
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Variation fiihrt zu einer Variation der Hilfsfunktion um ihren Wert F (@0; A0, {)\1})

5F (po; Mo, {Ai}) = —kp Tr [5@ (1n po+ 1+l +> Ai(),-)] : (VIL5)

wobei die Identitét & [Tr f (X)] =Tr [55( 1 (X)] fiir eine differenzierbare Funktion f des Operators X
benutzt wurde.

Diese Identitét gilt nur dank der Invarianz der Spur unter zyklischen Transformationen! In der
Tat kommutiert im Allgemeinen die Variation 6X nicht mit X. Die Reihenentwicklung von f(X)
lautet also

n—1
X) = 5[2%507} =Y a4 3R XK £ 6K S na Xt = X f1(X).
n n m=0 n
Wenn man aber die Spur vom dritten Glied bildet, ist sie gleich der Spur des vierten.

Die Hilfsfunktion hat ein Extremum in py dann und nur dann, wenn 5F(f)0; Ao, {)\Z}) = 0 fir
jede infinitesimale Variation dp. Dies ist erfiillt, wenn der Term zwischen Klammern in Gl. (VIL.5]
verschwindet, d.h. wenn

f)ozexp[ (o + )i ZAO]

Léasst man der Kiirze halber den tiefgestellten Index von Py weg und fiihrt man die Bezeichnung
Z = et ein, so ergibt sich fiir den Dichteoperator, der die Hilfsfunktion F' extremal macht

1 ~
p=—e 220, (VIL6)

Man muss noch zeigen, dass p ein Maximum ist. Da das zweifache Differential von F(f)) gleich
dem von § (f)) ist, das wegen der Konkavitat von S [Gl. (VI.31))| iiberall negativ ist, ist dies garantiert.

Bemerkung: Wenn eine der Nebenbedingungen den Erwartungswert des Hamilton-Operators <|:|>
bzw. der Energie betrifft, wird der zugehorige Lagrange-Parameter traditionell als 8 bezeichnet.

VIil.2.2 Zustandssumme

Es bleibt noch, die Lagrange-Mu}tiplikatoren Ao (oder #quivalent Z = e**1) und ); in Abhin-
gigkeit von den Erwartungswerten (O;) zu bestimmen.

Die Normierungsbedingung (VIL.3b)) gibt

7 = Tr(e_ > Aif’i), (VILT)

wobei man sieht, dass Z tatsdchlich von den anderen Lagrange-Multiplikatoren abhéngt, was hier-
nach in der Schreibweise berticksichtigt wird. Z({\;}) wird Zustandssumme genannt.

In der Praxis spielt die Zustandssumme eine wichtige Rolle, denn mit deren Hilfe kénnen alle
thermodynamischen Grofsen berechnet werden, die den Makrozustand charakterisieren. Beispiels-
weise lauten die in den Nebenbedingungen auftretenden Erwartungswerte

A 8an
(0y) =

({A - (VIL8)

Dieses Ergebnis léasst sich wie folgt beweisen

(0,1 = (80 = gy T(e =49 0,) = — Sy [me(e =) |
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Ahnlich liefert die zweifache Ableitung der Zustandssumme die Varianz einer Observable

?InZz A .
o (A = (03) — (0%, (VILY)
J
oder allgemeiner die Kovarianz zweier kommutierenden Observablen
0?InZ A A
i) = \Yj —{U; - 1.1

Bemerkungen:

* Um die Lagrange-Multiplikatoren {\;} zu erhalten, muss man die GL fiir alle j als ein
System von Gleichungen betrachten und nach den {);} 16sen. In der Praxis ist es nicht notig, und
ein Makrozustand wird durch die Angabe der Parameter {\;} anstatt der Erwartungswerte (O;)
charakterisiert. Tatséchlich kann man den bisher als Hilfsparametern eingefiihrten {\;} physikalische
Deutungen zuordnen.

« Die Zustandssumme (VII.7)) hdngt nicht nur von den Parametern {\;} ab, sondern auch implizit
von den genau bekannten Grofen, durch die Definition der Spur im Hilbert-Raum #€ und durch die
Form der Operatoren O;.

Sei jetzt ein System 3 bestehend aus nicht-wechselwirkenden Teilsystemen 3.,,. Der Hilbert-
Raum € fiir 3 1asst sich dann in das direkte Produkt # = #; ® - - - @ #6,,, ® - - - von Teilrdumen €,
zerlegen, wihrend sich der Hamilton-Operator H als eine direkte Summe von Hamilton-Operatoren
H™) fiir die individuellen Teilsysteme umschreiben lasst, H=H®O@...H™ ... Ahnlich kénnen
andere Observablen fiir das gesamte System als direkte Summen von Observablen fiir die Teilsysteme

umgeschrieben Werden
0, = EB Oz(m)
m

Die Zustandssumme fiir ¥ lautet dann
Z{N™Y) = Tr [exp (— D> A§m>ogm>>} Tr(@ oY m>o<m>>

Mit der in §[VI.3.3] eingefiihrten reduzierten Spur Try,, ldsst sich diese Spur eines Tensorprodukts
von Operatoren als das Produkt von reduzierten Spuren auf den jeweiligen Teilrdaumen umschreiben:

Z({A) H 20 (M) it 20 (AM}) = Trs,, (e E Aim)@ﬁm)). (VIL11)

Ebenso faktorisiert sich der Dichteoperator p fiir das gesamte System als Tensorprodukt von Dich-

teoperatoren p( fiir die Teilsysteme.
Gemé&f Gl (VIL11) addieren sich die In Z(™ der Teilsysteme, d.h. man kann erwarten, dass In Z
sowie ihre Ableitungen nach den Lagrange-Parametern extensive Grofen sind.

(24) Genauer sollte man CA)Z = Iy, ®---® ﬁgmil ®Q Ogm) & ﬂzm+1 ® - -+ mit ﬂzm, der Identitat auf X, schreiben.

m
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Methode der Lagrange-Multiplikatoren
L J

Seien eine reelle Funktion f von M reellen Variablen z1,..., 23 und N < M unabhéngige Neben-

bedingungen
gn(z1,...;zp) =0 firn=1,...,N (G.1)

mit reellen Funktionen g,,. Dabei wird angenommen, dass die Funktionen f und {g,} differenzierbar
sind. Das Ziel ist, die Funktion f unter diesen Nebenbedingungen zu optimieren.

Sei eine neue Funktion (Lagmnge-Hilfsfunktio

N
F(xlv"wxM;)\l?"w)‘N) = f(xlv"')IM) - Z)\ngn(l'la ,.’EM) (G2)
n=1
mit N reellen Parametern Ay, ..., Ay, den sog. Lagrange-Multiplikatoren oder Lagrange-Parametern,

deren Festlegung hiernach diskutiert wird. Dann kénnen die Extrema von f unter den Nebenbedin-
gungen (|G.1)) durch die folgende Methode erhalten werden:

1. Man sucht die Stellen der Extrema von F' als Funktion der Variablen x1,...,x;; unter der
Annahme, dass diese Variablen unabhéngig voneinander sind. Somit 16st man das System von
M gekoppelten Gleichungen

OF
—(x1,.. ., xa A, AN) =0 firm=1,...,M (G.3)
O0xm

nach den {,,}. Eine Losung (7, ..., 2},) des Systems besteht aus Funktionen 7, (A1,..., An)

der Lagrange-Multiplikatoren.

2. Die Werte dieser Multiplikatoren werden bestimmt, indem die Losung (z7,...,2},) in die
Nebenbedingungen (G.1)) eingesetzt wird. Man erhélt somit N Gleichungen fiir die N Multi-
plikatoren.

3. Nach dem Losen dieser Gleichungen wird das Ergebnis in die {z},} eingesetzt, die dann ein
Extremum von F' bilden.

Y F wird auch ,Lagrange-Funktion® genannt, wie die Funktion L(t, {¢®}, {¢*}) des Lagrange-Formalismus der ana-
lytischen Mechanik.
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