V1.4 Statistische Entropie 79

VI.4 Statistische Entropie

Die probabilistische Herangehensweise wird durch einen Mangel an Kenntnisse iiber den mikroskopi-
schen Zustand des Systems verursacht. Man darf sich aber fragen, wie viel Information fehlt, indem
nur Wahrscheinlichkeiten {py} bzw. eine Wahrscheinlichkeitsdichte py bekannt sind?

Intuitiv ist die fehlende Information ,klein“, wenn die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir nur we-
nige Zustdnde erhebliche Werte annimmt. Dagegen ist die fehlende Information gréfier, wenn sich
die Verteilung iiber viele Zustdnde erstreckt. Um dieser Intuition Sinn zu geben, wird ein Maf
fiir die fehlende Information in Wahrscheinlichkeitstheorie in §[VI.41] eingefiihrt. Dann wird dieses
Maf zu den Féllen der Wahrscheinlichkeitsverteilungen angewandt, die in der Beschreibung eines

quantenmechanischen (§[VI.4.2)) bzw. eines klassischen (§|VI.4.3) Systems eingefiihrt werden.

V1.4.1 Information und Wahrscheinlichkeiten

Der Einfachheit halber werden hiernach mit Ausnahme von Definition (VI.24)) nur diskrete Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen betrachtet. Die Verallgemeinerung auf den Fall einer stetigen Verteilung
ist ziemlich einfach.

VI.4.1 a Statistische Entropie in der Informationstheorie

Es seien M Ereignisse {wi,...,wyr} mit jeweiligen Wahrscheinlichkeiten pi,...,pa. Um die
fehlende Information (Ignoranz, Informationsdefizit, oder kurz — und ziemlich irrefithrend — ,In-
formation®) zu messen, die dem Einsatz dieser Wahrscheinlichkeitsverteilung entspricht, hat Claude
Shannon [22] die statistische Entropie

M
Setat(P1, -, PM) = =k Y P Inpm (VL.23)
m=1
mit k einer zuerst beliebigen positiven Konstante eingefiihrt. Sgiat(p1, ..., par) ist somit genau der

Erwartungswert von —k In p,,.
In der Informationstheorie wird gewohnlich £ = 1/1n 2 angenommen, so dass

1
Sstat(plv ce ,pM) = <10g2 >
Pm
und die statistische Entropie dimensionslo ist.

Die Grofe I(pm) = —logy pm ist der Informationsgehalt oder auch Uberraschungswert asso-
ziiert mit dem FEreignis w,, (bei Shannon handelte es sich bei den Ereignissen um mogliche
Nachrichten). Umso unwahrscheinlicher w,, ist, desto aufschlussreich ist sein Auftreten.

Im Fall einer stetigen Wahrscheinlichkeitsverteilung, beschrieben durch eine Wahrscheinlichkeits-
dichte p(z), lautet die statistische Entropie

Sstat (p(a)) = —k/p(m) In p(z) dz. (VI.24)

Hier auch ist Sgat gleich dem Erwartungswert des Logarithmus der Verteilung.

(2DIn diesem Zusammenhang ist die Einheit der statistischen Entropie das Bit.
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V1.4.1 b Eigenschaften der statistischen Entropie
Die durch GI. (VI.23|) definierte statistische Entropie besitzt viele mathematische Eigenschaften,

die hiernach ohne Beweis aufgezéhlt werden.

Symmetrie

Die Funktion Sstat(p1,--.,par) ist eine symmetrische Funktion ihrer M Variablen.

Die statistische Entropie ist nicht-negativ
Fiir alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen py, ..., par gilt Sstat(P1, - -, par) > 0.

Minimum
Die statistische Entropie ist minimal, wenn eine der Wahrscheinlichkeiten gleich 1 ist, d.h. wenn
das entsprechende Ereignis sicher ist. Dann ist Sgat(0,...,1,...,0) = 0.

Maximum
Bei fester Zahl M von moglichen Ereignissen ist die statistische Entropie Sstat(p1, - - ., par) ma-
ximal fiir die diskrete Gleichverteilung p; = -+ = pyr = 1/M, d.h. wenn die Ereignisse gleich

wahrscheinlich sind. Dann ist Sgat(p1,...,p0m) = kIn M.

Im Fall gleich wahrscheinlicher Ereignisse nimmt die statistische Entropie Sgat(p1, - - -, par) mit
der Zahl M zu.

Unmdégliche Ereignisse
Wenn einige Ereignisse nicht stattfinden kénnen, d.h. eine Wahrscheinlichkeit p,, = 0 haben,
tragen sie zur statistischen Entropie nicht bei:

Sstat(pla ce 7pM7O7' . 70) - Sstat(ph tee 7PM)

Additivitat

Seien die M Ereignisse in zwei Gruppen A = {w1,...,wy} und B = {wp+1, .. .,wi} eingeteilt.
Dann ist p/y = p1 + -+ + pm bzw. plz = Pmi1 + -+ + pamr die Wahrscheinlichkeit, dass eines unter
den Ereignissen von A bzw. B auftritt. Die statistische Entropie kann dann als

M
Sstat(ph L )pM) = Sstat(p;laplB) +pi4'sstat <p/17 ceey p:n> + pIBSStat <p7n/+17 ceey p/> (VI25)
P4 D4 P Pp
umgeschrieben werden. Der erste Beitrag beschreibt die Auswahl zwischen A und B, die zwei néch-
sten die Auswahl innerhalb A bzw. B (z.B. ist p; /p/y die Wahrscheinlichkeit fir das Auftreten von
w1 unter der Bedingung, dass A auftritt). Somit beschreibt Gl. (VI.25)) den Gewinn von Information

in zwel Schritten.

Seien zwei Ereignismengen A = {wi,...,wy} und B = {w],...,w)}, und kombinierte Ereig-
nisse w!  bestehend aus der Vereinigung von einem Ereignis aus A und einem aus B, mit Wahr-
scheinlichkeiten p!/ . Dann gilt

Sstat(plllla s 7qu,n7 e 7p§(4N) S Sstat(pla s 7pM) + Sstat(plla s 7p§\7)7 (VI26)

N M
mit p,, = Z plr. bzw. pl = Z plr der Auftretenswahrscheinlichkeit fiir wy,, bzw. w/,.
n=1 m=1

Die Gleichheit findet nur dann statt, wenn A und B stochastisch unabhéngig sind, so dass
Pl = pmp), fur alle m,n: die fehlende Information iiber die kombinierten Ereignisse ist kleiner,
wenn die Ereignisse von A und solche von B nicht unabhéngig sind.



V1.4 Statistische Entropie 81

Seien zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen pi,...,par und pf,...,p), fiir dieselben Ereignisse.
Wenn A eine reelle Zahl mit 0 < A < 1 ist, dann bilden die Ap,, + (1 — \)pl, fiir m = 1,..., M eine
neue Wahrscheinlichkeitsverteilung, und es gilt

Sstat ()\p1+(1_)\)p/17 cee ApM"i_(l_A)p/]\/[) > ASstat(plv s 7pM)+<1_)\)Sstat(p€[a s ap/]W)7 (VIQ7)

wobei die Gleichung nur dann gilt, wenn p,,, = pl,, fiir jedes m.

Die Ungleichung bedeutet, dass die Mischung zweier ,identischen“ Systeme mit unterschiedlichen
Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu einem System fiithrt, das weniger bekannt als die urspriinglichen
Systeme: der Informationsdefizit iber das dritte System ist grofser als der Mittelwert der Defizite
fiir die zwei Anfangssysteme.

V1.4.2 Statistische Entropie eines quantenmechanischen Systems

Der Begriff der statistischen Entropie kann jetzt zu den Wahrscheinlichkeitsverteilungen ange-
wandt werden, mit denen makroskopische quantenmechanische Systeme beschrieben werden.

VI1.4.2 a Statistische Entropie und Dichteoperator

Sei p der Dichteoperator zugeordnet einem quantenmechanischen Zustandsgemisch, mit den
Eigenwerten p1,...,pa. Die entsprechende statistische Entropie wird durch

S(f)) = —kp me Inp, = —kpg Tr(f)ln f)) (VI.28)

definiert, wobei sich die zweite Gleichung einfach in einer Basis priifen lésst, in der p diagonal ist.
Dabei bezeichnet kg die Boltzmchonstante, kp=1,38-107% J K1

Bemerkung: Die erste Gleichung entspricht der Definition der Entropie nach Gibbs (1878) und die
zweite, der von Neumann Entropie (1927).

V1.4.2 b Eigenschaften

Die allgemeinen mathematischen Eigenschaften der statistischen Entropie lassen sich auf § (f))
iibertragen.

Minimum

Die statistische Entropie (VI.28) ist minimal und gleich 0, wenn sich das System in einem reinem
Zustand befindet.
Dies bedeutet insbesondere, dass S (f)) immer nicht-negativ ist.

Maximum

Wenn die moglichen Mikrozusténde einen endlich-dimensionalen Hilbert-Raum € der Dimension
W aufspannen, dann ist die statistische Entropie (VI.28) maximal im Fall gleich wahrscheinlicher
Zusténde, mit

[ S(p) =kplnW, ] (VI.29)

entsprechend der Definition der Entropie nach Boltzmann.
Diese Eigenschaft, die der Charakterisierung des mikrokanonischen Ensembles zugrunde liegt,

wird im §[VIL.3.T] hiernach bewiesen.
Unter-)Additivitat

Sei ein physikalisches System bestehend aus zwei unabhéngigen Teilsystemen A und B, mit
den jeweiligen Dichteoperatoren p4 auf dem Hilbert-Raum #€4 und pp auf #€p. Die statistische

(an)],. BOLTZMANN, 1844-1906
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Entropie des Gesamtsystems ist die Summe der statistischen Entropien der Teilsysteme
S(p) = S(pa) + S (pn)- (VL.30)
Wenn die Teilsysteme korreliert sind, .S (()) <S8 (f) A) + S (f) B)i der Dichteoperator p beschreibt

die Korrelationen zwischen A und B, und somit enthélt mehr Information als p4 und pp zusammen.

Seien auf einem Hilbert-Raum #€ zwei Dichteoperatoren p 4, pp sowie eine reelle Zahl 0 < A < 1.
Dann ist

S(Apa+ (1 =X)pB) = AS(pa) + (1 —N)S(p5), (VL31)

mit Gleichung nur fiir p4 = pp. Die Vereinigung zweier makroskopischen gemischten Zusténde
in eine einzige Mischung fithrt zum Wachstum der ,Unordnung® gemessen durch die statistische
Entropie.

VI.4.3 Statistische Entropie eines klassischen Systems

Die fehlende Information entsprechend der Wahrscheinlichkeitsdichte auf dem Phasenraum, mit
der ein makroskopisches klassisches System beschrieben wird, kann ebenfalls mit der statistischen
Entropie gemessen werden. Im Fall eines klassischen System mit unbekannter Teilchenzahl N lautet
die statistische Entropie

S(p) = k5 Y. / px({ait i) In v ({ai}, {pi) V0, (VL32)
N

Diese statistische Entropie geniigt denselben Eigenschaften wie sein quantenmechanisches Pen-
dant , mit einer wichtigen Ausnahme. Da eine Wahrscheinlichkeitsdichte nicht unbedingt
nach oben durch 1 beschrénkt ist, kann S(p) negativ sein. Zudem hat S(p) kein Minimum: fir
bestimmte Phasenraumwahrscheinlichkeitsdichten kann S(p) gegen —oo gehen. Solche Dichten er-
fordern aber eine gleichzeitige Kenntnis von den Teilchenpositionen und -impulsen, die durch die
HeisenberUnschéirferelation der Quantenmechanik verboten ist.
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