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VI.2.2 Phasenraumdichte

Im Fall eines realen Vielteilchensystems ist der mikroskopische Zustand nicht genau bekannt.
Somit fiihrt man eine Wahrscheinlichkeitsdichte px (t, {¢*}, {pa}) auf dem Phasenraum I' (,,Phasen-
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raumwahrscheinlichkeitsdichte®) ein, die wie iiblic nicht-negativ und normiert ist:

ox(t, (g {pa}) = 0 ¥t,q%pa und /pN({q“},{pa})deV:l v, (VL3)

wobei pn (t, {q®}, {po}) ®N ¥ die Wahrscheinlichkeit ist, dass sich der Mikrozustand zur Zeit ¢ in
einem infinitesimalen Volumenelement d®¥%/ des Phasenraums um den Punkt ({g®}, {p,}) befindet.
Hier soll dieses Volumenelement ein uniformes Maft auf dem Phasenraum bilden, d.h.

3N
AN = Cy [ [ dg* dpa, (VL.4)
i=1
mit einer Normierungskonstante Cly.

Der Wert dieser Konstante C'y wird iiblicher durch die Bedingung festgelegt, dass die klassische
Mechanik als Grenzfall der Quantenmechanik erhalten werden soll. Dann treten Betrachtungen auf,
die kein klassisches Pendant haben, insbesondere beziiglich der Unterscheidbarkeit der Teilchen. Fiir
ein System von N ununterscheidbaren Teilchen wird das infinitesimale Phasenraumvolumenelement
normiert geméafs .

dg; dp;

: 2rh
=1

1
ANy = b (VL5)

mit dem reduzierten Planck-Wirkungsquantum /. Somit ist d°V49/ dimensionslos.

Bemerkung:

Mit der Einfithrung der Phasenraumdichte py wird die Position des Systems im I'-Raum zur
Zeit t zu einer Zufallsvariable. Dies gilt auch fiir den Wert einer Observable On({¢®}, {pa}), deren
Momente durch die {iblichen Formeln gegeben sind. Beispielsweise lauten der Erwartungswert

(On(0) = [On ("} {pad) o ) () (VL6a)

und die Varianz
o5, (t) = (On (1)) — (On(1))*. (VL6b)

Bemerkungen:

x Auch wenn die Observable keine explizite Zeitabhingigkeit aufweist, kénnen deren Momente
zeitabhangig werden.

* Der Einsatz von Wahrscheinlichkeiten in der Beschreibung eines makroskopischen physikalischen
Systems basiert tatsdchlich auf einer Interpretation, die auf Gibbs zuriickgeht. Dabei stellt (Op)
(oder das quantenmechanische Pendant <O)) einen Schar- oder Ensemblemittelwert dar. Im zugrun-
deliegenden Bild betrachtet man ein Ensemble von aus makroskopischer Sicht gleich praparierten
Systemen. Dann stellt die Wahrscheinlichkeit p({q%}, {pa}) d5V% den relativen Anteil der Syste-
me dar, deren Mikrozustand sich im Volumenelement d¥% um den Phasenraumpunkt {¢®}, {p.}

befindet.

VI.2.3 Zeitentwicklung

Streng genommen ist der Inhalt dieses Paragraphen im Rest des Skripts nie wieder genutzt, denn
die folgenden Kapitel nur Systeme im thermodynamischen Gleichgewicht behandeln, bei denen die
Phasenraumverteilung und die Observablen stationédr ist. Ein Interesse des Paragraphen besteht
aber darin, die Parallele zwischen der klassischen und der in § 7?7 dargelegten Beschreibung zu
betonen.

(9Tm Anhang [F|sind einige Begriffe und Ergebnisse iiber Zufallsvariablen zusammengefasst.
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VI.2.3 a Zeitentwicklung der Phasenraumdichte

Sei V ein festes Volumen im Phasenraum I', und A((¢) die Anzahl der Teilchen innerhalb dieses
Volumens zur Zeit ¢t. Die Anderungsrate dieser Anzahl ldsst sich auf zwei verschiedenen Weisen
berechnen.

Einerseits lasst sich die Anzahl von Teilchen mit Hilfe der Phasenraumdichte schreiben:

A(t) = N /q/ pn(t (g} {pa}) AV, (VL)

Dann dndert sich A((t), weil sich die Phasenraumdichte mit der Zeit &ndert:

8 t’ “ ) a
dN(t) _ N/ PN( {q } {p }) ANy,
dt ” ot

Andererseits dndert sich A((t) wegen des Stroms von Teilchen durch die Oberfliche 9% des Vo-
lumens V. Sei en({q®}, {pa}) der nach auen gerichtete (6 N-dimensionale) Einheitsvektor senkrecht

auf 07 in einem Punkt {¢®}, {p,} der Oberfliche. Mit dem schon frither eingefithrten Geschwindig-
keitsvektor u({q*}, {p.}) tangential zur Bahnkurve durch den Punkt ({¢®}, {p.}) gilt

d_‘?\[ - _N/ pN t {q¢°}, {pa}) w({q®}, {pa}) - en({q*}, {pa}) asVN-1g.

Dank der 6 N-dimensionalen Version des Gauﬁsche Integralsatzes transformiert sich das Ober-
flachenintegral iiber 9% in ein Volumenintegral iiber ¥:

dgﬁt - _N/V [o(t: {a"} {pa}) u({a"}, {pa})] A*MV., (VL.9)

wobei V den 6/N-dimensionalen Gradienten im I'-Raum bezeichnet.

Setzt man die rechten Glieder der Gl. (VL.8) und (VI.9) gleich, so kommt:

[ 2 AEE ) oy~ [ [ (00 ) () )] @

Da diese Gleichung fiir ein beliebiges Phasenraumvolumen %’ gilt, miissen die Integranden gleich
sein. Somit erhélt man die lokale Erhaltungsgleichung im I'-Raum (der Kiirze halber werden die
Argumente der Funktion ab jetzt nicht mehr geschrieben)

(VL8)

0
T4V (ovu) = 0. (V1.10a)
Unter Verwendung der Koordinaten des Gradienten und der Geschwindigkeit u lautet die Divergenz

+Za pra

3N .
_ 9PN .a , OpN . 9% | Opa
_a:1<aqa T o e +aZ oq" " opa )™

Mit den Hamilton-Gleichungen (VI.1|) ergibt sich die Liouvzll Gleichun

PNU 8

3N
0 Opn OH Opn OH 0
PN Z < PN OHN PN N> _ 9PN n {pN,HN} _0. (VI.10b)

ot 9q° Op,  Opa Oq° ot

(29 Hier wird angenommen, dass die Hamilton-Function Hy genug differenzierbar ist — und zwar, dass die zweifachen

partiellen Ableitungen kontinuierlich sind —, damit die Identitét
04" 0 OHy 0 OHn _ 0Opa
8¢ 9g* Opa  Opa 9¢°  Opa
gilt.

@) Q. F. Gauss, 1777-1855 ()], LiouVILLE, 18091882
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Bemerkung: Wenn die Phasenraumdichte py eine Funktion von der Hamilton-Funktion Hy alleine
ist, so dass die Poisson-Klammer { oN, H N} = 0, ist py laut der Liouville-Gleichung
zeitunabhéngig. Dies wird insbesondere der Fall sein, wenn sich das System im thermodynamischen
Gleichgewicht befindet.

VI.2.3 b Zeitentwicklung von makroskopischen Observablen

Wie frither erwihnt wurde, kénnen die Werte einer klassischen Observable eines dynamischen
Systems mit Bahnkurve ({q%(¢)}, {pa(t)}) im I'-Raum im Allgemeinen zeitabhéngig sein, auch wenn
die Observable selbst als eine zeitunabhéngige Funktion definiert wurde. Kurz kann man schreiben

On(t) = ON({a" (D)}, {pa(t)})- (VL11)

Die Ableitung dieser Funktion nach der Zeit gibt mithilfe der Kettenregel
3N

dovt) s [%(;N () + 5 mw} ,

a=1

wobei die partiellen Ableitungen nach den Phasenraumkoordinaten im Punkt ({q%(¢)}, {pa(t)}) der
Bahnkurve ausgewertet werden. Unter Beriicksichtigung der Hamilton-Gleichungen (VI.1|) ergibt
sich dann

Aoy 3ZN: <80N OHy 0Oy OHy

dt 8¢° Opa  Opa Og° ) = {Ow H} (V112)

a=1

mit der Poisson-Klammer (VI.2)).

Bemerkungen:
* Diese Gleichung sieht zwar dhnlich der Liouville-Gleichung (VI.10b)) aus, sie sind aber wegen der

Antisymmetrie der Poisson-Klammer unterschiedlich.

x Falls die Observable Oy explizit zeitabhéngig ist, kommt noch ihre partiellen Ableitung nach der
Zeit auf der rechten Seite der Gleichung (VI.12]).

VI.2.4 Reduzierte Phasenraumdichten

In diesem Paragraphen werden die Positionen bzw. Impulse der N Teilchen mit 7; bzw. p;
flir ¢ = 1,..., N bezeichnet. Dementsprechend wird das Argument einer Phasenraumfunktion als
71,P1,---, 7N, Dy statt {¢°}, {ps} geschrieben.

Viele makroskopische Observablen entsprechen mikroskopischen Groéfsen, die nur von wenigen—
oft nur 1 oder 2 — Teilchen (oder allgemeiner Freiheitsgraden) abhéngen. Beispielsweise ist die
Temperatur eines Systems ein Mafl fiir die kinetische Energie der Teilchen des Systems, wobei
diese kinetische Energie eine Einteilchen-Observable ist. Fiir eine solche Ein- bzw. Zweiteilchen-
Observable spielen die Werte der Orte und Impulse von den N — 1 bzw. N — 2 anderen Teilchen
keine Rolle und kénnen ausintegriert werden.

Somit lohnt es sich, reduzierte Phasenraumdichten zu definieren, mit denen die makroskopischen
Observablen durch Integration iiber nur die relevanten Freiheitsgrade erhalten werden kénnen. Zum
Beispiel fiihrt man die reduzierte Einteilchen-Phasenraumdichte

fl(ta’?7ﬁ) = QN1 /pN(t>?7ﬁ> 7727527 s 777N7ﬁN) dG(N_l)(V (V113a)

ein, wobei d®@W 19/ das infinitesimale Volumenelement im (Teilphasen-)Raum der Variablen 7y, ps,
..., TN, Py ist. Ahnlich definiert man die reduzierte Zweiteilchen-Dichte

fQ(ta Faﬁﬂ?/:ﬁ/) = QN2 /pN(ta FvﬁaFlyﬁ,7 _’371_7'37 s 7FN7ﬁN) dG(N_Q)(V' (VIl?’b)
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Allgemeiner erhdlt man die reduzierte n-Teilchen-Dichte f,, aus der N-Teilchen-Phasenraumdichte
PN, indem die Positionen und Impulse von N — n Teilchen ausintegriert werden.

In GL wurden Normierungskonstanten ay 1, ay 2 eingefithrt, damit die Normierungsbe-
dingungen der reduzierten Ein- und Zweiteilchendichten jeweils

(7P P BPF=N VI.14a
f1(t,7,p) P

/ fo(t, 7, 5,7, p) A3 d3p 437’ d3p’ = N(N — 1) (V1.14b)
zu jeder Zeit t lauten. Gleichung (VI1.14a]) zeigt, dass die reduzierte Einteilchen-Phasenraumdichte

als Teilchendichte im Einteilchen-Phasenraum interpretiert werden kann. Dann ist die iibliche Teil-
chendichte im Ortsraum

n(e.7) = [ 67D E. (VL15)
Der Erwartungswert einer Einteilchen-Observable O (7, p) lasst sich dann einfach als
(1) = [01.5) Flt.7. P &7 (VL1

ausdriicken, und &hnlich fiir Zweiteilchen-Observablen.

Bemerkung: Bis auf der Normierung [N!/(N — n)! statt 1| handelt es sich bei den reduzierten
Phasenraumdichten um Marginalverteilungen (vgl. Anhang |F.4.1)).

VI1.2.5 Variierende Teilchenzahl

Bisher wurde die Teilchenzahl N als bekannt angenommen. Oft is es aber nicht der Fall, und N
muss auch als eine Zufallsvariable betrachtet werden.

Der Formalismus lésst sich aber einfach verallgemeinern. Der neue Phasenraum ist die Vereini-
gung der individuellen N-Teilchen-Phasenrdume. Dann besteht die Wahrscheinlichkeitsdichte p auf
diesem Phasenraum aus den Dichten gy, jedoch so umnormiert, dass

/ v ({a®). {pa}) N0

jetzt gleich der Wahrscheinlichkeit sei, dass es im System genau NN Teilchen gibt.
Eine Observable O wird ebenfalls als eine Menge von Funktionen Oy auf jedem N-Teilchen-
Phasenraum definiert, und ihr Erwartungswert lautet im System

©) =3 [ontia} tpah (e} 1paH) 2,
N

Probabilistische Beschreibung quantenmechanischer Systeme

In diesem Abschnitt werden zuerst in §[VL.3.1] die Grundlagen des Dichteoperator-basierten For-
malismus fiir die Beschreibung von quantenmechanischen Systemen kurz dargelegt. Dann wird die
Zeitentwicklung vom Dichteoperator und von den Erwartungswerten von Observablen in §[VI.3.2]
diskutiert.

VI.3.1 Zufall in quantenmechanischen Systemen

Ein quantenmechanisches System ist in einem genau bestimmten mikroskopischen Zustand, also
in einem Mikrozustand, wenn es in einem reinem Zustand ist, beschrieben durch einen (normier-
ten) Zustandsvektor |¥) eines HilberRaums J€. Experimentell kann dieser Zustand festgelegt

(#9D. HILBERT, 1862-1943
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werden, indem Messungen entsprechend den Operatoren eines vollstdndigen Satzes kommutierender
Observablen durchgefiihrt werden.

Sei f die Dimension des Hilbert-Raums €, der also als endlich-dimensional angenommen wird,
und {|¢;)};=1,.. ¢ eine orthonormierte Basis von €.

Im Gegensatz zur Situation in der klassischen Mechanik kann eine Messung an einem quanten-
mechanischen System in einem reinen Zustand |¥) ein zufilliges Ergebnis geben, sofern |¥) kein
Eigenzustand der Observable o) ist, die mit der gemessenen Grofse assoziiert ist. Allgemein ist der
Erwartungswert der Observable durch das ,Matrixelement*

(0) = (v|0|®) (VL.17)
gegeben.
VL.3.1 b Zufall in Zustandsgemischen

In realistischen Fallen kann der Mikrozustand |¥) nicht exakt bekannt sein, und man soll eher
mehrere normierten (aber nicht unbedingt orthogonalen) mogliche Zusténde |¥1), ..., |[W,,),... mit
den jeweiligen Auftretenswahrscheinlichkeiten pi,...,pm,... in Betracht ziehen, wobei

Pm >0 ¥Ym und mezl.
m

Dann spricht man von einer statistischen Mischung von Zustdnden oder von einem Zustandsgemisch.

Bemerkung: Eine statistische Mischung von Zustianden unterscheidet sich von einer Linearkombi-
nation von Zustédnden. Im letzteren Fall befindet sich das System noch in einem reinen Zustand,
entsprechend einem einzigen Vektor des Hilbert-Raums.

Der Erwartungswert einer Observable in einem Zustandsgemisch ergibt sich dann durch die
gewichtete Summe der Erwartungswerte in jedem reinen Zustand:

(0) = pm (T |O|Ty). (VI.18a)

Um solche Erwartungswerte giinstig auszudriicken, fithrt man den Dichteoperator (auch stati-
stischer Operator oder Dichtematriz genannt) [21 Kap. 3.10]

D= pm|Tm) (Tl (VI.18b)

Dann gilt tatséchlich R R
(0) = Tr(f) O)7 (VI.18c)

wobei Tr die Spur bezeichnet.

Mithilfe von den Matrixelementen p;; bzw. O;; von p bzw. O in der Basis {l¢;)} und von zwei
Zerlegungen der Identitét ergibt sich

(0) =D oW [ 6:)(6:l016,)(6; | Tn) = > ;055 = Tr(p O). O
ij m ,J
Bemerkung: Die Wahrscheinlichkeiten p1,...,pm,... sind offensichtlich die Eigenwerte des assozi-

ierten Dichteoperators p.

Der Dichteoperator enthélt die ganze Information iiber das System. Seien p;; dessen Matrixele-
mente in einer beliebigen Basis {|¢;)}. Dann stellt jedes Diagonalelement p;; die Wahrscheinlichkeit
dar, dass sich das System im Zustand |¢;) befindet: p;; wird Population des Zustands |¢;) genannt.
Wiederum heifsen die Nichtdiagonalelemente p;; mit i # j Kohdrenzen: sie stellen eine rein quan-
tenmechanische Korrelation zwischen den méglichen Zusténden |¢;) und |¢;) dar, die in klassischen
Systemen nicht vorhanden ist.
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Eigenschaften des Dichteoperators
1. p ist hermitesch: pf = p.
Dies hat zur Folge, dass der Erwartungswert von jeder Obervable reell ist.

Der Beweis folgt aus der Hermitizitdt von O und der Invarianz der Spur unter zyklischen
Permutationen: (O)* = [Tr(p O)]* =Tr(Ofpl) =Tr(0p) = Tr(pO) = (0). 0

2. p ist positiv: V|¢) € #, (p|p|o) > 0.
Somit ist der Erwartungswert jedes positiven Operators eine positive Zahl.

3. p ist normiert: Trp = 1.

Bemerkung: Im Formalismus des Dichteoperators kénnen sowohl Zustandsgemische als auch reine
Zustéande beschrieben werden. Somit wird ein Mikrozustand |¥) € # durch den Dichteoperator
p =|U)(¥|auf dem Hilbert-Raum € dargestellt.

VI.3.2 Zeitentwicklung

Ausgehend aus der SchrédingeGleichung
ov .
ih— =HU VI.19
ih—, (VL.19)
zeigt man einfach, dass die Zeitentwicklung eines Dichteoperators p durch die sog. Liouville—von
NeumcmGleichung
op 1A
— =—|H VI.20

gegeben wird.
Infolgedessen lautet die Zeitentwicklung des Erwartungswerts einer Observable

dilt0> - %[Tr(@ 0)] = %Tr(m? p]O) = %Tr([év H]p). (VI.21)

VI.3.3 Reduzierte Dichteoperatoren

Sei ein System A + B bestehend aus zwei Teilsystemen A und B mit jeweiligen Hilbert-Réumen
F€4 und Fp, die jeweils durch Vektoren {]¢34>} und {|¢)?)} aufgespannt sind. Der Hilbert-Raum
flir das gesamte System ist das Tensorprodukt #€ = ¥4 ® Hp, aufgespannt durch die Vektoren
|¢>3.4, YY) = ]¢f> ® [¥P). Sei p ein Dichteoperator auf 7.

Unter den Observablen O auf # gibt es einige, die Messungen auf das Teilsystem A alleine
beschreiben. Solche Observablen sind der Art O A1 B, Wobei 15 den Identitatsoperator auf g
bezeichnet. Dann kénnen ihre Erwartungswerte als Tr(bAO A) geschrieben werden, mit p4 dem
reduzierten Dichteoperator definiert durch

pa=Trp(p), (VI1.22)

wobei die partielle Spur Trp(-) die Summe iiber die Freiheitsgrade des Teilsystems B alleine be-
zeichnet.

Der Beweis folgt aus der Gleichungen

Tr[p(0a @ 15)] = (67,97 p(04 @ 15)|¢7, vF)

%,

= > (o vllples, v (e, v (Oa @ 1) |67, v F)
i,3",5,7"

= (ot 0P 1plos P ) (¢80 alert).
,5,3"

(*)E. SCHRODINGER, 1887-1961 ™ J. voN NEUMANN, 1903-1957
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Denen zufolge spielen nur die Matrizenelemente (pa)jr = >, fv¢§\§|¢ﬁ,¢f> des durch
Gl (VI.22) definierten Operators eine Rolle in der Berechnung des Erwartungswerts. a

Somit werden die Freiheitsgrade von B ausintegriert, und brauchen in der Berechnung von
Erwartungswerten von Observablen auf A nicht mehr beriicksichtigt zu werden.
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