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Xl.2.4 Limes groBer Volumina

Die thermodynamischen Zustandsgrofen (XI.30)) m X1.31)) bzw. (XI.40) m héngen vom Kin-
Teilchen-Zustand a nur iiber dessen Energie €, ab. Somit lohnt es sich, die Verteilung dieser Energie

zu charakterisieren. Fiir freie Teilchen in einem makroskopischen Kasten mit dem Volumen % hiangt
die entsprechende Zustandsdichte nur vom Teilchenspin und von ¥ ab.

Xl.2.4 a Zustandsdichte. Fermi—Dirac und Bose—-Einstein-Verteilungen

Zur Charakterisierung der Verteilung der Ein-Teilchen-Energieniveaus wird eine Zustandsdichte
9(e) eingefiihrt. Diese ist so definiert, dass %(g)de die Anzahl der Ein-Teilchen-Zustédnde angibt,
deren Energie zwischen € und € + de ist. Genauer definiert man

= Z 5(e — €4). (XT.44)

Dann gilt fiir jede beliebige Funktion %, der Energie die Gleichung

S F(ea) = / F.(5) (<) de. (XI.45)

Beispielsweise werden die innere Energie (XI.31) und die mittlere Teilchenzahl (XI.32)) jeweils

zu

U—/ (€) e (e) de, (XI.46)
/f (XL.47)

wobei die Verteilungsdichte f(g) durch
1

fe)= gemapy (XI.48)

mit dem oberen bzw. unteren Vorzeichen fiir Fermionen bzw. Bosonen definiert ist, entsprechend

der mittleren Besetzungszahl (XI.35]).
Im ersteren Fall handelt es sich um die in Abb. dargestellte Fermi—Dirac-Verteilung

[f(F) = ] (X1.49)

efe—a 41

Fiir Bosonen wird die entsprechende Dichte (Abb. [X1.2)) Bose—FEinstein- Verteilung genannt

(X1.50)

[f(B)(E) = g

Bemerkung: Die Fermi-Dirac oder Bose-Einstein-Verteilung f und die Zustands-
dichte sind unterschiedlicher Natur. Wahrend %(e) die quantenmechanischen Eigenschaften
des Systems, und zwar das Spektrum der Schrédinger-Gleichung fiir ein einziges Teilchen, charak-
terisiert, spiegeln dagegen f(F)(g) oder f(B)(e) die statistischen Eigenschaften der Teilchen wider.
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Abbildung XI.1 — Fermi-Dirac-Verteilung.
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Abbildung XI.2 — Bose—Einstein-Verteilung

X1.2.4 b Zustandsdichte eines freien Teilchens im Limes groBer Volumina

Ein freies Teilchen mit der Masse m und dem Spin s sei eingeschlossen in einem quaderférmigen
Volumen ¥ = L, L,L,. Der zugehtrige Hamilton-Operator lautet
. B2
h=_— + V(7F),

2m
wobei das Kastenpotential Vi (7) die Bewegung des Teilchens auf dem Volumen ¥ beschrénkt. Die
Losungen der Schrodinger-Gleichung, die an den Wéanden des Volumens verschwinden, sind

W5(7) = C'sin 225 gin P2 i P22

sin —= sin
h h h’
wobei der Spinanteil weggelassen wurde. Dabei ist C' = 1/8/% eine im Folgenden unwesentliche
Normierungskonstante, wihrend die Komponenten von g = (p, py,p-) der Form

7h 7h 7h

= fxnxv Py = fynyv Dz = fz

(XIL.51a)
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mit drei positiven ganzen Zahlen n,ny,n. sind. Die Eigenenergie fiir den Zustand Wj(7) ist

=2 252 /2 2 2
D mhT fng My | ng
I -z XI.51
PTom " 2m <L§ TR (XL.51c)
Dem Ortsanteil (XI.51a) konnen 2s+1 linear unabhéngige Figenzustédnde assoziiert werden, entspre-
chend den moglichen Projektionen Ao des Spins mit ¢ = —s, —s+1,...,s—1, s auf einer gegebenen

Achse. Somit trégt jeder Wert § des Impulses (2s + 1)-mal zur Summe iiber Zustédnde bei:

0 2h2 n2 n2
> Flea) = (25 +1) Z%( ) 2s+1) Y g€<2m [L2+L2+L2D

_ z
Ng,Ny,Nz=1

Wenn L, Ly, L, grof werden, wihrend F eine langsam variierende Funktion ist, darf man die
Summe als ein Integral umschreiben. Tatséchlich wird das Intervall 7h/ L, zwischen zwei sukzessiven
Werten von p, so klein, dass das Ersetzen

= 7h Ly [
nzlgﬁp <anz> — 7rh/0 Fp(pz) dp

fiir eine gegebene Funktion %, dem Ersetzen einer Rieman (b)_Summe durch das entsprechende
Integral entspricht. In drei Dimensionen lautet dies

ZJ% €a) 28+1)(7rh) /va o ) P,

wobei 0 den 1. Oktanten p, > 0, p, > 0, p, > 0 im Impulsraum bezeichnet. Da das Integrand
gerade in p, ist, ist das Integral iiber p, von 0 bis co gleich der Hélfte des Integrals iiber p, € R.
Das gleiche gilt auch fiir die zwei anderen Richtungen, so dass das Integral {iber den 1. Oktanten
gleich 1/8 mal dem Integral {iber den ganzen Impulsraum ist

Zg (£4) 2s+1)(2;’2)3/95<;;> d°p. (XL.52)

Das Integral kann dann elnfach durch eine Transformation in Kugelkoordinaten gefolgt durch
eine Substitution des Impulsbetrags durch die kinetische Energie berechnet werden:

=9 00 2 9m)3/2 [0
/% 7 d3ﬁ:47r/ 7.( 22 pap = an 2 / F. () /2 de.
2m 0 2m 2 0

Mit Gl. (XI.45) und (XI.52) fiihrt die letztere Gleichung zur Zustandsdichte

( )3/2

D)= (2s+ 1)V 1273

Ve O(e), (X1.53)

mit der Heavisidd(")| Funktion ©(¢).

Die Zustandsdichte %(¢) ist proportional zum Volumen 4. Dann ist es auch der Fall der inneren
Energie (XI.46)) und der Teilchenzahl (XI.47]), die somit extensive Groflen sind, wie zu erwarten war.

Bemerkungen:

* Statt ,stationdrer Randbedingungen” Vi(L,,y, 2) = ¥5(0,y, 2) = 0 usw. zu benutzen, hitte man
Born"®)—von Karmad (bl) Randbedlngungen

Ui(x + Ly, y, 2) = Y,y + Ly, 2) = Vs(x,y, 2 + L) = Uy(x,y, 2)
annehmen koénnen. Die entsprechenden Losungen der Schrédinger-Gleichung sind dann

\I,I_j(?) — C/eipaﬂf/h eipyy/ﬁ eipzz/h’ (XI.54a)

(*)B. RIEMANN, 1826-1866 ("VO. HeAvISIDE, 1850-1925 (M. Born 1882-1970 "V T. von KARMAN, 1881-1963
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mit ¢’ = /1/%. In diesem Fall werden die Komponenten von p = (pg, py, p») gegeben durch

2mh 2mh 27h
Px = Tznx, py = Tyny, Dz = Tznz (X154b)
mit drei beliebigen ganzen Zahlen ng,, ny,n., entsprechend der Eigenenergie
4m2h? (n? ng n?
L Do, Y oy Tz ) XI1.54
T Tom (Lg Tt Lg> (X1.54c)

Der Abstand zwischen zwei sukzessiven Werten von p,, p, oder p, ist zwar zweimal grofer als
im Fall stationirer Randbedingungen, entsprechend einem achtmal gréferen Volumen 8 x (7h)3 /4
besetzt durch jeden Eigenzustand im Impulsraum. Da die Zahlen n, n,, n, positiv oder negativ sein
konnen, entspricht aber die Summe iiber diese Zahlen dem ganzen Impulsraum, statt nur dessen
ersten Oktanten, d.h. die ganzen Zustédnde mit einer Energie zwischen ¢ und ¢ 4+ de besetzen ein
ebenfalls achtmal groferes Volumen als frither. Insgesamt gilt also wieder das Frsetzen und

somit die Zustandsdichte (XI.53)).

* Die obige Berechnung mit periodischen Randbedingungen und einem Integral iiber den ganzen
Impulsraum liefert eine niitzliche Gedéachtnisstiitze, indem man die Dichte 95(p), die die Anzahl
D5(D) d3p der Zustidnde mit einem Impuls zwischen 5 und 7 + d3p gibt, einfiihrt. Dann gilt fiir eine
ausreichend regulire Funktion & das Ersetzen

S50+ [FDIPF it D) = s, (X1.55)

woraus die Summe iiber Zustédnde, d.h. {iber Impulse und Spins, einfach folgt:

za: Fe,) = pz; Fez) = (25 + 1) / F(ey) (27;’;)3 435

2 3/2 oo
G /0 J<2m> mdp = s+ )V [ vEae,

entsprechend wieder der Zustandsdichte (XI.53)).

=(2s+1)

* Die Zustandsdichte 9(e) hingt von der Dimension des Raums ab, sowie von der relativistischen
Natur der Teilchen — fiir relativistische Teilchen lautet die Beziehung zwischen Energie und Impuls
g5 = (P22 + m2c")V/? statt e5 = p2/2m.

Beispielsweise gilt fiir nicht-relativistische Teilchen in 2 Dimensionen
m

D(e) = (2s+ 1)‘V27rh2 O(e), (XI.56)
und in einer Dimension
Do) = (25 + NP2 L g0, (XL57)

2h /e
In §XI.4.2b| wird die Zustandsdichte von masselosen (und daher relativistischen) Teilchen in 3
Raumdimensionen berechnet.


Nicolas Borghini


	Einleitung
	Thermodynamik des Gleichgewichts
	I Grundbegriffe der Thermodynamik
	Gegenstand der Thermodynamik
	Thermodynamische Systeme
	Definitionen
	Zustand eines thermodynamischen Systems
	Thermodynamisches Gleichgewicht

	Wechselwirkung thermodynamischer Systeme
	Definitionen, Notationen, Konvention
	Thermische Wechselwirkungen; Nullter Hauptsatz, Temperatur
	Mechanische Wechselwirkungen
	Chemische Wechselwirkungen
	Elektrische und magnetische Wechselwirkungen

	Literatur zum Kapitel I

	II Thermodynamische Hauptsätze
	Erster Hauptsatz
	Innere Energie
	Erste Beispiele
	Thermodynamische Koeffizienten
	Adiabatengleichungen

	Zweiter Hauptsatz
	Thermodynamische Entropie und Reversibilität
	Wärmekraftmaschinen
	Einfache Folgerungen aus den ersten beiden Hauptsätzen

	Dritter Hauptsatz
	Literatur zum Kapitel II

	III Thermodynamische Potentiale
	Fundamentalgleichungen der Thermodynamik
	Gibbs-Fundamentalgleichungen in Energiedarstellung
	Gibbs–Duhem-Gleichung
	Entropiedarstellung

	Thermodynamische Potentiale
	Konstruktion neuer Darstellungen durch Legendre-Transformationen
	Freie Energie
	Enthalpie
	Freie Enthalpie
	Großkanonisches Potential
	Zusammenfassung

	Partielle Ableitungen der thermodynamischen Potentialen
	Ableitungen erster Ordnung
	Ableitungen zweiter Ordnung

	Literatur zum Kapitel III

	IV Beispiele von einfachen Systemen
	Klassisches ideales Gas
	Allgemeines ideales Gas
	Einfaches ideales Gas
	Mehrkomponentiges ideales Gas

	Nicht-ideale Gase
	Virialentwicklung
	Van der Waals-Fluid

	Literatur zum Kapitel IV

	V Thermodynamik der Phasenübergänge
	Stabilität eines thermodynamischen Systems
	Lokale Stabilität und globale Stabilität
	Phasentrennung und Phasenübergang
	Rolle der Fluktuationen

	Phasenübergänge 1. Ordnung in Einkomponentensystemen
	Beispiel: van der Waals-ähnliche Zustandsgleichung
	Stetige und unstetige Größen bei Phasenübergängen 1. Ordnung
	Phasendiagramm

	Phasenübergänge 1. Ordnung in Mehrkomponentensystemen
	Kontinuierliche Phasenübergänge
	Literatur zum Kapitel V


	Grundlagen der Statistischen Physik
	VI Probabilistische Beschreibung makroskopischer Systeme
	Vom Mikroskopischen zum Makroskopischen
	Größenordnungen und charakteristische Skalen
	Notwendigkeit einer probabilistischen Beschreibung
	``More is different''
	Thermodynamischer Limes

	Probabilistische Beschreibung klassischer Vielteilchensysteme
	Beschreibung klassischer Systeme und deren Zeitentwicklung
	Phasenraumdichte
	Zeitentwicklung
	Reduzierte Phasenraumdichten
	Variierende Teilchenzahl

	Probabilistische Beschreibung quantenmechanischer Systeme
	Zufall in quantenmechanischen Systemen
	Zeitentwicklung
	Reduzierte Dichteoperatoren

	Statistische Entropie
	Information und Wahrscheinlichkeiten
	Statistische Entropie eines quantenmechanischen Systems
	Statistische Entropie eines klassischen Systems

	Literatur zum Kapitel VI

	VII Gleichgewichtsverteilungen der Statistischen Physik
	Wahl der Wahrscheinlichkeitsverteilung
	Thermodynamisches Gleichgewicht
	Prinzip der maximalen Entropie

	Gleichgewichtsverteilungen
	Maximierung der von Neumann-Entropie
	Zustandssumme
	Gleichgewichtsentropie

	Übliche statistische Ensembles
	Mikrokanonisches Ensemble
	Kanonisches Ensemble
	Großkanonisches Ensemble
	Vergleich der unterschiedlichen statistischen Ensembles
	Gleichgewichtsverteilungen der klassischen statistischen Mechanik

	Literatur zum Kapitel VII

	VIII Statistische Thermodynamik
	Hauptsätze der Thermodynamik
	Thermischer Kontakt in der Statistischen Mechanik
	Erster Hauptsatz
	Zweiter Hauptsatz
	Dritter Hauptsatz

	Thermodynamische Potentiale
	Entropie als thermodynamisches Potential
	Freie Energie
	Großkanonisches Potential
	Freie Enthalpie
	Zusammenfassung

	Literatur zum Kapitel VIII


	Anwendungen der Statistischen Physik im Gleichgewicht
	IX Klassisches ideales Gas
	Das Modell des klassischen idealen Gases
	Zustandssumme. Maxwell–Boltzmann-Verteilung
	Kanonische und großkanonische Zustandssumme
	Einteilchendichten in einem klassischen ideales Gas
	Gleichverteilungssatz

	Wiederentdeckung der Thermodynamik des klassischen idealen Gases
	Kanonisches Formalismus
	Großkanonischer Formalismus

	Kinetische Theorie des klassischen idealen Gases
	Wirkungsquerschnitt und mittlere freie Weglänge
	Effusion
	Kinetische Berechnung des Drucks
	Kinetische Interpretation der Temperatur

	Literatur zum Kapitel IX

	X Klassisches verdünntes Gas
	Großkanonisches Potential des verdünnten Gases
	Triviale Korrelationen im kanonischen Ensemble
	Großkanonischer Formalismus für das verdünnte Gas

	Cluster-Entwicklung
	Literatur zum Kapitel X

	XI Ideales Quantengas
	Identische Teilchen in der Quantenmechanik
	Symmetrisierungspostulat
	Konstruktion von physikalischen Zuständen
	Folgerungen des Symmetrisierungspostulats

	Literatur zum Abschnitt XI.1
	Gleichgewicht idealer Quantengase
	Kanonische Zustandssumme zweier identischer Teilchen
	Großkanonische Zustandssumme eines idealen Quantengases
	Verteilung der Besetzungszahl
	Limes großer Volumina
	Klassischer Limes eines idealen Quantengases

	Ideales Fermi-Gas
	Ideales Fermi-Gas bei Temperatur Null
	Ideales Fermi-Gas bei endlicher Temperatur

	Ideales Bose-Gas
	Ideales Gas massiver Bosonen
	Photonen und Phononen

	Literatur zum Kapitel XI


	Anhänge
	A Einige nützliche Formeln
	B Totales Differential
	C Homogene Funktionen
	D Legendre-Transformation
	Legendre-Transformation einer Funktion einer Variable
	Legendre-Transformation einer Funktion mehrerer Variablen
	Literatur zum Anhang D

	E Jacobi-Determinanten
	F Zufallsvariablen
	Definition
	Erwartungswerte und Momente
	Spezielle Wahrscheinlichkeitsverteilungen
	Diskrete Gleichverteilung
	Bernoulli-Verteilung
	Binomialverteilung
	Poisson-Verteilung
	Stetige Gleichverteilung
	Gauß-Verteilung
	Exponentialverteilung
	Cauchy–Lorentz-Verteilung

	Mehrdimensionale Wahrscheinlichkeitsverteilungen
	Definitionen
	Stochastische Unabhängigkeit
	Summe von Zufallsvariablen
	Mehrdimensionale Gauß-Verteilung

	Zentraler Grenzwertsatz

	G Methode der Lagrange-Multiplikatoren
	Literaturverzeichnis


