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XIl.2 Gleichgewicht idealer Quantengase
Ein System aus N Teilchen sei durch den Hamilton-Operator beschrieben:

Hy = h(1) +h(2) + -+ h(N). (XT4)

Wie im §[XI.1.2 ¢ werden die Eigenenergien des Ein-Teilchen-Hamilton-Operators h als e, bezeich-
net, wobei a fiir alle Quantenzahlen steht. Daher kénnen unterschiedliche Werte a # b mit unab-
héngigen Eigenzustanden assoziiert sein, die die gleiche Energie €, = ¢, haben.

Xl.2.1 Kanonische Zustandssumme zweier identischer Teilchen

Um den Unterschied zu illustrieren, der durch das Symmetrisierungspostulat bedingt ist, kann
man mit dem einfachen Fall N = 2 anfangen.

Fiir unterscheidbare Teilchen und beliebige Teilchenzahl N priift man einfach, dass die kanoni-
sche Zustandssumme faktorisiert

N
ZN(ﬁv rV) = [Zl(ﬂa ‘V)] ;
was hier im besonderen Fall N = 2 natiirlich gilt.

Fiir identische Teilchen, entweder Fermionen oder Bosonen, sind weniger Zwei-Teilchen-Zustande
vorhanden als fiir unterscheidbare Teilchen: Wenn aq, as die Zustidnde der einzelnen Teilchen be-
zeichnen, dann

e fiir Fermionen ist der Zwei-Teilchen-Zustand mit a; = ag verboten (Pauli-Prinzip);

e fiir Bosonen sowie Fermionen gibt es nur einen Zwei-Teilchen-Eigenzustand charakterisiert
durch aq, a9, entsprechend jeweils Gl. (XI.5b) und (XI.6)), statt zwei Zustdnde bei unter-
scheidbaren Teilchen.

Somit lassen sich die kanonischen Zustandssummen fiir zwei Fermionen oder fiir zwei Bosonen
einfach berechnen.
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Fiir Fermionen gilt
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In diesem Ausdruck wurde benutzt, dass die Ein-Teilchen-Zustandssumme die gleiche bleibt, egal
ob das Teilchen ein Fermion, ein Boson, oder ein ,unterscheidbares® klassisches Teilchen ist.
Fiir Bosonen findet man adhnlich

73 Z o FFarar 4 Ze—Qﬁaa _ % S e Blnten) 43 o2,
a

al #ag ar#az

Der erste Term im rechten Glied ist die oben berechnete Zustandssumme ZéF) (8, V), wahrend der
zweite gleich Z7(25, V) ist. Insgesamt erhilt man somit

B)(B7 V) = %([Zl(ﬁa ‘V)]Q +21(28, {V)>

In Zusammenfassung findet man, dass schon in einem System aus nur zwei Teilchen die kanoni-
sche Zustandssumme — und mithin alle thermodynamischen Eigenschaften — unterschiedlich fiir
unterscheidbare Teilchen, Fermionen und Bosonen ist.

Xl.2.2 GroBkanonische Zustandssumme eines idealen Quantengases

Wahrend die kanonische Zustandssumme fiir N ununterscheidbare Teilchen keinen einfachen
Ausdruck besitzt, ldsst sich dagegen die grofkanonische Zustandssumme einfach berechnen.

Xl1.2.2 a Faktorisierung der groBkanonischen Zustandssumme

Der Anfangspunkt fiir die Berechnung der groffkanonischen Zustandssumme ist die allgemeine

Beziehung [vgl. Gl. (VII.26)]

Z(8,V,a) = i N Zn (8, V) = i aNZ 2 (XL18)
N=0 N=0

wobei die ET(nN) die Eigenwerte des N-Teilchen-Hamilton-Operators Hy sind. Unter Verwendung der
Besetzungszahlen {n,} der unterschiedlichen Eigenzustinde des Ein-Teilchen-Hamilton-Operators
h nimmt ein solcher Eigenwert die Form
- Y.
a

an, s. Gl. (XI.17)). Somit lautet die groffkanonische Zustandssumme
B> naca ad ne—PB naa
2(5..0) - zwzeg DI
N=0 zajna {na}

wobei die Summe im rechten Glied iiber alle mdglichen Werte der Besetzungszahlen fiir alle Ein-
Teilchen-Zusténde lauft. Im Exponenten konnen die Terme mit gegebenem Index a gruppiert werden.
Somit findet man, dass die Beitrége der Besetzungszahlen entsprechend unterschiedlichen Zusténden

faktorisieren:
Z(B,Y,a) = H[Ze —Bea)n ] (XI1.19)

Diese Formel gilt sowohl fiir Fermionen als auch fiir Bosonen: der Unterschied betrifft nur die
moglichen Werte von ny.
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Gemiél der allgemeinen Beziehung (VII.26al]) lautet der entsprechende Dichteoperator

1 N ~
P —BH+aN
b= Z(B,V,«) ¢ ’ (X1.20)

wobei H die direkte Summe von den Hamilton-Operatoren Hy ist und N der Teilchenzahloperator.
Dabei sind H, N und p Operatoren auf dem Fock-Raum (VII.24)).

Genauer wirken diese Operatoren wegen des Symmetrisierungspostulats auf einem Unterraum
des allgemeinen Fock-Raums, der aus der dufleren direkten Summe der Hilbert-Rdume fiir N Boso-

nen (XI.12af) bzw. N Fermionen (XI.12b|) besteht

%(B) — jg(()B) D %gB) DD jgg\]?) ®---, (XI.21&)

E RN RN 7 SR BRRNE 2 L SO (XI1.21b)

Fiir feste Bosonen- bzw. Fermionenzahl N iiberzeugt sich man schnell, dass eine Basis des
Hilbert-Raums 365\],3) bzw. 3‘655) aus den Zusténden |nq,...,ng,...) fur alle moglichen Mengen {n,}
von ganzen Zahlen n, € IN bzw. n, € {0,1} mit der Bedingung >, n, = NN besteht. Somit bilden
die Zusténde |ni,...,ng,...) ohne Beschrinkung der Summe eine Basis (,,Fock-Basis“) des entspre-

chenden bosonischen oder fermionischen Fock-Raums.

Auf %g\]?) und 3655) kann man Besetzungszahl-Operatoren f, definieren. Deren Eigenzustdnde
sind die N-Teilchen-Zustéande mit Teilchen nur im Ein-Teilchen-Zustand a, wahrend die Eigenwerte
jede ganze Zahl bei Bosonen bzw. entweder 0 oder 1 bei Fermionen sein kénnen. Dazu kommutieren
zwei Operatoren fi, und n, miteinander. Mithilfe dieser Operatoren lautet der Teilchenzahloperator

N=>A,. (X1.22)
a
Wiederum nimmt der Hamilton-Operator die Form [vgl. Gl. (XI.17)]
H=>cahq (X1.23)
a
an. Somit wird der Dichteoperator (XI.20)) zu

1 —> (Bea—a) Ag 1 N
0 — — a - - _(ﬂsa_a) Ng
= 2B zgvalle | (xXL24)

Bemerkungen:

« Entsprechend der Fock-Basis {|nq,...,ng4,...)} kann 365\1,3) bzw. 5655) als direkte Summe von
Hilbert-Raumen 7€, betrachtet werden, jeder davon mit einem einzelnen Ein-Teilchen-Zustand «a
assoziiert ist. Fiir Bosonen ist jeder Raum #€, durch die abzéhlbar unendlich vielen Vektoren ent-
sprechend n, = 0,1,2... Teilchen im Zustand a aufgespannt; dagegen ist fiir Fermionen jeder #€,
zweidimensional.

Der Dichteoperator wirkt separat auf jedem #,, in Ubereinstimmung mit der Faktorisierung
der grofskanonischen Zustandssumme:

ﬁga a)na . ef(/gsa*a)ﬁa
b= Hze Gemome = Uz 50y

(X1.25)

Physikalisch sind die Ein-Teilchen-Zustédnde unabhéngig voneinander, auch wenn die Teilchen {iber
das Symmetrisierungspostulat korreliert sind.

x Aus dem letzteren Ausdruck folgt sofort die Wahrscheinlichkeit fiir die Besetzungszahl n,,

plna) = Zi (e’&”a)na- (X1.26)

a



136 Ideales Quantengas

Fiir Fermionen kann wegen des Pauli-Prinzips die Besetzungszahl n, jedes Zustands nur die
Werte 0 oder 1 annehmen, d.h. jede Summe in Gl. besteht aus nur zwei Termen.
Daher lautet die grofkanonische Zustandssumme fiir ein ideales Gas aus Fermionen

ZE (B, V,0) =[] @ +e*F), (XI.27a)

a

d.h.
InZ® (B, 7V, ) Zln (1+ e Fee), (XL.27b)

Dabei lauft die Summe iiber die durch a gekennzelchneten Ein-Teilchen-Eigenzustinde. Die letzteren
kénnen teilweise entartet sein, so dass jedes Energieniveau moglicherweise mehrmals auftritt.

XI.2.2 ¢ GroBkanonische Zustandssumme fiir Bosonen

Bei Bosonen kann die Besetzungszahl eine beliebige ganze Zahl sein. Dann ist ef(#—ce)na ip
Gl der ng-te Glied einer geometrischen Folge mit dem Anfangsglied 1 und dem Quotient
eP(b=ea) Wenn der Letztere kleiner als 1 ist, dann konvergiert die geometrische Reihe. Dies fiihrt
zur grofskanonischen Zustandssumme fiir ein ideales Gas aus Bosonen

1
206, 9,0) = [ 1= (X1.28a)

d.h.
InZ® 3, v, a) Zln e Pea), (X1.28b)

Damit die geometrische Reihe fiir jedes Energieniveau konvergent ist, soll e® 5%« < 1 fiir jede
Eigenenergie ¢, gelten, d.h. « soll kleiner als 8 mal der Grundzustandsenergie €1 des Ein-Teilchen-
Hamilton-Operators h sein

a < fer. (XI.28c¢)

Bemerkungen:
x Oft wird die Bedingung (XI1.28¢)) einfach als o < 0 geschrieben unter der impliziten Annahme,
dass die Grundzustandsenergie €1 als Nullpunkt der Energieskala genommen wird.

x Bei Fermionen existiert keine dhnliche Bedingung.

X1.2.2 d Thermodynamik
Gleichungen (XI.27bf) und (XI.28b|) lassen sich zusammenfassen als

InZ(B,V,a) ==+ In(1£e* ), (XI1.29)

mit dem oberen bzw. unteren Vorzeichen fiir Fermionen bzw. fiir Bosonen.

Aus der allgemeinen Formel (VIII.21a) folgt das grofkanonisches Potential

QB, VY, a) = _E InZ(3,v,a) Zln (1 £ e F5) (X1.30)

des idealen Quantengases. Die Beziehungen (VII.27) und (VII.28) liefern dann jeweils die (mittlere)
innere Energie

N olnZz €a
U= =-—5= > e (XI.31)
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und den Erwartungswert der Teilchenzahl

- olnZ 1
(N =(N)=—==> 7 (XI.32)

a

X1.2.3 Verteilung der Besetzungszahl

Jede Besetzungszahl n, stellt eine Zufallsvariable mit der Wahrscheinlichkeit p(n,) dar. Dank der
Faktorisierung der groftkanonischen Zustandssumme und des zugehorigen Dichteoperators
sind die Besetzungszahlen fiir unterschiedliche Zustéinde unabhéngig voneinander.

Die mittlere Besetzungszahl des Zustands a lautet definitionsgeméfs

<na> = Z nap(na)a (XI.33)

wobei die Wahrscheinlichkeit durch Gl. (X1.26) gegeben ist. Mithilfe des Ausdrucks (XI.19) der
Zustandssumme folgt die niitzliche Relation

(na) 10lnZz
Ng) = —— ,
¢ B Oeq
die fiir Fermionen und Bosonen gilt. Unter Nutzung der Formel (XI.29)) kommt sofort
1
1) = e E 1
mit nochmals dem oberen Vorzeichen fiir Fermionen und dem unteren fiir Bosonen.

(XI.34)

(X1.35)

X1.2.3 a Mittlere Besetzungszahl bei Fermionen
Im Fall von Fermionen gibt die allgemeine Formel (XI.35|)

1
<TL(F)> = m. (XI36)

(F)

Somit ist (ng ’) immer zwischen 0 und 1, was fiir den Erwartungswert einer Zufallsvariablen, die
nur die Werte 0 oder 1 annehmen kann, zu erwarten war.

Bemerkung: Fiir Fermionen kann die mittlere Besetzungszahl auch direkt aus Definition (XI.33))
berechnet werden, da die Summe nur iiber die zwei Werte n, = 0 oder 1 lauft, wobei der Beitrag
des ersteren Null ist, so dass <ngF)> = p(n,=1).

X1.2.3 b Mittlere Besetzungszahl bei Bosonen
Fiir Bosonen fiihrt Gl. (XI.35]) zu

[ (n) = eﬁa_%_l ] (X1.37)

Dank GI. (XI.28c¢) ist dies automatisch eine positive Zahl.

XI.2.3 c Fluktuationen der Besetzungszahl
Tatséchlich reicht der Ausdruck (XI.35) der mittleren Besetzungszahl aus, um die ganze Wahr-

scheinlichkeitsverteilung von n, zu charakterisieren.
Beispielsweise findet man mithilfe der Beziehungen (XI.34) und (n2)

1 9?InZz 1 O(n,
() = 5 T = e

der Verteilung p(n,), und zwar

11822

= @ 7 922 die Varianz

(70 = (na))*) = (na) (1 F (na)- (XL38)
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Allgemeiner gilt [vgl. Gl. (XI.26) und (XI.35)]

p(na) =

(ng)"
aFl®
(1 (ng))" ™
Somit kann man erwarten, dass die ganzen thermodynamischen Gréfen durch die mittleren
Besetzungszahlen der unterschiedlichen Zustédnde ausgedriickt werden kann.

XI1.2.3 d Thermodynamik
Die Beziehung (X1.35) zwischen der mittleren Besetzungszahl (n,) und dem Faktor e~ kann

auch in der Form

1 1
1 = & ltefate—__—
F ) = e ¢ 1 (ng)
umgeschrieben werden. Somit wird die grofskanonische Zustandssumme (XI.29)) zu
InZ(B,V,«) :FZIn 1 F na (XI.39)
woraus das grofskanonische Potential
Q(B,V, ) Zln 1 (na)) (X1.40)

sofort folgt.
Auflerdem kénnen GI. (XI.31)) und (XI.32) dank der Formel (XI.35)) einfach als

U= (ni)ea (XI1.41)

(V) = 3" (na), (X1.42)
a
ausgedriickt werden. Da (n,) offensichtlich der Erwartungswert des Besetzungszahl-Operators ng,
ist, konnen diese Bezichungen auch aus Gl. (XI.22) und (XI.23)) gewonnen werden.
Schliefslich erhélt man aus Gl. (VII.29) mithilfe der obigen Gl. (XI1.39)), (XI.41) und (XI.42) und
der Gleichung [vgl. Gl. (XI.35])]

Beq —a=In < ¥ 1) =1In (1 F (ne)) — In(ng)

1
(1)

die Entropie
S =kp(InZ + AU — a(N)) = kg Z [ )In (1 F (n4)) — (ng) In (na>] (X1.43)

des idealen Quantengases im groﬁkanomsehen Gleichgewicht.
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