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Identische Teilchen in der Quantenmechanik

Sei ein System aus N identischen Teilchen, d.h. aus Teilchen, die durch keine Messung vonein-
ander unterschieden werden kénnen. Zur Behandlung dieses Systems soll neben den allgemeinen
Grundpostulaten der Quantenmechanik ein zusétzliches Postulat eingefiihrt werden.

XI.1.1 Symmetrisierungspostulat

Die N Teilchen seien durch 1,..., N gekennzeichnet. Der Transpositionsoperator T;; wird als
der Operator definiert, der die Zustdnde der Teilchen ¢ und j austauscht:

A5U(L, . iy gy N)=U(L, iy N, (X1.1)

wobei U die Wellenfunktion des Systems ist.

Den Grundpostulaten der nicht-relativistischen Quantenmechanik wird das Symmetrisierungs-
postulat hinzugefiigt |43 [44]:

Die einzigen erlaubten Zustandsvektoren fir ein System aus N ununterscheidbaren
Teilchen sind entweder total symmetrisch oder total antisymmetrisch unter der
Permutation unterschiedlicher Teilchen. Im ersteren bzw. letzteren Fall werden
die Teilchen Bosonen bzw. Fermionen genannt.

(XL.2)

Wenn |¥) einen zuléssigen N-Teilchen-Zustand bezeichnet, gilt fir beliebige ¢, j € {1,..., N}
Ti5| V) = €|¥), (XL.3)
mit € = +1 bzw. —1 fiir Bosonen bzw. Fermionen.

Bemerkung: Dem Spin-Statistik-Theorem [45] nach sind die sich in drei Raumdimensionen bewe-
genden Teilchen mit einem ganzzahligen bzw. halbzahligen Spin Bosonen bzw. Fermionen

In weniger als drei Raumdimensionen wurde dazu noch die Moglichkeit von Anyonen theoretisch
vorgeschlagen [47, 48], bei denen der Faktor e in Gl. durch einen Phasenfaktor e'? mit
einem beliebigen Winkel 8 ersetzt wird — dann ist & = 0 bzw. 7 fiir Bosonen bzw. Fermionen.
Die experimentelle Realisierung solcher Anyonen (in zwei Raumdimensionen) wurde in 2020
durch zwei Gruppen angekundigt [49] [50].

Kompatibilitit des Symmetrisierungspostulats mit der Schrodinger-Gleichun

Damit die Teilchen ¢ und j ununterscheidbar bleiben, muss jeder beliebige Transpositionsope-
rator T;; mit dem Hamilton-Operator Hy kommutieren: [T;;, Hy] = 0. Es sei dann zur Zeit ¢ ein
(anti)symmetrischer Zustandsvektor |¥(t)). Geméf der Schrodinger-Gleichung lautet der Zustands-

vektor zur Zeit t + dt 4
idt -
| (t 4 dt)) = (1 - HN> @ (1)),

so dass
1| U (t 4 dt)) = <1 - i?%)@ﬂxp(t» = (1 - if:HN>e|\1z(t)> = €|W(t + dt)),

wobei die Kommutationseigenschaft T;; Hy = H NTi; in der ersten Gleichung benutzt wurde. Laut
dieses Ergebnisses ist der Zustandsvektor zur Zeit t+dt ebenfalls symmetrisch oder antisymmetrisch
unter dem Austausch der Teilchen ¢ und j.

B9 Laut Feynman [46]: “It appears to be one of the few places in physics where there is a rule which can be stated
very simply, but for which no one has found a simple and easy explanation. (...) This probably means that we do
not have a complete understanding of the fundamental principle involved.”
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XI.1.2 Konstruktion von physikalischen Zustanden

Das System aus N wechselwirkungsfreien ununterscheidbaren Teilchen sei beschrieben durch
einen Hamilton-Operator . . . .

Hy =h(1) +h(2) +---+ h(N), (XI1.4)
wobei h ein Ein-Teilchen-Hamilton-Operator auf einem Hilbert-Raum #; ist. h enthélt einen kine-
tischen Anteil, sowie moglicherweise eine potentielle Energie.

Sei {|a), |B), ...} eine orthonormierte Basis von #;. Mit deren Hilfe wird der Hilbert-Raum #€x
der N-Teilchen-Zustéinde aufgespannt durch die Zustdnde

‘1:(11;2:0[2;...;N:OJN> = ]a1)®\a2>®...®\a1\;>

Wenn die N Teilchen identisch sind, bilden deren erlaubte physikalische Zustandsvektoren einen
Unterraum von Sy .

Bei einem System aus zwei ununterscheidbaren Bosonen, die jeweils mit 1 bzw. 2 gekennzeichnet
werden, sind die erlaubten Zusténde der Form

¥) = |1:052: 1) (XIL.5a)

wenn die zwei Bosonen in demselben Zustand |«) sind. Falls sie sich in unterschiedlichen Zusténden
befinden, ist der Zwei-Teilchen-Zustand der Form

1
E(|1:a;2:5)+|1:ﬁ;2:a>), la) # |5). (XI.5b)

Fiir ein System aus zwei Fermionen ist die einzige Moglichkeit

1
|\IJ):E(|1:a;2zﬁ>—|1:ﬁ;2:a>), (XI.6)

mit unterschiedlichen Ein-Teilchen-Zustanden |a) # |3). Dies stellt ein Beispiel von Anwendung des
Pauld(}’g)—Prinzips dar: zwei identische Fermionen diirfen nicht in demselben Zustand sein.

W) =

Fiir zwei nicht-relativistische Teilchen mit Spin, z.B. mit dem Spin %, entkoppeln die Orts- und
Spinfreiheitsgrade voneinander, so sich dass die Ein-Teilchen-Zusténde als |¥) = |¥)or @ |X)Spin
faktorisieren lassen. Wenn die zwei Teilchen identisch sind, kann ein erlaubter Zwei-Teilchen-Zustand
geschrieben werden als

- entweder das Produkt einer symmetrischen Ortsfunktion und einer antisymmetrischen Spin-
funktion;

- oder das Produkt einer antisymmetrischen Ortsfunktion und einer symmetrischen Spinfunktion.
Es seien dann [1,) und |¢) die Ein-Teilchen-Ortsfunktionen der beiden Teilchen.

o Falls |1p,) = |¢p) ist der Ortsteil des Zwei-Teilchen-Zustands symmetrisch, und der Gesamt-

zustand lautet ]

V2
o Falls [¢)), # |)p ist der Zwei-Teilchen-Zustand entweder der Singulett-Zustand

\}i(urwa;z:ww L 2:4) @ Jli(rm;z:w Cneli2et)) (XL8a)

oder der Triplett-Zustand

= ;5(\12%;2:11)0 — |1:4p; 2:90)) ®\2(

entsprechend jeweils den zwei oben erwdhnten Moglichkeiten.

[0) = [Lip0; 2:080) © —= (1:152:4) — [1:452:1)). (XL7)
) =

¥) [1:452:4) +[1:452:1)), (XI.8b)

(>2)W. PAuULI, 1900-1958
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Symmetrische Gruppe

Definitionsgemaéfs ist die symmetrische Gruppe &y die Gruppe der Permutationen von N Ob-
jekten, mit den folgenden Figenschaften:

e Gy ist eine Gruppe mit N! Elementen.

e Jede Permutation 7 kann dargestellt werden als Produkt von Transpositionen 7;;, die dem
Austausch von zwei Objekten beschreiben: 7;;(i) = j, 7;;(j) = 4, 745(k) = k wenn k & {3, j}.
Obwohl diese Faktorisierung nicht eindeutig ist, ist aber die Paritdt der Anzahl der Transpo-
sitionen eindeutig.

e Jeder Permutation 7 kann eine Zahl e, € {—1,+1} zugeordnet werden, deren Paritdt (auch
Signatur oder Signum genannt), mit €, = €€ fiir das Produkt aus zwei Permutationen.
Dann ist die Paritédt der Identitat bzw. einer beliebigen Transposition eg = 1 bzw. ¢, = —1.

Die symmetrische Gruppe G besitzt eine lineare Darstellung auf dem Hilbert-Raum ¥y der
N-Teilchen-Zusténde, die der Permutation 7 den unitdren Operator 7t mit

fAlliar; 2. Nian) = [Liaga); 2:aq(2); - - -3 N i) (X1.9)

assoziiert. Man priift einfach nach, dass Tom = 7p7; fiir das Produkt beliebiger Permutationen 7y,
T € G)p.

Bemerkung: Wenn VU eine N-Teilchen-Wellenfunktion bezeichnet, z.B. in der Darstellung, die mit
den Ein-Teilchen-Zustdnden {|a;)} assoziiert wird, gilt

7%\11(051, ag, ..., OéN) = \If(aﬂ_1(1), Oéﬂ.—l(z), ce ,Ozﬂ.—l(N)). (XIlO)
Dann stellt Gl. (XL.1) einen besonderen Fall der Gl. (XI.10) mit 7 = 7;; = Tigl dar.
Gleichung folgt aus

w(ag,...,an) = (liag;...; N:ay|7| )
= (l:ay;...; N:ay|7| Z I1:a;.. s Ny (L:iad;. . s Ny |®)

’ ’
al,.aly

= Z (Lians.. s Nian|lia qys . s Niag o) W(ad, ..., aly)
afsenaly
= Z (Lians.. s Nian[l:afs . s Nialy) U(agoaq), - @i )

Dabei wurde Gl. (XL9) in der dritten Zeile benutzt, und die Umbenennung o/ ;) — o in der
vierten Zeile.

Diese Operatoren auf dem Hilbert-Raum #€x werden jeweils durch

A 1 .
Sv=qi 27 (XL11a)
TeESN
und X 1
Av =17 D et (XL.11b)
TEG N

definiert. Sie geniigen den einfach nachzupriifenden folgenden Eigenschaften:

oS ~ und Ay sind hermitesch;

e fiir eine beliebige Permutation m € S gelten ﬁSN = gN und AAy = Eﬂ—AN;
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° éN und AN sind Projektoren: g?\, = éN und A?\, = AN;
L] éNAN = ANéN =0.
Es seien dann 37‘65\]})’) =im (éN) und 3‘65\1? =im (AN) die jeweiligen Bilder von Sy und Ay.

Bemerkungen:

+ Im Fall N = 2 lauten die Definitionen (XL.1I) Sz = 3 (1 + 412) und Ay = 1(1 — 412), wobei 1
der Identitatsoperator auf #; ist.

% Sy und Ay sind fiir N > 2 nicht orthogonal.

Total symmetrische und total antisymmetrische Zustandsvektoren

Mithilfe des Symmetrisierungs- bzw. Antisymmetrisierungsoperators lassen sich die erlaubten
Zustédnde eines Systems mit /N identischen Bosonen bzw. Fermionen sofort schreiben.

Sei |[¥) =[1:a1;2:a9;...; N:ay) € # . Dank den Eigenschaften des Operators Sy bzw. Ay
ist der Vektor Sy|¥) e 3675\],3) bzw. Ay|¥) € 3/65\1;) total symmetrisch bzw. antisymmetrisch unter
dem Austausch zweier beliebiger Teilchen, und geniigt deshalb dem Symmetrisierungspostulat.

Umgekehrt ist jeder N-Bosonen-Zustand bzw. N-Fermionen-Zustand, der die Bedingung

mit € = 4+1 bzw. € = —1 erfiillt, ein Vektor des Unterraums %5\]]3) bzw. 3‘65\1?). Es gilt also

D = {|x11> € Sy | 7|W) = | W) ¥r € Sy, (XL122)
75 = {\xp) € Sy | 7|W) = | W) Vr € Gy}, (XL.12b)

d.h. %5\1,3) bzw. %S\I;) ist genau der Hilbert-Raum der physikalischen Zustédnde fiir N ununterscheid-
bare Bosonen bzw. Fermionen.

Wenn der Zustand |¥) auf 1 normiert ist, denn ist das nicht der Fall der Vektoren Sx|¥) und
Apn|¥). Normierte Zustidnde lassen sich dann aus kombinatorischen Betrachtungen erhalten. Fiir
Fermionen gilt dank der Hermitizitat des Projektors AN

P 1
(WAL Ax|w) = (B]A]0) = 1 3 exlwlil®) =
TeES N

weil alle |o;) unterschiedlich sind (sonst wire Ay|¥) null), so dass nur die Identitéit zur Summe
beitragt. Deshalb wird ein normierter N-Fermionen-Zustand durch

VNIAn[1:a1;2:a0;...; N:ay) (XI.13)

gegeben, wobei die Ein-Teilchen-Zusténde |a;) unterschiedlich voneinander sind.

Bei einem System aus identischen Bosonen ist es mdglich, dass sich n,, davon im Zustand
|ar1) befinden, ng, im Zustand |ag), usw., mit ng, + 7, + - = N. Dann gilt unter Nutzung der
Hermitizitdt des Symmetrisierungsoperators Sy

(U|S|SN|T) = (T|Sy|T) = N,Z

TESN

Zur Summe tragen nur die Permutationen bei, die die unterschiedlichen Untermengen von Bosonen
in einem gegebenen Zustand |oy;) invariant lassen. Dann findet man (\IJ|S}rVS N|¥) =ng ! na,) ..., s0
dass ein normierter N-Bosonen-Zustand durch

N! A
ﬁSNH:al;Q:al; O PN e S B PV o e D I PN 0 PO Y6 O I (XI.14)
\/ Ny Ny - - -

gegeben wird, wobei die N Teilchen nach dem jeweiligen Ein-Teilchen-Zustand geordnet wurden.
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Bemerkungen:

s Der N-Fermionen-Zustand (XI.13) wird oft als eine (normierte) sog. Slater| "L Determinante [51]
umgeschrieben, und zwar als die Determinante der Matrix, deren (i, j)-Element durch M;; = [i : o)
gegeben ist:

1:0[1 2:0{1 NZOél
. 1 l:as 2:c9 ... N:ag 1
VN'An|l:a1;2:00;...; N:ay) = ~ : : : : = Wdet M;;. (XI.15)
l:ay 2:ay ... N:ay

Auf dieser Schreibweise sicht man sofort, dass zwei unterschiedliche Fermionen nicht in demselben
Zustand |«;) sein konnen (Pauli-Prinzip): sonst wiren zwei Zeilen identisch und die Determinante
verschwéande.

* In Gl (XI.14) wurde die Reihenfolge der Teilchen vertauscht, damit sie nach dem Ein-Teilchen-
Zustand |a;) zugeordnet werden. Dies ist fiir Bosonen moglich, fiir Fermionen aber nicht.

XI.1.2 ¢ Darstellung der \V-Teilchen-Zustande mithilfe der Besetzungszahl

Die Energieeigenzustiande des Ein-Teilchen-Hamilton-Operators H, die eine Basis des Hilbert-
Raums €, bilden, seien nach der zugehorigen Energie €1 < 9 < --- < gp < ... geordnet, wobei jede
Eigenenergie ¢, einem einzigen Eigenzustand (bis auf einer Phase) entspricht. Dabei kennzeichnet
der Index a somit alle Quantenzahlen, und nicht nur das Energieniveau.

Eine giinstige Schreibweise fiir einen Zustand |¥) aus N identischen Bosonen oder Fermionen,
beschrieben durch den Hamilton-Operator , beruht auf den Anzahlen der Teilchen, die sich
in den jeweiligen Ein-Teilchen-Eigenzustédnden befinden. Somit wird jedem Eigenzustand eine ganze
Zahl ng, die Besetzungszahl, mit folgenden Eigenschaften zugeordnet:

o Z ng, = N (alle Teilchen befinden sich in irgendeinem Zustand);

e n, =0 oder 1 fiir Fermionen (Pauli-Prinzip);
e fiir Bosonen kann n, kann eine beliebige ganze Zahl (einschlieflich 0) sein.
Mit Hilfe dieser Besetzungszahlen kann der N-Teilchen-Zustand als
|U) = |ni,n2,...,Ng, .. .) (XI.16)

bezeichnet werden. Man priift einfach nach, dass dieser Zustand ein Eigenzustand des N-Teilchen-
Hamilton-Operators Hy mit der Energie

E({n1,n2,....,na,...}) = > 7ata (XI.17)
ist.

XI.1.3 Folgerungen des Symmetrisierungspostulats

Bei einer elastischen Streuung haben zwei Teilchen 1 und 2 die jeweiligen Impulse im Schwer-
punktssystem p; und —p; vor dem Stofs. Es seien p; und —p; die Impulse nach dem Stof. Diesem
Prozess tragen zwei Wahrscheinlichkeitsamplituden bei: A(p; — P¢, —D; — —P¢), entsprechend der
Detektion des Teilchens 1 bzw. 2 mit dem Impuls g; bzw. —p;; und A(p, — —p;, —0; — ) (Detek-
tion von Teilchen 1 bzw. 2 mit —p; bzw. 7).

(®h) 3. C. SLATER, 1900-1976



134 Ideales Quantengas

Wenn die zwei Teilchen unterscheidbar sind, wird die Wahrscheinlichkeit, dass im Endzustand
ein Teilchen den Impuls p; und das andere den Impuls —p; hat, durch die Summe der Betrags-
quadrate der beiden obigen Amplituden gegeben, da die zwei moglichen Endzustdnde orthogonal
zueinander sind. Wenn die Teilchen identisch sind, hat die Unterscheidung in zwei Endzustidnden
keine sinnvolle Bedeutung, weil es sich um denselben Endzustand handelt. Dann lésst sich fragen,
was in diesem Fall mit der Amplitude zu tun sei.

Mithilfe des Symmetrisierungspostulats lésst sich das Problem des elastischen Stofses zweier
identischer Teilchen beantworten. Fiir eine korrekte Beschreibung des Systems miissen der Anfangs-
und der Endzustand (anti)symmetrisiert werden:

1 . . R —
7(]1 + 6T12)|1 :Pgs 21 —Py),

V2

\2(]1%%12)]1;@;2:—@), |Wg) =
mit € = +1 bzw. —1 fiir Bosonen bzw. Fermionen.

Sei U der Entwicklungsoperator zwischen dem Anfangszeitpunkt — lange vor dem Stoff — und
dem Endzeitpunkt — als die Teilchen detektiert werden. Die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir den
Ubergang vom Anfangs- in den Endzustand wird gegeben durch

W) =

i + €T19 ~ i + €T19
U |1:D¢; 2: —P)-
V2 V2

Wegen der Ununterscheidbarkeit der kollidierenden Teilchen kommutiert der Transpositionsoperator
mit dem Hamilton-Operator und daher mit dem Entwicklungsoperator U. So kann die Amplitude
als

A(|3) = [5) = (L] O[;) = (125 2: |

A(|W3) — [U)) = (1:5g; 20 —F¢| (1 + et12) U125 2: )
= A(ﬁi — Dg, —P; — —ﬁf> + €A(ﬁi — —Pg, —P; — ﬁf)

umgeschrieben werden. Je nachdem, ob die Teilchen Bosonen oder Fermionen sind, miissen die
(Teil-) Amplituden entweder addiert oder subtrahiert werden.

Sei 0 der Winkel zwischen p; und p;. Wegen der Rotationssymmetrie um die Achse der Streuung
héngt die Amplitude A(p; — P, —; — —DP¢) nur von 6 ab, und kann daher als f(#) bezeichnet
werden. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Teilchen mit dem Winkel 6 bzw. m — 8 gestreut

werden, gegeben durch [52] )
JA@)|” = | £(0) + ef(m — 0)".

Fiir den besonderen Fall § = 7/2 verschwindet diese Wahrscheinlichkeit fiir Fermionen! Dagegen
ist |A(7m/2)|? fiir identische Bosonen zweimal grofer als die entsprechende Wahrscheinlichkeit fiir
unterscheidbare Teilchen[20)]

Bemerkung: Fiir eine genauere Berechnung miissen die Orientierungen der Spins der Teilchen beriick-
sichtigt werden: die Teilchen sind nur dann ununterscheidbar, wenn die Spins dieselbe Orientierung
haben.

Xl.1.3 b Stimulierte Emission

Als zweites Beispiel kann man den Ubergang eines Teilchens aus einem Anfangszustand |;) in
einen Endzustand |¢¢) unter dem Einfluss eines Potentials betrachten. Diesem Ubergang wird eine
Wahrscheinlichkeitsamplitude zugeordnet. Die Frage ist, wie sich diese Amplitude &ndert, wenn sich
N weitere identische Teilchen schon im Zustand |pf) befinden, d.h. fiir den Prozess

1 Teilchen in |p;) + N Teilchen in |pf) — N + 1 Teilchen in |pf).

Sei .A@ ¢ die Amplitude in Abwesenheit von anderen Teilchen (N = 0) und AWN_Jféf die Ampli-

tude in Anwesenheit von N zusitzlichen identischen Teilchen. Fiir N > 1 ist der Ubergang nur dann

(“0)Ein Beispiel von experimentellen Ergebnissen fiir die StoRe der Atomkernen der Kohlenstoff-Isotopen 2C (Boso-
nen) und *C (Fermionen) findet sich in Ref. [53].
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moglich, wenn die Teilchen Bosonen sind — bei Fermionen ist es durch das Pauli-Prinzip verboten.
Man kann die Bosonen nummerieren, und die Anfangs- und Endzustand symmetrisieren:

1
Uy — -
%) VN +1
[Ue) = [1:05;2: 015 . .5 N + Ligpp).

(|1:gpi;2:g0f;...;N—|—1:g0f>-|—---+|1:g0f;2:<pf;...;N—|—1:<pi>),

Die Amplitude wird gegeben durch <\Iff|U|\I'i>, wobei U den Entwicklungsoperator fiir das System
von N +1 Teilchen bezeichnet. Fiir nicht-wechselwirkende Teilchen ist U = UD @U@ . ..o W +1),
mit einem Ein-Teilchen-Entwicklungsoperator U®), k € {1,..., N + 1}. Die N + 1 Komponenten
von |¥;) tragen identisch zur Amplitude bei, die damit durch

AT = VN +TACL,,

gegeben wird, wobei Agolf)ﬁ(pf = 1 angenommen wurde.

Die Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang ¢; — ¢ wird also mit dem Faktor N + 1 multipliziert,
d.h. sie wird durch die Anwesenheit N identischer Bosonen erhéht. Dieses Phénomen liegt zugrunde
dem Betrieb eines Lasers, worin die Anwesenheit von N Photonen in einer Mode des elektromagne-
tischen Feldes die Wahrscheinlichkeit fiir die Emission eines zusétzlichen Photons in dieselbe Mode
erhoht.

Bemerkung: Fiir Fermionen kann man #hnlich (aber kiinstlich?) Agiv_—téi =(1-N) A&)_}w mit
N =0 oder 1 schreiben.


Nicolas Borghini
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