Sommersemester 2025 Universitat Bielefeld Mathematische Methoden der Physik

Ubungsblatt Nr.3

Diskussionsthemen:

— Wann ist eine komplexe Funktion komplex differenzierbar?

— Was sind die Cauchy—Riemann Bedingungen? Was sind die geometrischen Bedeutungen der Cauchy—
Riemann Bedingungen?

8. Cauchy—Riemann Bedingungen und Differenzierbarkeit in C

Bestimmen Sie fiir jede der drei folgenden Funktionen C — C alle Punkte z € C, in denen die
Funktion komplex differenzierbar ist, und berechnen Sie die Ableitung in diesen Punkten. Gibt es
Gebiete G C C auf denen die Funktionen holomorph sind?

()= 25 iog(z) = (@2 4y) +i(y—a); il h(z) = sin(2e?)
z
9. Holomorphe Funktionen
Sei f:C — Cmit z— f(z) =u(z,y) +iv(z,y) eine holomorphe Funktion.

i. Zeigen Sie, dass f*(z*) ebenfalls holomorph ist.

ii. Zeigen Sie, dass v und v die Gleichung gugu + gvgv
Loy Loy

iii. Zeigen Sie, dass Divergenz und Rotation der reellen Vektorfelder Fp = u(x,y)€x — v(z,y)€, und

= 0 erfiillen.

Fr = v(z,y)€ + u(x,y)€, verschwinden, wobei €, und €, die Einheitsvektoren in 2- und y-Richtung
sind.

10. Cauchy—Riemann Bedingungen als Einschrankungen an Real- und Imaginirteile
Sei f: C — Cmit z— f(z) =u(x,y) +iv(x,y) eine holomorphe Funktion, deren Imaginérteil als
v(z,y) = e Ysin(z) bekannt ist. Bestimmen Sie die Funktion f(z)

11. Differenzierbarkeit von log(z)

Der komplexe Logarithmus log : C — C mit logz = In |z| + iarg(z) + 27k und k € Z ist definiert
als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion e, fiir die fiir beliebiges z € C die Beziehung de?/dz = e*
gilt.

i. Bestimmen Sie fiir z € C\{R™} die Ableitung von log z.

ii. Begriinden Sie kurz, warum log z fiir z € R_ nicht differenzierbar ist. Gibt es dennoch Gebiete
G C C auf denen die Funktion holomorph ist?



