Fourier-Transformation

Hiernach werden einige Definitionen und Ergebnisse iiber die FourieTransformation dargestellt.

Definition

Theorem & Definition: Sei f eine integrierbare komplexwertige Funktion auf R, f € L'(R, C). Das
absolut konvergente Integral

[ fw=[ " f(@) et d ] 1)

definiert eine stetige komplexwertige Funktion f der Variablen k € R, die Fourier-Transformierte
von f genannt wird.

Die Definition kann problemlos auf Funktionen mehrerer Variablen (z1,...,z,) =  mit n € IN*
erweitert werden. Fiir f € L'(R"™,C) und k = (ki,...,k,) € R™ ist die Fourier-Transformierte

fk)=| flm)e *oda (2)
R™

mit d"x = dx; - - - dz, eine komplexwertige Funktion der Variablen k € R"™.

Bemerkungen:

x Die Definition ldsst sich auf weitere Klassen von Funktionen verallgemeinern, insbesondere
auf die Riaume L?(R") der quadratintegrierbaren Funktionen und &'(R") der temperierten Distri-
butionen.

x Die Definitionen , benutzen die ,Physiker-Konvention“. In der Mathematik wird eher

1

it Jp /e ¥

(Ff)(k) =

mit einem zusatzlichen Vorfaktor definiert.

Inverse Fourier-Transformation

Fiir die Funktionen, die von Relevanz in der Physik sind, kann die Fourier-Transformation von
f(x) nach f(k) kann invertiert werden; es gilt dann

[f(rv) ~ [ wer S ] (@)

fiir x € R. Diese Gleichung wird oft als Fourier-Darstellung von f(x) bezeichnet.

() J. FOURIER, 1768-1830



2 Fourier-Transformation

Allgemeiner lautet die Riicktransformationsformel fiir Funktionen auf R"

f@) = [ Fomyere o, )

mit € R™ und d*k = dky - - - dk,.

Die Fourier-Transformierte f(k) einer integrierbaren Funktion f(z) ist stetig und sie verschwin-
det im Unendlichen — f € Co(R™) —, entsprechend dem Lemma von Rlemanrn»Lebesgu.
Dafiir ist f aber nicht unbedingt mtegrlerbar so dass die Fourier-Transformation moglicherweise
nicht invertierbar sein kann.

Sei f eine beliebig oft stetig differenzierbare Funktion auf R™ derart, dass sowohl f als auch
alle deren Ableitungen im Unendlichen ,schnell fallen“ f heif’t eine SchwartFunktion,
f € S(R™). Dann ist f auch integrabel und deren Fourier-Transformierte f ist ebenfalls eine
Schwartz-Funktion, so dass die rechte Seite der Formel wohldefiniert ist.

Beweis der Riicktransformationsformel
Die Multiplikation beider Seiten der Gl. ([1)) mit ek’ ergibt

k’) eikx’ :/ f({L‘) e—ik(z—x’) dr.

Nach Integration dieser Gleichheit iiber £ € R kommt

/Z F(k) e* % / [/ f(z) e k@) 4y } = / f(z [/ o—ik(z—a) dk] Az

Dabei ist das Integral in den eckigen Klammern im letzten Term gleich 276(z — ), woraus das

gesuchte Ergebnis folgt. O
Bemerkung: In der ,Mathematiker-Konvention“ lautet die Riicktransformation
CFEN@) = v [ FR R, (0
(2m)"/2 o

mit dem gleichen Vorfaktor 1/(27)™? wie in der direkten Transformationsformel . Dies ist zwar
mehr elegant als die Physiker-Konvention und fiihrt zu einer Vereinfachung beim Satz von Parseva
(Abschn. 3.2)), aber auch zu einem komplizierteren Faltungstheorem (§[3.1d).

Eigenschaften der Fourier-Transformation

Jetzt werden einige in der Physik oft benutzten Eigenschaften der Fourier-Transformation dargelegt,
in den meisten Féallen ohne Beweis.

3.1 Erste Eigenschaften

Seien f1, fo zwei Funktionen auf R”, deren Fourier-Transformierten definiert sind, und A € C;
dann gilt ~ B
A1+ fo(k) = Mi(k) + fa(k)  VE € R™ (7)

Somit ist die Fourier-Transformation eine lineare Abbildung (zwischen Funktionenrdumen).

(U Technisch soll das Produkt von f, oder irgendeiner deren Ableitung, mit jedem Polynom in n Variablen immer
beschréankt auf R™ bleiben.

(2)Wer die Nutzung der §-Distribution vermeiden méchte, kann die Gl. mit e’ e=*%/2 mit € € R+ multiplizieren,
die Transformationsformel fiir Gaufsche Funktionen benutzen, und den Limes ¢ — 0 betrachten.

(®)B. RIEMANN, 1826-1866 (“'H. LEBESGUE, 1875-1941 (VL. ScHWARTZ, 1915-2002 (“'M.-A. PARSEVAL, 17551836




3 Eigenschaften der Fourier-Transformation 3

Sei a = (v, . . ., ap) ein n-Tupel natiirlicher Zahlen o; € IN; als || wird die Summe o+ - -+,
bezeichnet. Wiederum gilt fiir k € R"

kS = (k) - (k).

Sei noch f eine (genug differenzierbare) Funktion der Variablen & € R". Der Differentialoperator
0% sei durch

9o on 8|a|
031(2) = g () = g )
definiert.
Dann gelten o
0%f (k) = il ke f(k) (82)
und ——
%f (k) = il f(k), (8b)

wenn alle in diesen Ausdriicken auftretenden Funktionen definiert sind — was z.B. bei Schwartz-
Funktionen immer der Fall ist. Laut diesen Gleichungen wird eine Ableitung im ,Ortsraum® der
Variablen x zu einer Multiplikation mit der Variablen im Fourier-Raum und umgekehrt.

Insbesondere gelten im Fall n = 1 und fir a; =1

i f (k) = /_ TP e ™ dr e fl(x) = /_ T kF (k) eikx% (92)
und - - m
(k) = /_ sf@)e*de ie  zf(x)= /_ (k) SF. (9b)

Bemerkung: Diese Eigenschaft wird zu Nutze gemacht, um Differentialgleichung im Ortsraum in
algebraische Gleichungen im Fourier-Raum zu transformieren.

3.1 ¢ Faltungstheorem

Seien f; und fo zwei Funktionen auf R”. Thre Faltung fi * fo wird als

(hh)@)= | file=€)ne)de (10)

definiert — unter der Voraussetzung, dass das Integral auf der rechten Seite definiert ist.

Das Faltungstheorem besagt, dass die Faltung unter Fourier-Transformation in eine Multiplika-
tion iiberfithrt wird, und umgekehrt. Somit ist die Fourier-Transformierte der Faltung fi * fo gleich
dem Produkt von den jeweiligen Fourier-Transformierten:

Fixfa(k) = fi(k)f2(k)  Vk € R™ (11a)

Umgekehrt ist die Fourier-Transformierte des Produkts f) fo gleich der Faltung fi * fo der Fourier-
Transformierten:

fix folk) = fifo(k) Yk €R™ (11b)

Wenn f; und f5 integrierbar sind, ist deren Faltung f; * fo definiert und ebenfalls integrierbar,
so dass alle in Gl. (11a]) implizit auftretenden Integrale definiert sind.

Bemerkung: In der Mathematiker-Konvention , @ sollen die rechten Seiten der beiden GI.
mit dem zusétzlichen Faktor (27)™? multipliziert werden.



4 Fourier-Transformation

3.2 Satz von Parseval

Seien f; und fy zwei quadratintegrierbare Funktionen auf R™ und fl, fg ihre jeweiligen Fourier-
Transformierten. Dann gilt der Satz von Parseval (oder Parsevalfplanchere

d"k

o (12)

fi(@) fo(z)d"e = | fi(k) fa(k)
R R"

Daraus folgt insbesondere im Fall fo = f1 = f

| r@pee= [ |iwr 5 (13)

Dies besagt, dass die Fourier-Transformation eine Isometrie — bis auf den Faktor 1/(27)" — zwi-
schen Funktionenrdumen ist.

Bemerkung: In der Mathematiker-Konvention fallt der Faktor 1/(27)" weg von diesen Gleichungen.
Beweis der Gleichung :
Unter Einfiihrung der Fourier-Darstellungen (5)) von fi(z) und fa(x) gilt

[ @ p@ae= [ [ fwers SETT pers S8

= Ju T (o [ o)

Das Integral iiber  ergibt (27)"6™(k — k’), so dass das Integral iiber k’ trivial wird: am Ende
bleibt genau GI. iibrig. O

3.3 Unscharferelation

Seien f und f ein Paar von Fourier-transformierten Funktionen, der Einfachheit halber auf R.
Je breiter der Bereich ist, wo f(z) signifikante Werte annimmt, desto schmaler ist das Gebiet, wo
f (k) ,lokalisiert” ist, und umgekehrt. Diese Reziprozitéit der Breiten der Funktionen im Orts- und
im Fourier-Raum kann anhand einer Ungleichung genauer ausgedruckt werden.

Sei f eine quadratintegrierbare komplexwertige Funktion auf R. Auf Kosten einer Reskalierung

kann man 00
| i@ =1 (14)

—0o0
withlen. Dann ldsst sich |f(z)|?> als die Wahrscheinlichkeitsdichte einer kontinuierlichen Zufalls-
variablen auf R interpretieren.
Anhand dieser Wahrscheinlichkeitsdichte definiert man die Erwartungswerte von x

@= [ alf@P (152)

und von x

(22) = /OO 22|f () da, (15b)

—0oQ
sowie die Varianz von x

(Aaz)2 = <x2> — <x)2, (15c¢)

wobei angenommen wird, dass die Integrale konvergieren.

(M. PLANCHEREL, 18851967



3 Eigenschaften der Fourier-Transformation 5

Dank dem Satz von Parseval fiihrt die Normierungsbedingung (|14]) zu
B dk
k)= =1 16
G- (16)

fiir die Fourier-Transformierte f: wiederum kann | f(k)|?/2m als die Wahrscheinlichkeitsdichte einer
kontinuierlichen Zufallsvariablen auf R interpretiert werden, womit man

W= [ HiwEG 0= [ RIFRR G (17a)
und noch
(Ak)? = (k) — ()2 (17b)

definieren kann.
Mit den Definition (15)), der Varianzen (Ax)?, (Ak)? gilt fiir die positiven Standardabwei-
chungen Az und Ak die Ungleichung (,,Unschérferelation®)

(Az)(AK) > (18)

DN | =

Beweis: Auf Kosten von Variablendnderungen z — = — (z), k — k — (k) kann man annehmen,

dass f(z) und f(k) zentriert sind, i.e. (x) = 0, (k) = 0 und daher (Az)? = (22), (Ak)? = (k?).

Man priift einfach nach, dass solche Substitutionen die Betragsquadrate |f(z)|? und |f(k)|?
unveréndert lassen.

Betrachte man dann das Integral
R sov2dk
7() z/ KFR) + €F ()5 mis € € R. (19)

Das Ausmultiplizieren des Betragsquadrats ergibt
~ *

1) = [ RIS+ [ RER Fw+ P07 R0 5+ [ IF0ESE o

Dabei ist der erste Term auf der rechten Seite genau (Ak)2. Mithilfe einer partielle Integration
lautet das Integral des zweiten Terms

o0 e _ - o 2 &0
[ kR P+ Fy ) = [T UOEAE T etk

wobei der hier nicht-geschriebene integrierte Term [k f (k)]iooo Null sein muss, damit (k) definiert

ist. SchlieRlich ist f(k) im Integranden des dritten Terms die Fourier-Transformierte von —iz f(z),
vgl. Gl . Unter Nutzung des Satzes von Parseval gilt

[ RwrSE = [ mes@P = [~ RrwP de = (a0

Insgesamt wird GI. zZu

I(¢) = (AK)? — € + & (Ax)*. (21)
Da Z(§) aus der Definition offensichtlich positiv fiir alle £ ist, soll die Diskriminante dieses
quadratischen Polynoms in £ negativ sein, i.e.

— 4(Ak)*(Az)® <0,
entsprechend der Ungleichung . O

Bemerkung: Man kann noch zeigen, dass die Gleichheit nur im Fall von Gauftschen Funktionen gilt.
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4 Einige oft auftretende Fourier-Transformations-Paare auf R

Hiernach bezeichnen f, g und f, § Funktionen und deren jeweiligen Fourier-Transformierten.

e Ortsverschiebung (z¢ € R) : f(@) =gz +mz0) o~ fk)=e*g(k) (22)

e Ortsskalierung (a € R*) : f(z) =glax) o flk)= ig(i (23)

e Konstante Funktion (a € R) : f@)=a e~ f(k)=2mad(k) (24)

o Dirad®/| Distribution: flx)=08(x) o flk)=1 (25)

]. 2 2 ~ 21.2

e Gaufssche Funktion (o € R") : x) = e /20 k) = e o k2 26

CEeR): S = o ) (26
h . Y . - a 1 r _ _—alk
) Lorent\/ertellung (aeRY): f(z) = e R f(k) = ekl (27)
Bemerkungen:

« Mit den hier angegebenen Vorfaktoren sind die Gaufssche Funktion f(z) der GL und die
Lorentz-Verteilung der Gl. auf 1 normiert.

« Fir die Gauksche Funktion f(z) der Gl (26) gelten
00 1 00 1 0_2
2 2 2
= d == -
[ @k = e [P = 2
woraus Az = o/ V2 folgt Wiederum fiihren
* dk 1 oe ~ dk 1 1
/_OOW W =2y ™ /_Oo R 5 = 5o /m 202

zu Ak =1/ G\/§ wobei die erste Gleichung den Satz von Parseval ausdriickt. Insgesamt gilt
somit (Az)(Ak) = %, unabhingig vom Wert von o, entsprechend dem Gleichheitsfall der Unschér-
ferelation (|18))

« Fir die Lorentz-Verteilung f(z) der Gl gelten
e 1 e a
29, 2 24._ @
| @R = o [P = o
was Az = a ergibt Wiederum findet man
R dk 1 R dk 1
/Oof( ) o 2ma /Oo £ (k) 2 8ma3’

d.h Ak = 1/a und daher (Ax)(Ak) = 1, unabhingig von a und in Ubereinstimmung mit der
Unschérferelation

()Da die Funktionen f(z) und f(k) gerade sind, gilt das auch fiir deren jeweiligen Betragsquadrate, woraus (z) = 0
und (k) = 0 folgen.
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