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Vorwort

Die vorliegenden Seiten waren urspriinglich knappe handgeschriebene Notizen, um mir in der Vorle-
sung zu helfen, nichts wichtiges zu vergessen. Mit der Zeit hduften sich immer mehr Anmerkungen,
weshalb ich angefangen habe, die schnell unlesbar werdenden geschmierten Blatter Papier durch
eine elektronische Version zu ersetzen. Wieder wurden zusétzliche Ergdnzungen oder sogar ganze
Paragraphen fast willkiirlich hinzugefiigt, und das vorlaufige Ergebnis ist, was Sie jetzt unter Ihren
Augen haben: ein nicht durchdachter Plan; manchmal unterbrochene Sétze; liickenhafte Beweisfiih-
rungen bzw. Berechnungen — weil die fehlenden Schritte mir klar sind —; nicht-so-schén-aussehende
Abbildungen; eine unvollstdndige Quellenangabe; usw. Vor allem gibt es mit Sicherheit Grammatik-
und Rechtschreibfehler sowie die iiblichen unvermeidbaren Tippfehler

Kurz gesagt: die hier gesammelten Kapitel sind kein eigentliches Skript und kénnen keinesfalls
ein Lehrbuch und die Teilnahme an einer Vorlesung (und Tutorien) ersetzen.

(). die wahrscheinlich mir mehr #irgerlich sind, als Thnen.
(W Kommentare und Korrekturen sind willkommen!
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Vorbemerkungen

Notationen, Konventionen, usw.

Literatur

Allgemeine einfithrende Lehrbiicher zum Thema sind z.B. (in alphabetischer Ordnung und ohne
Anspruch auf Vollstédndigkeit)

e Basdevant, Rich & Spiro, Fundamentals in nuclear physics [1]

Bethge, Walter & Wiedemann, Kernphysik [2]

Cottingham & Greenwood, An introduction to nuclear physics [3]

Friedmann, Einfihrung in die Kernphysik [4]

Mayer-Kuckuk, Kernphysik [5]

Povh, Rith, Scholz & Zetsche, Teilchen und Kerne [6]

In den drei Béanden von Bodenstedt, Experimente der Kernphysik und ihre Deutung [7), [8 9] sind
100 relevante Experimente bis etwa 1970 beschrieben und erldutert. Schlieflich werden in Hering,
Angewandte Kernphysik [10] wichtige praktische Anwendungen dargestellt.
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KAPITEL |

Eigenschaften von Atomkernen

[.1 |Bausteine von Atomkernen|2

.2 [GréBe des Atomkerns| 4
.2.1 |Klassische Streutheorie|4
1.2.2 [Rutherfordsches” Streuexperiment und Entdeckung des Atomkerns|7
1.2.3 |Streuung an ausgedehnten Verteilungen|11
1.2.4 I-Dichteverteilungen von Atomkernen| 13

1.3 [Masse des Atomkerns| 16
1.3.1 |Grundlagen der Massenmessung| 17
1.3.2 [Bindungsenergie| 17
.3.3 |Separationsenergien| 19

1.4 |Quantenmechanische Eigenschaften des Atomkerns| 20

[.4.1 [Spin|20
1.4.2 |Paritat| 20
1.4.3 [Elektrische und magnetische (Multipol-)Momente|21

1.5 |Eigenschaften der leichtesten Atomkerne| 23
I.5.1 [Praktische Einheiten in der Kernphysik|23
.52 |Z=1,N=0: Proton (p)|24
1.5.3 |Z =0, N = 1: Neutron (n)|25
15.4 |Z =1, N = 1: Deuteron (*H = d)[25

I.5.5 [Schwerere Kerne|25

In diesem ersten Kapitel werden die grundlegenden Charakteristika von Atomkernen gesammelt,
beginnend mit deren Zusammensetzung (Abschn. . Danach fokussiert sich die Diskussion erstens
auf klassische Aspekte des Kerns — Radius (Abschn. und Masse (Abschn. —, wobei die
experimentellen Methoden zu deren Bestimmung kurz diskutiert werden. Dagegen befasst sich Ab-
schnitt [[4 mit eher quantenmechanischen Eigenschaften. Schlieklich werden die leichtesten stabilen
Atomkerne in Abschn. [[.5] kurz dargestellt.

Das ganze Kapitel bleibt eher phdnomenologisch und beschrénkt sich darauf, die Eigenschaften
zu beschreiben, ohne irgendein Modell zu ihrer Erklarung in Betracht zu ziehen. Solche Modelle
werden im Kap. [l diskutiert.

Bausteine von Atomkernen

Dieser Abschnitt befasst sich mit der wahrscheinlich schon bekannten Zusammensetzung von Atom-
kernen. Dazu werden ein paar wichtige Begriffe definiert und Notationen eingefiihrt.

Vom Altertum bis zum 19. Jahrhundert haben erstens Philosophen, danach Naturwissenschaftler
die Atomtheorie postuliert und allmihlich experimentell nachgewiesen (fiir eine kurze Ubersicht
dieser historischen Entwicklung, s. den ersten Vortrag von W. Heisenberg in Ref. [11]). Zwischen
der Entdeckung des Elektrons durch J. J. Thomson in 1897 und der Entdeckung des Neutrons durch
J. Chadwick in 1932 (vgl. Experiment 11 in Ref. [7]) hat sich dann ein genaueres Bild des Atoms
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kristallisiert: In einem Atom ist die Hiille negativ geladener Elektronen (Symbol: e™) um einen
positiv geladenen Atomkern gebunden, der fast die gesamte Masse des Atoms tragt. Wiederum
besteht der Atomkern aus zwei Arten von Bausteinen, und zwar aus Protonen (Symbol: p) und
Neutronen (Symbol: n), die zusammen als Nukleonen (Symbol: N) bezeichnet werden.

Bemerkungen:

* Im Folgenden wird das Symbol N nur selten fiir Nukleon verwendet, um die mégliche Verwechs-
lung mit der Neutronenzahl [Gl. (I.1a])| zu vermeiden.

* Hier wurde Nukleon nur als Sammelbegriff fiir Proton und Neutron verwendet, wie iiblicherweise
der Fall ist. Manchmal hat Nukleon einen praziseren Sinn, der im Kap. Kernkraft diskutiert wird.

*x Bekannterweise sind das Proton und das Neutron keine Elementarteilchen, sondern sie bestehen
aus Quarks — die nach dem heutigen Wissen elementar sind — und Gluonen — die die starke
Wechselwirkung zwischen Quarks vermitteln. Somit stellt sich die Frage, ob man den Atomkern als
gebundenen Zustand von Quarks betrachten sollte. Fiir manche Probleme der Kernphysik — grob
gesagt, solange die typisch ausgetauschten Energien kleiner als etwa 100 MeV bleiben — stellen
jedoch die Nukleonen die geeigneten Freiheitsgrade dar.

Genauso wie ein chemisches Element durch die Anzahl seiner Elektronen charakterisiert wird,
lasst sich ein gegebener Atomkern, auch Nuklid genannt durch die Anzahlen seiner Bestandteile
gekennzeichnet, und zwar durch

Ordnungs-, Kernladungs- oder Protonenzahl Z: Anzahl der Protonen im Atomkern;
Neutronenzahl N: Anzahl der Neutronen im Atomkern;
Massen- oder Nukleonenzahl A: gesamte Anzahl der Protonen und Neutronen im Kern.

(I.1a)
Natiirlich gilt die triviale Gleichung
Z + N = A. (L.1b)
Mithilfe dieser Zahlen lautet die iibliche Schreibweise fiir ein Nuklid
AXy  oder einfacher 45X oder (), (I.1c)

wobei X das ,chemische Symbol des Periodensystems fiir das Element mit Ordnungszahl Z ist. Wird
dieses Symbol verwendet, so ist die Ordnungszahl Z schon festgelegt: somit kann sie weggelassen
werden. Beispielsweise bezeichnen 208Pbisg, 205Pb und 2°Pb das gleiche Nuklid mit 82 Protonen
und 126 Neutronen.

Fast alle Kerne kénnen angeregt werden, wie Atome, so dass es manchmal verschiedene Nukli-
de mit denselben Z und N und einer Lebensdauer grofer als 107195 existieren kann, sogenannte
Isomere, die unterschiedliche Eigenschaften besitzen

Atomkerne mit gleicher Protonenzahl und unterschiedlichen Neutronenzahlen werden Isotope
genannt, z.B. '2C und C. Nuklide mit derselben Neutronenzahl und unterschiedlichen Protonen-
zahlen werden Isotone genannt, z.B. MC und 'O mit je 8 Neutronen. Schlieklich werden Nuklide
mit der gleichen Massenzahl und unterschiedlichen Anzahlen von Protonen (und daher auch von
Neutronen) werden Isobare genannt, z.B. *C und “N.

(D Als , Nuklid“ wird manchmal — wie z.B. durch die ITUPAC, vgl. die lentsprechende Seite in der online-Version
des “Gold Book” — explizit ein elektrisch neutrales Objekt definiert, d.h. nicht nur der Atomkern sondern das
ganze Atom einschliefslich der Elektronen. Dahingegen werden in der Liste der Energiezusténde solcher Nuklide die
atomaren Anregungszustinde nicht berticksichtigt, was dem Autor dieser Zeilen inkonsequent aussieht. Hiernach
wird Nuklid Synonym fiir Atomkern sein.

(2)Die untere Grenze der Lebensdauer ist natiirlich rein konventionell und hiingt vom Autor ab. Dazu beschrinken
einige die Bezeichnung ,Isomer” auf angeregte Zusténde.


http://dx.doi.org/10.1351/goldbook.N04257

1.2

4 Eigenschaften von Atomkernen

Die bekannten Nuklide (im Oktober 2021, etwa 3300 sind ,wohl charakterisiert) werden in
einer Nuklidkarte eingetragen, die ihre wichtigen Eigenschaften zusammenfasst: Stabilitdt bzw.
Halbwertszeit fiir instabile Atomkerne (vgl. Kap. Radioaktivitét); Haufigkeit der unterschiedlichen
Isotope fiir natiirlich vorkommende Nuklide; Zerfallsarten, mit ihren jeweiligen Wahrscheinlichkei-
ten falls der Atomkern verschiedenen Zerfallskanélen folgen kann (vgl. Kap. Radioaktivitit). Ei-
ne frei zugéngliche Nuklidkarte mit zusétzlichen Informationen findet man im Internet z.B. auf
http://www.nndc.bnl.gov/nudat3/|oder https://www-nds.iaea.org/livechart/.

GroBe des Atomkerns

Zur experimentellen Messung der Grofse eines Atomkerns werden meistens Streuexperimente durch-
gefiithrt: Dabei werden leichtere Projektilteilchen, deren Eigenschaften bekannt sind, an einem zu
charakterisierenden Ziel (auch Target genannt) beschleunigt. Nach der Wechselwirkung zwischen
Projektilen und Target werden die ersteren detektiert, wobei Informationen iiber das Target sowie
iiber die eigentliche Art der Wechselwirkung kénnen gewonnen werden.

\Detektor

Projektil

Ziel | Target
(hier als fest angenommen)

In diesem Abschnitt werden zunéchst einige Begriffe und Ergebnisse der Streutheorie dargestellt,
wobei die Diskussion auf eine klassische (d.h. nicht-quantenmechanische) Beschreibung beschrénkt
wird (Abschn. [[.2.1). Diese Resultate werden in Abschn. auf den Fall der Streuung an dem
Coulomb-Potential, erzeugt durch eine punktformige elektrische Ladung, entsprechend den Bedin-
gungen des historischen Rutherfordschen Streuexperiments. Die Verallgemeinerung des Formalismus
auf die Streuung an ausgedehnten Zielen wird in Abschn. [.22:3] diskutiert. Schlieflich werden in Ab-
schn. die experimentell gewonnenen Ergebnisse zur Grofte von Atomkernen vorgestellt.

I.2.1 Klassische Streutheorie

Die Streuprozesse, die hiernach von Interesse sein werden, sind elastisch, d.h. die zwei Teilnehmer
im Anfangszustand bleiben nach dem Stof unverdndert. Dazu wird das Potential, das die relevante
Wechselwirkung vermittelt, nur vom Abstand zwischen den Teilchen abhédngen. Bekannterweise ldsst
sich dann das Zwei-Korper-Problem nach FEinfithrung der Relativkoordinate und der reduzierten
Masse als Ein-Korper-Problem beschreiben, und zwar als die Streuung eines Teilchens an einem
festen Streuzentrum. Im fiir das Folgende relevanten Fall ist das Zielteilchen — entsprechend dem
zu untersuchenden Atomkern — viel schwerer als das Projektil, so dass die reduzierte Masse fast
gleich der Masse des letzteren ist, wéhrend das Streuzentrum mit der Position des Atomkerns
tibereinstimmdt.

In der klassischen Mechanik folgt ein Teilchen in seiner Bewegung einer Bahnkurve, mit deren
Hilfe einige charakteristischen Grofen sich definieren lassen (vgl. Abb. . Die asymptotischen
Richtungen der Flugbahn vor dem Stof (.einfallendes Teilchen mit Impuls p,) und nach dem
Stof (,auslaufendes Teilchen mit Impuls p,,,) definieren die Streuebene. Der Winkel 6 zwischen
Dein Und P, s, d.h. um den das einfallende Teilchen abgelenkt wird, heifst Streuwinkel oder auch
Ablenkwinkel. Man sollte darauf aufpassen, dass der Streuwinkel vom Bezugssystem abhéngt, in
dem die Streuung untersucht wird.


http://www.nndc.bnl.gov/nudat3/
https://www-nds.iaea.org/livechart/
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d2Q
@

p cﬂ% auslaufendes Teilchen

-
Pein
—

1b

einfallendes Teilchen

Streuzentrum |}

Abbildung 1.1 — Darstellung einiger Grofen zur Charakterisierung eines klassischen Streu-
prozesses.

Fiihrt man eine Referenzrichtung senkrecht zur (experimentell bekannten!) Flugrichtung der
einfallenden Teilchen ein, so wird der Impuls eines auslaufenden Teilchens neben 6 auch durch
einen Azimutwinkel ¢ charakterisieren. Dann kennzeichnen 6 und ¢ die auslaufende Flugrichtung
Teilchens vollstéandig. Echte Detektoren decken eine endliche Flache, entsprechend endlichen - und
p-Intervallen bzw. einem Raumwinkel 2. Im idealen Fall eines infinitesimal kleinen Detektors ist
das zugehorige Raumwinkelelement d?€Q durch

d*Q =sinfdhdy (1.2)
gegeben.

In klassischer Streutheorie definiert man noch den Stofparameter b, entsprechend dem minimalen
Abstand der einfallenden Teilchen zum Streuzentrum fiir den fiktiven Fall, wo es sich geradlinig
bewegen wiirden, statt abgelenkt zu werden, d.h. bei ausgeschalteter Wechselwirkung.

Berticksichtigt man auch den Azimutwinkel der Flugrichtung des einfallenden Teilchens, so kann
man den Stofsparameter als Vektor betrachten: b. Der Zweck der klassischen Streutheorie ist, die
Beziehung zwischen den fiir auslaufende Teilchen charakteristischen Grofen (6, ) und dem Stof-
parameter b, d.h. die Funktionen (0(5), go(g)), festzulegen.

Bemerkungen:
x In der Quantenmechanik, wo Teilchen keiner Bahnkurve folgen, verliert der Begriff des Stofipa-
rameters an Bedeutung.

* Higentlich ist der vektorielle Stofparameter b vollig durch seinen Betrag und einen Winkel cha-
rakterisiert, und zwar durch den (Polar)Winkel in einer Ebene senkrecht zur Flugrichtung der ein-
fallenden Teilchen. Es handelt sich somit um einen ,nur” zweidimensionalen Vektor.

Zur Quantifizierung der Wahrscheinlichkeit fiir bestimmte Prozesse werden Wirkungsquerschnit-
te benutzt. Somit charakterisiert der differentielle Wirkungsquerschnitt die Wahrscheinlichkeit da-
fiir, dass in einem Streuprozess die gestreuten Teilchen in ein Raumwinkelelement d?Q um eine

Richtung (6, ¢) emittiert werden (vgl. Abb. [[.2).
2

d
Genauer wird ﬁ(@, ) definiert durch

32 Anzahl der pro Zeiteinheit in d2$ gestreuten Teilchen
o

~ Anzahl der einfallenden Teilchen pro Flichen- und Zeiteinheit

Zum Ausdriicken der Anzahl d3 N, bzw. d3N,ys der in einem Zeitintervall d¢ auf eine Fliche
d2s$’ einfallenden bzw. durch eine Fliche d2$ ausfallenden Teilchen fithrt man den einfallenden bzw.
auslaufenden Teilchenfluss Jein, bzw. Jaus. Es wird daran erinnert, dass ein Teilchenfluss die Anzahl
der in der Zeiteinheit durch eine Einheitsflache fliegenden Teilchen darstellt. Dann gelten

d*Nein = |Join| 28" At bzw.  d*Naus = |Jaus| d2Sdt = [Jaus| r*d*Q dt, (1.3)
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—
]aus

d*$ = r*d*Q
Jein d
4
Einhcitsﬂéichc/
Abbildung 1.2 — Darstellung einiger Grofen zur Definition des differentiellen Wirkungs-
querschnitts.

wobei r den Abstand von d2$ vom Streuzentrum bezeichnet, und damit

d2U _ |jaus(7'a 97 90)’ T2

- = I.4
dQQ( 790) |‘Tein‘ ( )

Bemerkung: Die Teilchenzahlerhaltung fiir die Projektilteilchen hat zwei einfache Folgen, und zwar
die Proportionalitit |Jaus| o [Jein| — je mehr Teilchen am Target stofsen, desto mehr gestreut
werden — und |7hus(7, 0, )| o< 1/r? — entsprechend der Erhaltung der Anzahl der in ein gegebenes
Raumwinkelelement emittierten Teilchen. Somit ist die Definition in der Tat unabhéngig vom
Abstand r sowie vom absoluten einfallen Teilchenfluss.

Die Integration des differentiellen Wirkungsquerschnitt iiber den ganzen Raumwinkel ergibt den
totalen (elastischen) Wirkungsquerschnitt:

d%o
Otot = /sz(ea(P) d*qQ. (I~5)

Klassisch handelt es sich dabei um die (effektive) Schnittfliche des Ziels aus der Sicht eines ein-
fallenden Teilchens, wie sich am Beispiel der Streuung eines klassischen Teilchens an einer harten
Kugel illustrieren lasst.

Bemerkungen:
* Der Wirkungsquerschnitt hat die Dimension einer Flache; die typische Einheit in der Kern- und
Teilchenphysik ist das Barn, 1b = 10728 m?, sowie seine Teile (mb, ub, nb, usw.).

x In der Definition des differentiellen Wirkungsquerschnitts treten nur die gestreuten Teilchen auf.
In der Vorwiartsrichtung 8 = 0 kdnnen diese nicht von den durchlaufenden Teilchen experimentell
unterschieden werden, so dass der zugehorige Vorwértswirkungsquerschnitt nicht direkt messbar
ist, sondern nur durch Extrapolation des Wirkungsquerschnitts bei 8 # 0. Dazu kénnen Detektoren
nie den ganzen 4m-Raumwinkel um einen Streuzentrum decken. Somit ist der totale Wirkungsquer-
schnitt mehr ein theoretischer Begriff als eine messbare Grofe.

.2.1 b Geometrische Betrachtungen

Im Folgenden wird angenommen, dass das fiir die Streuung verantwortliche Potential kugel-
symmetrisch ist. Dann ist der Azimutwinkel des auslaufenden Teilchens gleich demjenigen vor der
Streuung, d.h. ¢ ist auch der Azimutwinkel von b, wihrend der Streuwinkel 6 nur vom Betrag b
abhéngt. Somit braucht man nur die Abhéngigkeit (). Im Prinzip hingt 6 auch von der Geschwin-
digkeit bzw. kinetischen Energie der Projektile ab; hier wird angenommen, dass alle einfallenden
Teilchen dieselbe kinetische Energie haben.
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Im néchsten Abschnitt werden wir eine Kraft zwischen Projektil und Ziel betrachten, deren
Stérke mit dem relativen Abstand abnimmt. Infolgedessen wird der Streuwinkel # mit steigendem
Stofsparameter b kleiner, d.h. d/db < 0.

Sei ein Flichenelement d2§’, abgegrenzt durch die Stofparameter b und b + db mit db > 0 und
die Azimutwinkel ¢ und ¢ +dep: d2S" = bdbdyp. Die auf d2S’ einfallenden Teilchen werden alle in ein
Raumwinkelelement d?Q) gestreut, das bei dem Abstand r einer Fliche d2$ entspricht: geometrisch
steht d2€2 in eineindeutiger Beziehung zu d2S’, vgl. Abb. Unter Beriicksichtigung der Tatsache,
dass df negativ fiir db > 0 ist, gibt die Beziehung einfach d2$ = —r?sinf df de.

< d2s

Abbildung 1.3 — Geometrischer Zusammenhang zwischen den durch die Projektilteilchen vor
bzw. nach der Streuung durchgeflogenen Flichenelementen, d25" bzw. d2S.

Da das Streuprozess elastisch ist, und somit die Teilchenzahl erhéilt, sind die Anzahlen der in
dt durch die Flichen d2$ und d2$’ fliegenden Teilchen gleich. Unter Nutzung der Beziehungen
ergibt sich dann

|Jein| bdbde = —|Faus(r, 0, )| r* sin 6 d6 dep.

Nach einfacher Umschreibung dieser Gleichung und Einsetzen in die Definition ([.4)) erhélt man die

Beziehung
d?c b db

@(9 ) = Tsnodo’
unabhéngig von der spezifischen Wechselwirkung zwischen Projektil und Ziel. Somit ist der diffe-
rentielle Wirkungsquerschnitt vollig durch die Funktion b(f) bzw. durch die Umkehrfunktion 6(b)
und ihre Ableitung bestimmt.

(1.6)

1.2.2 ,,Rutherfordsches* Streuexperiment und Entdeckung des Atomkerns

Ein wichtiges Beispiel von Anwendung der klassischen Streutheorie ist die elastische Streuung
von elektrischen Punktladungen ¢ mit Masse m an einem punktférmigen Ziel mit der elektrischen
Ladung @ und einer sehr viel groferen Masse.

In diesem Fall herrscht zwischen den an den Stof teilnehmenden Teilchen die elektromagnetische
Wechselwirkung. Genauer unterliegen die Projektile der Coulomb-Kraft

= q@Q

Feou = 471'607“2 €r (17)

mit dem Abstand r zum Ziel und dem radialen Einheitsvektor €, in Richtung vom Ziel zum Projektil.
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Unter Beriicksichtigung der Erhaltungssédtze — hier Energie und Drehimpuls — und Anwen-
dung des Newtonschen Gesetzes findet man die Beziehung zwischen dem Stofparameter b und dem
Streuwinkel 6

qQ

b(f) = ———— cot Q (1.8)

- dregmu? 2’

wobei v der Betrag der asymptotischen Geschwindigkeit des Projektils ist.

Sei ¢ der (Polar-)Winkel zwischen der asymptotischen Flugrichtung des Projektils und €,. Die
Position 7(t) des Projektils zur Zeit ¢ wird von r und ¢ charakterisiert und seine Geschwindigkeit
lautet

di(t)  dr(t) do(t) .

- r ti )
dt a =g %

wobei & senkrecht auf &, ist (vgl. Abb. [[.4).

y

@&(

Y

Vein 9 P I T
b /ﬂ

Abbildung 1.4 — Koordinatensysteme fiir die Beschreibung der Streuung.

Im ,Anfangszustand“ vor dem Streuprozess (t = —oo) ist das Projektil bei r = oo, ¢ = 7
mit Geschwindigkeit Uein = |Ucin| €z Im Endzustand (t = 4o00) gelten r = oo, ¢ = 6
Uaus = |VUaus|(cos O €, +sin b &,).

Die Erhaltung der gesamten Energie im#2, = im@2,, — im Unendlichen verschwindet die
Coulombsche potentielle Energie — gibt sofort |Usin| = |Taus| = v.
Wiederum lautet der Bahndrehimpuls
r = dF(t> 2 d¢(t) -
L(t) = t = t)"———¢€,
(1) = mi(t) x T = (124
so dass seine Erhaltung zwischen dem Anfangszustand [I_:(foo) = —mb|Uein| €, = —mbv €z] und
dem Zeitpunkt ¢ fithrt zur Gleichung
do(t b
do(t) _ v (L9)
dt r(t)2

Dann lautet die Bewegungsgleichung md?#/dt? = Feoul.. Nach Projektion auf die x-Achse
kommt fiir die z-Komponente v, (t) der Geschwindigkeit d7(t)/dt

dog(t) q@Q
= t).
dt dmegmr(t)? cos ¢(1)
Dividiert man diese Gleichung durch Gl. (L.9)), so ergibt sich

dvg — ﬂ cos ¢

diqﬁ N _47regmbv

d.h. die Bahnkurve wird nicht mehr durch die Zeit ¢, sondern durch den Polarwinkel ¢ parame-
trisiert. Die Integration von ¢ = 7, entsprechend v, = v, bis ¢ = 6, d.h. v, = vcos#, gibt

qQ

B 4megmbu

o qQ sin 0
" dregmuv2 1 — cosf’
was unter Verwendung {iblicher trigonometrischer Identitéten zur Gl. (L.8) fiihrt.

v(cosf — 1) = sin 6,

d.h.
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Nach Ableiten von b(f) [Gl. (L8]] liefert Gl. den differentiellen Wirkungsquerschnitt fiir

das Problem und zwar )
d?o 1 qQ 1
0 < ) ( Ve (I.10a)

(1279( 7SO) - TG 47‘(’60 %mvz Sini)

ein, so ergibt sich die sogenannte

Fiihrt man die kinetische Energie des Projektils Fyj, = %mv2

Rutherfordsche Streuformel

@( 7@) B T6 4meg Eyin sing)4

& 1( () )2( L (1.10b)

Tatséchlich hat E. Rutherford diese Form des differentiellen Wirkungsquerschnitts benutzt, um die
Ergebnisse von durch H. Geiger und E. Marsden durchgefiihrten Experimenten [12] zu interpretie-
ren Die charakteristische (sin g)fﬁl—Abhéingigkeit in Gl stimmt nédmlich mit der Verteilung
des Streuwinkels gemessen in Streuung von a-Teilchen — d.h. 5He-Kerne — an diinnen Gold- bzw.
Silber-Folien iiberein, vgl. Abb.

® Au-Target
m Ag-Target

Szintillationszahl

pond v vl vl vl il

100

—_
(e
UNLILELRLLL B R L R AL B R ELIL R R RLLL B R R

! ! !

1OO 45 90 135 180
Streuwinkel 6 (Grad)

Abbildung 1.5 — Winkelverteilung elastisch gestreuter a-Teilchen an Gold bzw. Silber, ver-

glichen mit den entsprechenden Rutherfordschen Wirkungsquerschnitten, Gl. ([.10b]).

Dabei hat Rutherford argumentiert, dass jedes a-Teilchen dank der Diinne der Targets in den
meisten Féllen nur an einem einzelnen Atom stof$t. Somit wird ,Vielfachstreuung® vermieden, was
die Modellierung vereinfacht. Der Stofs zwischen einem a-Projektil und einem Gold- bzw. Silber-
Atom wurde dann als elektromagnetische Streuung einer Punktladung ¢ = ze mit z = 2 an einer
Punktladung Q = Ze mit Z = 79 bzw. Z = 47 modelliert, wobei e = 1,6 - 10717 C die Elementarla-
dung ist. Dementsprechend sollte der Wirkungsquerschnitt flir Stofse an Gold grober als fiir
Stofse an Silber sein, was auch experimentell gefunden wurde.

Einfache Uberlegungen liefern den kleinsten Abstand — bei gegebener kinetischer Energie des
Projektils — zwischen Projektil und Streuzentrum in einem Stofs. Offensichtlich wird dieses Mini-
mum fiir Stéfe mit verschwindendem Stofparameter b erreicht, d.h. wenn das Projektil direkt auf
das Ziel fliegt. Die zugehorige Bahnkurve wird in Abb. [[.6] dargestellt: indem das Projektil sich dem
Streuzentrum néhert, wird es durch die Coulomb-Abstoftung abgebremst, bis seine Geschwindig-
keit v, null wird und ihr Zeichen &ndert, was genau im Punkt des kleinsten Abstands ryi, (b = 0)
passiert. Danach fliegt das Projektil zuriick, entsprechend einem Streuwinkel 6 = .

(®)Die Experimente sind in Ref. [7] Experiment 6 beschrieben.
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7=0
b=0——————> — -« —
"min Streuzentrum

Abbildung 1.6 — Flugbahn eines Projektilteilchens mit Stofsparameter b = 0.

Driickt man die Energieerhaltung Eyot = Ecou(r) + Ekin(r) fiir das Projektilteilchen aus, so ist
die Gesamtenergie lange vor oder nach dem Stofs Fiot = Eyin(r=00) und im Punkt 7pin(b=0) des
minimalen Abstands Eiot = Ecoul(min(b=0)). Unter Berticksichtigung der Form der potentiellen
Energie im Coulomb-Feld Ecou(r) = q@Q/(4mepr) kommt

qQ
——————— = Fiin(r=00). .11
4Amenrmin(b=0) kin (= 00) (L11)
Im Geiger-Marsden-Experiment galten ¢ = 2e, Q = 79e (fiir Streuung an Au-Atomen) und fiir
die kinetische Energie der a-Teilchen Ey,(00) = 7,7MeV. Diese Werte fiihren zu einer minimalen
Entfernung rmin(b=0) ~3-10"*m = 30 fm

Aus der Ubereinstimmung zwischen den experimentellen Ergebnissen und seiner Modellierung
konnte Rutherford schliefsen, dass positive Ladungstrager in Gold-Atomen sich in einem kleinen Be-
reich mit Radius kleiner als etwa 30 fm befinden. Dazu konzentriert sich fast die ganze Atommasse
in diesem Bereich, dessen elektrische Ladung Ze genau gleich das Negative deren der Z Elektronen
des Atoms ist. Anhand dieser Ergebnisse hat Rutherford sein planetarisches Atommodell vorgeschla-
gen [13], in welchem Atome aus einem kleinen positiv geladenen Kern und einer Elektronenhiille
mit typischem Radius von etwa 1071° m bestehen.

Die charakteristische Gréfse von Atomen lief sich schon frither abschétzen. Laut dem Gesetz von
Avogadro (1811) enthalten Gase bei gegebenen Drucken und Temperaturen in gleichen Volumina
die gleiche Teilchenzahl. In 1865 konnte Loschmidt die Anzahl der in einer Volumeneinheit
enthaltenen Molekiillen — oder &dquivalent die Loschmidt- / Avogadro-Zahl — ermitteln und
somit fiir Atome eine Gréfenordnung von ca. 1071% m berechnen.

Nach seiner Entdeckung des Elektrons (1897) schlug J. J. Thomson in 1904
sein “plum-pudding model” des Atoms vor, in dem die Elektronen — &dhnlich
den Rosinen in einem Teig — sich in einem kontinuierlichen Medium positiver
Ladung homogen verteilen, das so groft wie das ganze Atom ist. Die Masse
eines solchen Atoms sammelt sich nicht in einem geringen Bereich, so dass
das Modell durch die Geiger—-Marsden-Experimente widerlegt war. lm

Bemerkungen:

x Die Rutherford-Streuformel (I.10b)) ldsst sich giinstig mithilfe der elektromagnetischen Feinstruk-
turkonstante o = e?/(4mwephc) ~ 1/137 umschreiben, indem die Ladungen ¢ und @ durch ze und
Ze ersetzt werden. Im System ,natiirlicher Einheiten der theoretischen Physik, in dem h =c¢ =1,

gilt somit
(1270(0 ) = i 2Za\ 1

*x Die Rutherfordsche Streuformel fiithrt zu einem unendlichen totalen Wirkungsquerschnitt: fiir

kleine Streuwinkel 6 ist sing ~ g, wihrend d%€) = sin 6 df dy, so dass das Integral in GI. wie

6~2 divergiert. Der Grund dafiir ist die ,inendliche Reichweite* des durch den isolierten Atomkern
erzeugten Coulomb—Potentials

(D Die fiir die Kernphysik giinstigen Einheiten und ihr Zusammenhang zu denen des SI-Systems werden in Abschn.m
zusammengefasst.

(®) .. was technisch bedeutet, dass 7 V(r) fiir r — oo nicht gegen Null geht.
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In einem Atom schirmen die negativ geladenen Elektron die positive Ladung des Kerns fiir Absténde
grofer als die typische Groke des Atoms ab. Diese Abschirmung des Potentials fithrt zu einer An-
derung des differentiellen Wirkungsquerschnitts fiir kleine Streuwinkel, woraus d2o /d2€ nicht mehr
divergiert. Die entsprechende Anderung ist fiir iibliche Energien in der Kernphysik vernachlissigbar.

Wiederum war die kinetische Energie der a-Teilchen in den Geiger—Marsden-Experimenten hoch
genug, damit die Teilchen tief in die Atome eindringen und die ,nackten” Atomkerne sehen konnten.
Der kleinste Abstand rpyiy (b) der Bahn des a-Teilchens vom Kern betridgt ndmlich

Fanin (b) = %{rmm(bzm V(=02 1 4], (L12)

wobel rmin(b=0) durch Gl. (I.11) gegeben ist. kann wie folgt berechnet werden. Dabei kann der
Stofsparameter durch den Streuwinkel ausgedriickt werden, vgl. Gl. , die sich leicht umschreiben
liisst als b(0) = 17min(b=0) cot §, woraus

1 1

7ﬁmin(‘g) - irmin(bzo) <1 + N 9> (113)
S1n 5

folgt. Auch fiir den kleinsten durch Geiger und Marsden gemessenen Streuwinkel (f = 5°) kommen

a-Teilchen weniger als 500 fm nah am Kern, d.h. tief ins Innere des Atoms.

Beweis der Beziehung ([.12):
folgt aus der Erhaltung des Bahndrehimpulses: L(co) = L(7min)-

* Die oben dargestellte Berechnung von Rutherford erfolgte im Rahmen der klassischen Mechanik.
Im Nachhinein stellt sich die Frage, ob eine quantenmechanische Beschreibung des Streuprozesses
nicht sinnvoller wére. In diesem besonderen Fall ergibt jedoch eine solche Berechnung dank einigen
Umsténden dasselbe Ergebnis (in der ,Bornschen Ndherung®, d.h. in Storungsrechnung zur erster
Ordnung) wie die klassische Beschreibung. Erstens war im historischen Rutherfordschen Streuexpe-
riment die mit dem a-Teilchen assoziierte Wellenléinge A\ = hic/v/2mEy, viel kleiner als der kleinste
Abstand zwischen Projektil und Ziel: fiir Fy;, = 7,7MeV ist A ~ 1fm < ryin, so dass die ,wellenar-
tige' Natur der Teilchen hier keine Rolle spielt. Dazu hat das a-Teilchen den Spin 0: fiir die Streuung
spinbehafteter Teilchen nimmt der Wirkungsquerschnitt eine (leicht) unterschiedliche Form an —
obwohl der Unterschied noch fiir relativistische Projektile eine Rolle spielt.

Aus den Geiger—Marsden-Experimenten ldsst sich nicht auf eine endliche Gréfse des Atomkerns
schlieffen, da die Ergebnisse sich mit denen fiir Streuung an einem punktférmigen Ziel ibereinstim-
men. Somit ist nur bekannt, dass der Kernradius kleiner als der kleinste Abstand 7p;n zwischen
a-Teilchen und Kernen ist.

1.2.3 Streuung an ausgedehnten Verteilungen

Die Beziehung weist darauf hin, wie Information iiber die Ausdehnung des Atomkerns
kann gewonnen werden. Somit kann man entweder Kerne mit kleinerer Ladungszahl Z = @Q/e ver-
wenden, um die Coulomb-Abstofsung zu verringern, oder Projektile mit hoherer kinetischen Energie
benutzen. In beiden Féllen kann das Projektil ndher am Kern kommen und den Einfluss eines nicht-
verschwindenden Radius spiiren, woraus eine Abweichung von der Rutherfordschen Streuformel
folgt.

Sei zunéchst angenommen, dass die an Atomen gestreuten Projektile mit dem Atomkern nur
elektromagnetisch wechselwirken. Im Nachhinein ist bekannt, dass dies nicht der Fall fiir a-Teilchen
ist, die auch mit dem Kern durch die starke Kernkraft wechselwirken. Im Gegensatz dazu unterliegen
Elektronen nicht der starken Wechselwirkung, so dass ihre Streuung meistens durch die elektroma-
gnetische Kraft verursacht wird Qualitativ gesehen wird das in den Kern eindringende Projektil

(®)Eigentlich unterliegen Elektronen auch der schwachen Kernkraft, die hier aber vernachlissigbar gegeniiber die

elektromagnetische Wechselwirkung ist.
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eine geringere elektrische Ladung spiiren, als wenn der Kern punktférmig wére, so dass es weniger
abgestofen bzw. gestreut ist. Somit kann man bei festem Streuwinkel 6 erwarten — vorausgesetzt
dieser Winkel grofs genug ist, damit der mit GIL. berechnete entsprechende Wert des klein-
sten Abstands des Projektils vom Streuzentrum ryin(0) kleiner als der Kernradius ist —, dass der
zugehorige differentielle Wirkungsquerschnitt d?o/d?Q(6) vom Wert fiir Streuung an einem punkt-
formigen Ziel abweicht. Genauer sollte d2o/d?Q(0) kleiner als fiir Stofe an Punktladungen sein:
das Verhéltnis des Wirkungsquerschnitts fiir Streuung an einer ausgedehnten Ladungsverteilung
zum Wirkungsquerschnitt fiir Streuung an einer Punktladung sollte ab einem gewissen Wert von 6
kleiner als 1 werden, wie in Abb. [[.7 schematisch dargestellt wird.

a(0)
OPunkt (6)
1

L T e
o
=)

Abbildung 1.7 — Verhéltnis des differentiellen Wirkungsquerschnitts [hier der Kurze halber
als 0(0) bezeichnet| fiir Streuung an einer ausgedehnten Ladungsverteilung zu jenem fiir
Streuung an einer Punktladung.

Eigentlich wurde ein solches Verhalten experimentell beobachtet, z.B. in Streuexperimenten mit
a-Teilchen mit Ey;, = 22 MeV an verschiedenen Kernen wie Gold (}TAu) oder Blei (2*®Pb) [14].
Dabei wird das Verhéltnis kleiner als 1 fiir . ~ 90°, entsprechend dank GI. und einem
kleinen Abstand der a-Teilchen vom Kernzentrum von etwa 10 fm.

Bemerkung: Anstatt eine Abweichung von punktférmigen Fall ab einem gewissen Streuwinkel fiir
feste kinetische Energie zu betrachten, kann man auch den Streuwinkel 6, festlegen und die kinetische
Energie variieren lassen. Dann soll die Abweichung ab einem Wert E. von FEiy;, auftreten. Genauer
soll der differentielle Wirkungsquerschnitt d?c/d2Q () fiir Eyx, < E. wie Ek_uz1 skalieren, wie in
Gl 1D zu sehen ist, wihrend das Skalenverhalten fiir hohere kinetische Energien nicht mehr gilt
(s. Abb. . Aus dem Wert E. der kinetischen Energie, fiir die das Ek_ii—Skalieren verletzt wird,
kann die Grofse des Kernradius abgeschétzt werden.

Elektrischer Formfaktor

Fiir eine mehr quantitative Beschreibung der Ausdehnung des Ziels sowie der zugehorigen Ladungs-
verteilung ist es zunéchst giinstig, den differentiellen Wirkungsquerschnitt durch den Impulsibertrag
zu beschreiben. Dabei ist der Letztere durch § = pg;,, — Py definiert, mit g, bzw. p,, dem Impuls
des einfallenden bzw. gestreuten Projektils:

N
Pein
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&
d2Q

|

|

! -

Ec Ekin

Abbildung 1.8 — Verletzung des El;?l—Skalierens des Rutherfordschen Wirkungsquer-
schnitts bei festem Streuwinkel 6.

Im Fall einer elastischen Streuung gilt |F,.s| = |Pein|; 50 dass |g] = 2|Peiy| sing — der Dreieck mit
Seiten Pyiys Dans URd ¢ ist ndmlich gleichseitig.

Mithilfe der Gleichung Fig, = |Pein|?/2m und der obigen Beziehung zwischen Py, und g lisst
sich die Rutherfordsche Streuformel leicht durch ¢ ausdriicken als

d27‘7(~)_ ¢Q Y 4m”
R A dreg ) |G+

Allgemeiner kann man jeden differentiellen Wirkungsquerschnitt fiir die durch die Coulomb-
Kraft vermittelte elastische Streuung an einem punktformigen Streuzentrum durch den Impuls-
iibertrag ausdriicken, egal, ob man relativistische oder quantenmechanische Effekte berticksichtigt.
Sei d%0/ dQ(@)‘Punkt dieser Wirkungsquerschnitt. Fiir die Streuung an ausgedehnten Zielen gilt

(1.14)

d%o L d%c
ﬁ(Q) = F?(9) @(Q) (L.15)
Punkt

wobei F2(§) der elektrische Formfaktor des Ziels ist, der mit der im niichsten Paragraph diskutierten
elektrischen Ladungsdichteverteilung pe (7) verkniipft ist:

2

o 1 o ia .
F%@:\Q/ﬁmmeqmd% (L.16)

(Wenn ich Zeit finde, werde ich diese Formel weiter erkldren. N.B.)

1.2.4 Dichteverteilungen von Atomkernen

1.2.4 a Ladungsdichteverteilun

Zur Beschreibung eines ausgedehnten elektrisch geladenen Bereichs, insbesondere eines Atom-
kerns, ist mehr als seine Gesamtladung () erforderlich. Die ganze nétige Information ist in der elek-
trischen Ladungsdichteverteilung pei(7) enthalten, die so definiert ist, dass das Produkt pe (7) d3#
die Ladung im Volumenelement d37 um den Punkt 7 darstellt. Integriert iiber den ganzen Raum
soll die Ladungsdichteverteilung die gesamte Ladung () ergeben, entsprechend der Normierung

/wﬁm%zQ. (117)

Experimentell liefern differentielle Wirkungsquerschnitte nicht genau pej(7), sondern das Be-
tragsquadrat deren Fourier-Transformierten, Gl. ([.16)). Solche Wirkungsquerschnitte fiir Streuun-
gen verschiedener elektrisch geladener Projektile — insbesondere von Elektronen, die der starken
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Wechselwirkung nicht unterliegen — an unterschiedlichen Atomkernen wurden sorgféltig gemes-
sen)”)| woher sich die elektrischen Formfaktoren der Kerne durch Gl. (I.15) gewinnen lassen. Aus
F?(§) ergibt sich dann die Ladungsdichteverteilung jedes einzelnen Kerns.

Fiir ,leichte Atomkerne mit Massenzahl A < 20 lassen sich die so erhaltenen Ladungsdichte-
verteilungen in erster Naherung gilinstig mit Gauftsche Verteilungen

3
— 1 2 77.2 2
per(T) = po (TFR2> e /R (1.18)

anpassen, wobei wie iiblich r = |F |

Fiir schwerere, nicht-deformierte (vgl. Bemerkung unten) Kerne mit A > 20 und Ladung Ze
liefert die in Abb. dargestellte Woods—Sazon-Verteilung (auch manchmal Fermi-Verteilung ge-
nannt)

Poo(Z, A)
1+exp (T_R%)

eine sehr gute Naherung. Dabei hdngen die Parameter wie folgt von Massen- und Ladungszahl ab.

pel.(F) = (1'19)

pel.(r)

RI/Q r
Abbildung 1.9 — Verlauf einer Woods—Saxon-Verteilung (I.19)).

e poo(Z,A) =0,17Ze/A C-fm~3 ist ungefiihr gleich der Ladungsdichte im Zentrum des Kerns;
e die Dicke § der Randzone kann als unabhéngig vom Kern angenommen werden, § = 0, 545 fm;

® Ry/s, entsprechend dem Abstand, wo die Halfte der Ladungsdichte im Kernzentrum vorliegt,
nimmt mit der Massenzahl A zu.

Eine niitzliche Erfassung von Parametrisierungen der Ladungsdichteverteilungen verschiedener sta-
biler Atomkerne befindet sich in Ref. [16].

Bemerkung: Die oben angegebenen Gaufische und Woods—Saxon-Ladungsdichteverteilungen be-
schreiben offensichtlich kugelsymmetrische Kerne, denn die Verteilungen hdngen nur vom Abstand
zum Kernzentrum r ab. Wie im spéter kommenden Abschnitt detaillierter diskutiert wird ist
diese Annahme fiir den grofsen Teil der stabilen Kerne eine gute Ndherung. Bei manchen sog. defor-
mierten Kernen treten jedoch erhebliche Abweichungen von der Kugelsymmetrie auf, z.B. bei Uran.
Dann ist ein Umdrehungsellipsoid eine bessere Approximation an der (durch die Ladungsverteilung
dargestellten) Gestalt des Kerns.

(Mz.B. durch R. Hofstadter und seine Mitarbeiter; vgl. Experimente 19-20 in Ref. [7] sowie Ref. [15].
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Aus Streuungen bei kleinen Impulsiibertragen |g] lasst sich tatsdchlich nur der quadratisch ge-
mittelte (,root mean square“ = rms) Radius gewinnenj®

rip(r) d*F
R} = / = (7?).

/ p(7) d*F

Oft gibt man anstatt R,ys den dquivalenten Radius R, einer homogen geladenen Kugel mit dem-
selben (r?) an, d.h. R? = gRQ Experimentell gilt R, ~ rgA'/? mit ro = 1,340, 1 fm.

rms-*
Schlieflich wird noch ein zusétzlicher Radius eingefiihrt: R, ist der dquivalente Radius einer
homogen geladenen Kugel, die iiberall die Ladungsdichte poo(Z, A) hat, so dass Ze = 37 R3poo(Z, A).
Mit dem oben gegebenen experimentell gewonnenen Wert fiir po(Z, A) ist Rs = 1, 128 AY/3 fm.

Bemerkungen:

s Der Definition nach ist Ry genau proportional zu A/3 fiir alle Atomkerne, withrend die entspre-
chende Proportionalitdt fiir R/, oder R. nur anndhernd ist.

*x Durch das Ersetzen von einem Elektron eines Atoms durch ein Myon — Elementarteilchen mit
elektrischer Ladung —e und Masse m,, ~ 207m, — wird ein myonisches Atom erzeugt. Wegen seiner
viel groferen Masse ist das Myon stérker gebunden am Kern als ein Elektron, sodass seine Aufent-
haltswahrscheinlichkeit im Inneren des Atomkerns grof wird. Beispielsweise betrdgt der Bohrsche
Radius der Myonenbahn um einen Blei-Kern etwa 3 fm, im Vergleich mit dem Kernradius Rs ~ 7 fm.
Somit spiirt das Myon wahrend eines grofen Teils seiner Bahn ein schwécheres Coulomb-Potential,
als wenn der Kern punktformig wére, was seine Bindungsenergie verringert. Folglich liefert die Mes-
sung der Bindungsenergie des Myons eine Abschéitzung des Kernradius [17] — oder genauer von
Rips.

I.2.4 ¢ Kerndichteverteilun

Der grofse Vorteil der Streuexperimente von Elektronen an Kernen besteht darin, dass dabei die
einzige Wechselwirkung zwischen Projektil und Target elektromagnetischer Natur ist und somit gut
bekannt. Andererseits sind solche Streuungen nur gegeniiber die Verteilung der elektrisch geladenen
Protonen empfindlich, liefern aber keine Auskunft iiber die Neutronen

Kollisionen von relativistischen Protonen mit kinetischer Energie Fy;, ~ 1 GeV ermdglichen
jedoch die Messung der gesamten Teilchendichteverteilung im Kern unter Bertiicksichtigung der
elektromagnetischen Kraft zwischen dem gestreuten Proton und denjenigen im Kern, deren Vertei-
lung unabhéngig durch Elektronenstreuung messbar ist [I7]. Somit erhdlt man auch die Verteilung
der Neutronen. Bei Kernen in der Ndhe des S-Stabilitdtlinie (s. Abschn. und einem ge-
ringen Neutroneniiberschuss wird in guter Naherung kein Unterschied zwischen den Protonen- und
Neutronenverteilungen beobachtet.

Anhand neuerer Methoden — Paritétsverletzende Elektronstreuung [I8] oder die Photoerzeu-
gung von m-Mesonen [I9] — wurde eine kleine ,neutron skin“, entsprechend einem groferen
Radius fiir die Verteilung von Neutronen als fiir jene von Protonen, im neutronenreichen 2°8Pb-
Atomkern beobachtet, wobei die Differenz der Radien je nach dem Experiment zwischen etwa
0.15 und 0.3 fm betragt.

— ;) 2
(®)Die Taylor-Entwicklung des Formfaktors ([.16) bei ¢ = 0 gibt némlich F%(q) = |1+ i@ - <T—FLQ>|(ﬂ2+ ---|, wobei
)
der lineare Term fiir eine kugelsymmetrische Ladungsverteilung verschwindet.
(S’)Eigentlich erzeugen die magnetischen Dipolmomente der Neutronen Dipolfeldpotentiale, deren Stirke aber viel

kleiner ist, als jene des durch die Protonen erzeugten Coulomb-Potentials.
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In Zusammenfassung ist die Nukleonendichte in einem nicht-deformierten Atomkern mit A = 20

in guter Ndherung durch
Moo

1+ exp (%)

gegeben, wobei R;/; mit der Massenzahl A zunimmt, wihrend n, entsprechend ungefihr der
Teilchendichte im Kernzentrum, unabhiingig von A ist: no, = 0,17 Nukleon/fm?3, was zum oben
angegeben Wert von poo(Z, A) [s. unten Gl ([.19)] fihrt. n., wird Sdttigungsdichte genannt.

n(r) = (1.20)

Bemerkung: Da die Masse eines Nukleons etwa 1,67 - 10727 kg betréigt, vgl. Abschn. und
entspricht 7., einer Massendichte von 2,8 - 107 kg-m 3.

1.2.4 d Weitere Bemerkungen

In diesem Abschnitt wurden (beinahe) sphérische Atomkerne betrachtet, entsprechend der an-
genommenen Kugelsymmetrie der Dichteverteilungen ([.18)), (.19) oder ([.20)), die nur von r = |7|
abhéngen. Manche Nuklide sind aber ,deformiert, sogar im Grundzustand, was bedeutet, dass ihre
Gestalt stark von derjenigen einer Kugel abweicht. Experimentell spiegeln sich solche Abweichungen
von der Kugelsymmetrie in Momenten der Ladungsdichteverteilung wider (§ .

Die oben beschriebene Methode zur Messung der (Ladungs-)Dichteverteilung eines Kerns mit
Hilfe von Streuexperimenten beruht stillschweigend auf der Annahme, dass der zu messende Atom-
kern lange genug lebt, um als Ziel benutzt zu werden. Bei manchen Nukliden ist diese Annahme
nicht erfiillt, insbesondere bei denjenigen, die in der Nidhe der Grenzen des Stabilitdtsbereichs liegen.

Solche Kerne, wenn sie sehr neutronenreich bzw. protonenreich sind, besitzen manchmal seltene
Zerfallsarten durch die gleichzeitige Emission zweier Neutronen bzw. Protonen (§ Durch
eine sorgfiltige Analysis der gemessenen Kinematik der Zerfallsprodukte kann Information iiber die
Struktur des zerfallenden Kerns gewonnen werden. Somit wurde bei einigen Kernen ungew6hnlich
langreichweitige Dichteverteilungen entdeckt: dabei bewegen sich ein paar Neutronen bzw. Protonen
im Mittel sehr weit vom Kernzentrum — sollte man schreiben, weit vom Kern des Atomkerns? —
und bilden somit eine Art ,Halo* um den Rest der Nukleonen [20]. Beispiele solcher sog. Halo-Kerne
sind 11Li (Halo aus zwei Neutronen) oder §B (Halo aus einem einzelnen Proton).

In der Kernphysik sind Dichteverteilungen, wie die Wirkungsquerschnitte, statistische Grofsen,
gewonnen aus der Wiederholung vieler identischer Experimente. Dementsprechend kénnen sie als
(unnormierte) Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen interpretiert werden: die Wahrscheinlichkeit,
dass sich ein Nukleon im Volumenelement d37 um den Punkt 7 befindet, ist proportiona zum
Produkt n(7)d37, mit n der Nukleonendichteverteilung im Kern. In Ubereinstimmung mit dieser
Interpretation ist n(7) in quantenmechanischen Modellierungen des Atomkerns proportional zum
Betragsquadrat der Wellenfunktion der A Nukleonen des Kerns.

Im Gegensatz ist die eigentliche Verteilung der Nukleonen in einem gegebenen Kern zu einem
gegebenen Zeitpunkt nicht durch n(7) gegeben, sondern durch die Summe {iber alle Nukleonen
von §®) (7 — 7;(t))-Termen, wobei 7;(t) die Position zur Zeit ¢ des i-ten Nukleons bezeichnet.

Masse des Atomkerns

Eine zweite Grundeigenschaft von Atomkernen, neben ihrer Grofe, ist ihre Masse, deren Messung
fiir eine gegebene relative Genauigkeit in der Tat einfacher ist. Eigentlich spielt die Masse des
Kerns schon eine Rolle in der Bestimmung des Radius, denn sie legt die reduzierte Masse fiir das
aquivalente Ein-Korper-Problem fiir die Streuung eines Projektils am Kern fest. Dazu stellt sich die
Masse als wichtig heraus, weil sie Auskunft iiber die Stabilitdt des Nuklids gibt.

(19 Der Proportionalitétsfaktor ist einfach 1/A, denn n(7) ist auf die Nukleonenzahl A des Kerns normiert.
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Bemerkung: Hiernach bezeichnet m(Z, N) bzw. m(Z, A) die Masse der ,nackten Atomkernen, d.h.
von vollig ionisierten Atomen. In manchen Lehrbiichern wird an deren Stelle die Masse m/(Z, A)
des Atoms, einschliefilich der Z Elektronen, verwendet. Dies fiihrt zu einigen Unterschieden, die im
Folgenden rechtzeitig diskutiert werden.

1.3.1 Grundlagen der Massenmessung

Die ersten Messungen der Masse des Atomkerns fanden parallel zu dessen Nachweis statt und
fithrten schnell zur Entdeckung der Existenz von Isotopen (J. J. Thomson 1912) und zu ihrer
systematischen Untersuchung (Aston 1919, vgl. Experiment 9 in Ref. [7]).

Die meisten frithen Methoden zur Massenbestimmung beriihren auf demselben einfachen Grund-
prinzip, das in mehreren Messapparaten — Massenspektrometer bzw. Massenspektrographen —
implementiert wurden, insbesondere durch Mattauch Dabei fliegt der Kern durch zwei aufein-
anderfolgende Filter, die seine kinetische Energie Ey;, (Energiefilter) und seinen Impuls |p] (Impuls-
filter) prézis auswéhlen, wie unten schematisch dargestellt wird. Dann wird die Masse einfach durch
m = |p]? /2B, — im nicht-relativistischen Fall — gegeben (vgl. Experiment 26 in Ref. [7]).

Energiefilter Impulsfilter

Der Ablenkwinkel ¥ der Flugrichtung des Kerns ~ Der Ablenkwinkel ¢ am Ausgang des Gebiets
(Ladung ¢) am Ausgang des Gebiets (Linge L,  (Ldnge L', elektrisches Feld &3 = 0, gleichméfi-
gleichméfiges elektrisches Feld &1, verschwin-  ges magnetisches Feld %5) ist gegeben durch
dendes magnetisches Feld %81) ist gegeben durch (PBoll Bl

g61L _ ¢61L A Pl
2mv?  4E,

tand =

Mit solchen Methoden werden relative Genauigkeiten von etwa 107 -107° erreicht. Genauere
Messungen sind mit sog. Flugzeitmassenspektrometern notig: dabei werden die Kerne in einem Be-
reich (Lénge L) durch eine konstante Spannung beschleunigt, und die Zeit zum Durchlaufen des
Gebiets liefert das Masse-zu-Ladung-Verhéltnis m/q.

Um eine noch hohere Genauigkeit zu erreichen sind andere Messmethoden nétig [22], wie z.B.
die Verwendung einer Penning-Falle (vgl. Ref. [23] und das darin enthaltene Literaturverzeichnis).

1.3.2 Bindungsenergie

Die Masse eines Nuklids mit A Nukleonen ist ungefdhr proportional zu A — was die Bezeich-
nung ,Massenzahl“ rechtfertigt —, entsprechend den fast gleichen Massen von Proton und Neutron

(vgl. Abschn. und [1.5.3).

Genauer ist die Masse m(Z, N) eines gebundenen Atomkerns mit Z Protonen und N Neutronen
immer kleiner als die Summe der Massen seiner Bausteine:

m(Z,N) = Zmy + Nmy, — Am(Z,N), (I.21)

wobei m,, bzw. m,, die Masse des Protons bzw. Neutrons bezeichnet und Am(Z, N) > 0 der sog.
Massendefekt ist. Indem die Neutronenzahl N durch A — Z ersetzt wird, erhélt man die alternative

<JJ>Vgl. Ref. |21} Kap. 3] fiir einen Uberblick iiber verschiedene Methoden und die entsprechenden Messapparate.
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Schreibweise
m(Z,A) = Zmy + (A — Z)my, — Am(Z, A). (1.22)
Ausgehend vom Massendefekt ist die Bindungsenergie des Kerns definiert durch
B(Z,A) = Am(Z,A) &. (1.23)

B(Z, A) stellt die Energie dar, die freigesetzt wird, als die den Kern bildenden Nukleonen zu ei-
nem gebundenen Zustand ,kondensieren“. Deshalb gewéhrt sie Einsicht in die Stabilitdt der aus
Nukleonen bestehenden Zustande. Somit ist ein aus festen Protonen- bzw. Neutronenzahlen Z bzw.
N = A—Z bestehender Zustand umso stabiler, je grofer die zugehorige freigesetzte Energie B(Z, A)
ist.

Sei z.B. angenommen, dass mehr Energie freigesetzt wird, wenn Z Protonen und N Neutronen
die zwei Kerne (Z1, N1) und (Zy = Z — Z1, No = N — Nj) bilden, als wenn sie das einzige Nuklid
(Z,N) bilden: dann ist m(Z1, N1) + m(Za, N2) < m(Z,N), d.h. B(Z1, N1) + B(Z3, N2) ist groker
als B(Z,N). Dementsprechend ist der Zerfall des groferen Nuklids (Z, N) in die zwei leichteren
energetisch bevorzugt.

Bemerkung: Wenn man nicht die Kernmasse m(Z, A), sondern die Atommasse m’(Z, A) betrachtet,
dann tragen neben die Massen und Bindungsenergie der Nukleonen auch solche der Elektronen bei:

B(Z, A Bo(Z, A
BZA) g, BLA) 12
C C

mit m, der Elektronenmasse und Be(Z, A) der Bindungsenergie der Elektronenhiille.

Bindungsenergie pro Nukleon B/A

Viele Eigenschaften der bekannten Nuklide, insbesondere ihre Massen und Bindungsenergien pro
Nukleon, werden in Ref. [24] zusammengestellt. In Abb. ist die Bindungsenergie pro Nukleon
B(Z, A)/A gegen die Massenzahl A aufgetragen fiir verschiedene gegentiber 5-Zerfall stabile Kerne.
Genauer handelt es sich dabei um die Kerne mit der kleinsten Masse m(Z, A) — entsprechend in
guter Niherung der groften B(Z, A)/A — in der zugehdrigen Isobarenreihe, vgl. §[[1.2.2al Drei

Haupteigenschaften tauchen auf:

m'(Z,A) = Zmy + (A — Z)m,, —

e Die Grokenordnung der Bindungsenergie pro Nukleon ist etwa 5-10 MeV, d.h. B(Z, A) betrégt
ungefihr 0,5-1% der Kernmasse.

Die typische Bindungsenergie ist somit um einen Faktor 10*-10% gréfer als in der Atom-
physik, weshalb kernphysikalische Prozesse viel mehr Energie freisetzen kénnen als chemische
Reaktionen.

e Bei den leichten Kernen mit A < 10 ist B(Z, A)/A anndhernd proportional zu A—1 — bis auf
einer bemerkenswerten Spitze bei 3He, entsprechend der besonderen Stabilitiit dieses Kerns.

e Andererseits bleibt die Bindungsenergie pro Nukleon néherungsweise konstant fiir A > 20:
B/A=~7,5—8,5 MeV.

Aus diesen Beobachtungen lassen sich wichtige Informationen iiber die Kernkrifte erhalten, die
fiir die Kohésion des Kerns verantwortlich sind. Insbesondere besitzen diese Kréfte eine Sdttigung-
Eigenschaft [25].

Den A Nukleonen entsprechen ndmlich A(A — 1)/2 Nukleon-Nukleon Paare, d.h. mutmaflich
A(A — 1)/2 Nukleon—Nukleon Bindungen. Wenn die Erzeugung jeder dieser N—N-Bindungen die
gleiche Energie freisetzt, wichst die gesamte Bindungsenergie B(Z, A) linear mit deren Anzahl, d.h.
sie ist anndhernd proportional zu A2. Das ist tatsichlich was bei Kernen mit wenigen Nukleonen
beobachtet wird. Bei schwereren Atomkernen bindet sich aber jedes Nukleon nicht mit allen anderen,
sondern nur mit einer kleinen Anzahl davon (moglicherweise mit nur einem einzelnen Partner),
sodass B(Z, A) proportional zu A wird. Es sieht so aus, als ob die Bindungsfihigkeit des Nukleons
nach ein paar Bindungen geséttigt ware.
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Abbildung 1.10 — Bindungsenergie pro Nukleon B/A verschiedener Kerne (Daten aus
Ref. [24]). In jeder Isobarenreihe wird nur der gegeniiber (-Zerfall stabile Kern mit der
hochsten B/A dargestellt, vorausgesetzt seine mittlere Lebensdauer gegeniiber a-Zerfall
bzw. spontane Spaltung grofer als 10'%s ist. (Zerfille werden nur fiir 209Bi, 232Th, 23°U
und 238U beobachtet.)

Diese Sattigungseigenschaft erinnert an die analoge Eigenschaft der mdoglichen Bindungen ei-
nes chemischen Elements: z.B. kann ein Kohlenstoff-Atom nur vier Bindungen eingehen, weil
es auf der Valenzschale vier ungepaarte Elektronen besitzt, die mit anderen Atomen kénnen
ausgetauscht werden. Analog kann aus der beobachteten Sattigung der Kernkréfte hergeleitet
werden, dass diese Kréafte durch den Austausch eines Teilchens zwischen zwei Partnern vermit-
telt werden [25] [26]. Mehr spéter iiber Kernkréfte!

1.3.3 Separationsenergien

Ausgehend von den Kernmassen wird die Separationsenergie S, (Z,N) bzw. Sp(Z, N) fiir die
Abspaltung eines Neutrons bzw. eines Protons definiert:

Sn(Z,N) = [m(Z,N — 1) + m, — m(Z,N)]c*, (1.25a)
Sp(Z,N) = [m(Z —1,N) +m, —m(Z,N)|c*. (1.25b)

Sy bzw. S), ist die zu zufiithrende Energie, um ein Neutron bzw. ein Proton aus dem Kern freizusetzen:
somit ist die Separationsenergie analog zur lonisierungsenergie der Atome.

Eine positive Separationsenergie S,, bzw. S, bedeutet, dass es energetisch giinstiger ist, den
Kern (Z, N) zu bilden, als den Zustand mit einerseits dem Nuklid (Z, N — 1) bzw. (Z — 1, N) und
andererseits einem freien Neutron bzw. Proton. Umgekehrt ist ein Zustand mit negativer S,, bzw.
Sy nicht gebunden und wird spontan ein Neutron bzw. ein Proton verlieren: in der (N — Z)-Ebene
begrenzen die Linien S,, = 0 und S, = 0 (die sog. Neutron- und Proton-drip lines) das Gebiet der
gebundenen Zustande.
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Die Separationsenergien ([.25) lassen sich durch die entsprechenden Bindungsenergien leicht
ausdriicken:

So(Z,N) = B(Z,N) - B(Z,N — 1), (1.262)
(Z,N) — B(Z — 1, N). (1.26b)

o

N

=z
i
%

Analog zu den Separationsenergien Sy, S, definiert man die Separationsenergien S, fiir die Ab-
spaltung eines a-Teilchens, oder Sa, bzw. Sy, fiir die Abspaltung zweier Neutronen bzw. Protonen.
Diesen Grofen werden wir in Kap. [[T]] wieder begegnen.

Quantenmechanische Eigenschaften des Atomkerns

Nuklide besitzen noch weitere Charakteristika, die nur nicht-triviale Werte annehmen, wenn der
Kern nicht kugelsymmetrisch ist. Teilweise haben diese Eigenschaften kein klassisches Pendant,
weshalb sie hier etwas missbrauchlich als ,,quantenmechanisch® gekennzeichnet werden.

1.4.1 Spin

Als Spin bezeichnet man im engeren Sinn den Drehimpuls eines Korpers in seinem eigenen
Ruhesystem — d.h. in einem Bezugssystem, wo der Bahndrehimpuls ¥ x p Verschwindet

Die Bausteine des Kerns — Protonen und Neutronen — sind Teilchen mit dem Spin %, ent-
sprechend Drehimpulsen S;. Dazu bewegt sich jedes Nukleon im Inneren des Nuklids und besitzt
daher einen Bahndrehimpuls L; um das Kernzentrum, auch im Ruhesystem des Kerns. Die Kopp-
lung aller individuellen Nukleonenspins und -bahndrehimpulse fiihrt zu einem gesamten Drehimpuls
Jern (oder oft I ) im Ruhesystem des Kerns, der auch als Kernspin oder Spin des Kerns bezeichnet
wird. Insbesondere besitzen Atomkerne mit einer ungeraden Nukleonenzahl A automatisch einen
halbzahligen Spin.

Die Existenz eines nicht-verschwindenden Kernspins signalisiert eine Abweichung von der Ku-
gelsymmetrie des Atomkerns, so dass die (Ladungs)Dichteverteilung nicht mehr durch die einfache

Woods—Saxon-Verteilung ([.19)—(1.20) gegeben ist.

Der Kernspin tragt zum gesamten Drehimpuls eines Systems bei, der in jedem Typ von Prozess
eine erhaltene Grofe ist.

Experimentell kann der Kernspin durch die Hyperfeinausspaltung der Spektrallinien der Atom-
hiille in einem Magnetfeld ermittelt werden, vgl. Experimente 54-56 in Ref. [§].

1.4.2 Paritat

Eine andere wichtige Eigenschaft von Atomkernen ist ihre Paritdt P (oder manchmal IT). Dabei
handelt es sich um die multiplikative Quantenzahl, die das Verhalten der Wellenfunktion unter die
Raumspiegelungstransformation 7 — —7 charakterisiert. Kerne sind Eigenzusténde des entsprechen-
den Operators und besitzen somit eine bestimmte Paritét, entweder positiv (Eigenwert +1) oder
negativ (-1).

Eine tiibliche Notation fasst Spin und Paritéit zusammen: JI'zem, wobei die Paritat mit + oder —
bezeichnet wird.

Die Paritét eines Systems ist in den meisten Elementarprozessen eine erhaltene Grofie, mit der
einzigen doch wichtigen Ausnahme der durch die schwache Wechselwirkung vermittelten Prozesse

(vgl. Abschn. [IT1.3.3)).

(12

)Die quantenmechanische Behandlung des Drehimpulses wird kurz im Anhang ?? dargestellt.
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1.4.3 Elektrische und magnetische (Multipol-)Momente

1.4.3 a Elektrische Momente

Bei Kernen mit einem nicht-verschwindenden Kernspin definiert dieser eine bevorzugte Richtung
und verletzt daher automatisch die Kugelsymmetrie.

Um die Abweichung der elektrischen Ladungsdichteverteilung pe. von der Kugelgestalt werden
ihre elektrische Multipolmomente eingefiihrt (vgl. z.B. Ref. [27, Kap. 4]). Die Verteilung erzeugt an
einem Aufpunkt M im Abstand |X| von ihrem Schwerpunkt ein elektrostatisches Potential ®(X),
das mithilfe dieser Momente als Summe verschiedener Terme geschrieben werden kann (damit die
hoheren Terme der Entwicklung vernachléssigbar sind, muss \)Z | viel grofer als die Ausdehnung der
Verteilung sein):

=2 3
L@, 10X, 1Lk, (1.27)
4meq | X| 4dmeg | X3 4meg 2 5 | X5

o(X) =

wobei die X; mit ¢ € {1,2,3} die kartesischen Koordinaten des Punkts M beziiglich eines Systems
mit dem Verteilungsschwerpunkt als Ursprungspunkt bezeichnen. In Gl. ([.27) ist @ die gesamte
elektrische Ladung der Verteilung, withrend der Vektor D bzw. der (spurlose) Tensor zweiter Stufe
Q;; das elektrische Dipol- bzw. Quadrupolmoment ist. Diese werden jeweils gegeben durch

—

D= / 7 per(T) A7, (1.28)
und
Qij :/(3:1;i:cj — F26ij)pell(7_“’) d37, (1.29)
wobei 0;; das Kronecker-Symbol ist: ¢;; = 1 wenn i = j, 0 sonst.
Der Ausdruck des Potentials ergibt sich sofort aus dem Integral der Taylor-Entwicklung

der Funktion f(zy,z9,23) = [(X1 — 21) + (Xg — 22)% + (X5 — 23)%]7 /2 = 1/|X — Z| in der
Néhe des Ursprungspunkts & = 0:

3 = 3 =
£(0) +in—af(0) + ) 10

f(&) = DB TR D ot v
1 1< &
= — fleXl—FfZ Zj[3X¢Xj—X2(5ij]—|—...,
X 1X]P = X 52 2

zusammen mit der Beziehung inx]—f%zj = ZXin:E'25ij.

2 2

Auf den Ausdriicken f kann man leicht priifen, dass die elektrischen Dipol- und Qua-
drupolmomente von sphérischen Kernen verschwinden. In §[[T.4.4 ¢ wird allgemeiner gezeigt, dass
Kerne wegen ihrer wohldefinierten Paritét kein elektrisches Dipolmoment besitzen. Sie kdnnen aber
noch einen Quadrupolmoment haben, so dass das Letztere die einfachste Abweichung von der Ku-
gelgestalt der Dichteverteilung parametrisiert.

Es sei jetzt ein Kern mit einem nicht-verschwindenden Spin fKern; die Richtung dieses Spins
definiert die z-Achse. Die zz-Komponente des elektrischen Quadrupolmoments Q,. bestimmt die
Deformation des Kerns entlang dieser Achse Dabei gibt es zwei Moglichkeiten, je nach dem
Vorzeichen von Q. ,:

(19Wenn die Gestalt des Kerns durch ein Umdrehungsellipsoid dargestellt wird, ist diese z-Achse eine der Hauptachsen
des Ellipsoids. Im Hauptachsensystem verschwinden dann die nicht-diagonalen Komponenten des elektrischen
Quadrupolmoments, wihrend Quo = Qyy = —Q../2.



22 Eigenschaften von Atomkernen

Q.. > 0: prolater Kern (= zigarrenformig) Q.. < 0: oblater Kern (= linsenformig)

Z
i z,

1.4.3 b Magnetisches Dipolmoment

In der klassischen Elektrodynamik erzeugt eine rotierende elektrische Ladung — z.B. in einer
Stromschleife — ein magnetisches Feld gleich dem eines magnetischen Dipols ji. Ahnlich wird in der
Quantenmechamk mit der Rotation einer Ladung — genauer, mit dem zugehorigen Bahndrehim-
pulsoperator L — ein magnetisches Dipolmoment fi ,u 1, assoziiert, das proportional zu L ist.

Neben dem Bahndrehimpuls existiert in der Quantenmechanik ein weiterer Drehimpuls, und
zwar der Spin S , zu welchem ebenfalls ein magnetisches Dipolmoment ﬁs zugeordnet wird. Das
gesamte magnetische Dipolmoment wird dann durch die Kopplung von fi 7, und ﬁ 5 gegeben:

i = i + s (1.30)
Die typische Grofsenordnung eines Drehimpulses bzw. eines magnetischen Dipolmoments in der

Kernphysik ist A bzw. das sog. Kernmagneton

_eh
BN =om

=3,15-10"" MevV. T}, (1.31)
P
wobei e bzw. m,, die Elementarladung bzw. die Masse des Protons bezeichnet. 11, ist gleich dem Wert
des magnetischen Dipolmoments fiir ein mit dem Drehimpuls 7 rotierendes Proton bei klassischer
Rechnung.

Mithilfe des Kernmagnetons lassen sich die mit dem Bahndrehimpuls und dem Spin assoziierten
magnetischen Dipolmomente als

| T”b>

N I
Ap = 9LiN T jis = gsun = (1.32)
schreiben, wobei die Landé-Faktoren gy, und gs Zahlen von der Gréﬁer}ordnung 1 sind.
Im allgemeinen Fall ist g7, # gg, sodass das magnetische Dipolmoment i nicht parallel zum Gesamt-
drehimpuls J = L+ 8§ ist. Wichtig ist aber nur die Komponente des Dipolmoments entlang der

Richtung von J. Im Fall eines Atomkerns ist somit der (messbare) Wert jikern des magnetischen
Dipolmoments durch die Gleichung

5 7 _ <j%(ern> _ :
<,Uf : JKern> = HKern jh - ,U/Kern(] + 1)h <I33)

definiert. Dabei ist j die mit dem Betragsquadrat J I%em des Gesamtdrehimpulses assoziierten Quan-
tenzahl (vgl. Anhang ?7?), wihrend ( - ) den Erwartungswert von Operatoren bezeichnet.

Die Begrundung der auf erster Sicht iiberraschenden Definition (I.33) ist, dass nur die Projektion
von g auf J Kern beobachtbar ist.

In der Tat bleibt der Erwartungswert von u nicht konstant in der Bewegung7 sondern nur der
von .J; Kern- Genauer sind das Betragsquadrat JZ Kern Und die Komponente JKem » entlang einer
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Richtung — konventionell der z-Achse — Operatoren, die mit dem Hamilton-Operator des Kerns
kommutieren, so dass die zugehorigen Erwartungswerte Erhaltungsgréfsen sind. Daher kann nur
die z-Komponente /i, von Relevanz sein.

Manchmal wird anstatt Gl. ([.33)) einfacher

~ _ <jKern,z>
<:U/Z> = HUKern jh ) (134)

geschrieben, mit j der mit J écm assoziierten Quantenzahl, woraus sich in Analogie mit GI. (.32
IKern = JKern 4N J ergibt. Eigentlich muss aber der Erwartungswert im Z&hler von Gl. ([.34)) fiir
den Zustand mit maximaler ,magnetischer Quantenzahl m; = j betrachtet werden, damit die
Gleichung wirklich dquivalent zur Definition (I.33)) sei.

Kernspinresonanz
In Gegenwart eines Magnetfelds 960 liegt der Kernspin JKem langs der Richtung des Felds. Die
magnetische potentielle Energie des Kerns ist dann durch den Erwartungswert von —fi- %0 gegeben,
d.h. laut GI. { - ) fiir einen Zustand mit der magnetischen Quantenzahl m;, wobei —j < m; < 7,
durch . o M =
Erag. = _<ﬁ ) %0> = _MKernfj‘%OL

Im Magnetfeld gibt es somit 2j +1 aquidistante Energieniveaus, zwischen denen ein senkrechtes
zZu QBO oszillierendes Magnetfeld B, periodische Ubergéinge induzieren kann, vorausgesetzt dessen
Frequenz w genau abgestimmt ist, und zwar fiir den Ubergang zwischen zwei Nachbarniveaus, auf
der Larmor-Frequenz vy, = wr /(2m) mit
NKern‘@d
Wy, = ———. 1.35

L = e (135)
Bei dieser (Kreis)Frequenz findet in der Ubergangswahrscheinlichkeit eine Resonanz statt die
sog. Kernspinresonanz, die viele Anwendungen in der Physik, der Chemie und der Biologie hat, wie
z.B.:

- prazise Bestimmungen des Werts des magnetischen Dipolmoments in einem bekannten Ma-
gnetfeld % (I. Rabi 1938; F. Bloch & E. M. Purcell 1946);

- bei bekanntem ke, prazise Messungen des Magnetfelds \E%QL um welches der Kern préazediert,
und dadurch Ermittlung dessen Umgebung (chemische Bindungen und Zusammensetzung): dabei
handelt es sich um das Grundprinzip der Kernspintomographie bzw. Magnetresonanztomographie
als zerstorungsfreies bildgebendes Verfahren in der Medizin (P. Lauterbur 1971; P. Mansfield).

Eigenschaften der leichtesten Atomkerne

In diesem letzten Abschnitt werden zunéchst einige Einheiten, danach die Charakteristika der leich-
testen Kerne zusammengefasst.

I.5.1 Praktische Einheiten in der Kernphysik

Die Einheiten des SI-Systems sind nicht sehr geeignet, um die mikroskopischen Grofien der
Kernphysik giinstig zu beschreiben. Daher werden entweder eher Teile davon benutzt, oder sogar
andere Einheiten verwendet. Hiernach werden einige davon zusammengefasst.

e Linge: 1fm = 107 m = 1 Fermi (~ Radius des Protons).
Dementsprechend sind typische Flichen bzw. Volumina der Ordnung ein paar fm? bzw. fm?;
fiir Wirkungsquerschnitte werden das Barn (1b = 100 fm?) und seine Teile benutzt.

(4Im klassischen Bild ist dies die Frequenz der Prizession des magnetischen Dipolmoments 7 um die Richtung des
Magnetfelds %y.
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e Zeit: manchmal wird das fm/c fiir sehr kurze Zeitdauer benutzt (1fm/c = 3,3 -1072*s), mit
¢ der Vakuumlichtgeschwindigkeit.

e Energie: 1MeV = 1,6 - 10713 J (typische Energie, die in einem kernphysikalischen Prozess
ausgetauscht wird).

e Masse: wird entweder in MeV/c? bzw. GeV/c? ausgedriickt, mit 1 MeV/c? = 1,783 - 10730 kg
(Masse des Elektrons me = 0,511 MeV/c?), oder in atomaren Masseneinheite u, wobei

1 12 -1
LM(*2C)  1gmol
_ MO _ Tsmol 6o 10271 93149 MoV

1 —
" Na 6,02 -10%

mit M der molaren Masse und N4 der Avogadro-Zahl.

Bis 1960, und somit in dlteren Artikeln bzw. Lehrbiichern, war die atomare Einheit definiert
durch 1amu = - M (*0)/N4.
e Elektrische Ladungen werden in Einheiten der Elementarladung e gegeben. Dann wird das
elektrische Quadrupolmoment (Ladung x Fliache) eines Kerns in e barns gemessen. Schliefslich
werden magnetische Dipolmomente in Einheiten des Kernmagnetons pny angegeben.

Mithilfe dieser Einheiten betrigt das Produkt Ac ~ 197 MeV- fm, d.h. 1fm = fic/(197 MeV).

Dieser Umrechnungsfaktor ist interessant aus (mindestens) zwei Griinden: Erstens sind potenti-
elle elektrostatischen Energien der Form qq'/(4megr) = ahc/r mit a ~ 1/137 der elektromagne-
tischen Feinstrukturkonstante. Sind die Ladungen ¢, ¢’ ausgedriickt in Einheiten von e und der
Abstand r in fm, dann findet man einfach die Energie in MeV. Zweitens ist der Faktor niitzlich,
wenn man das System ,natiirlicher Einheiten“ mit A = ¢ = 1 benutzt, in welchem Masse und
Energie bzw. Linge und Zeit in MeV (oder GeV) bzw MeV~! (GeV~!) gemessen werden.

1.5.2 7 =1, N = 0: Proton (p)

Das Proton, mit Masse m, = 938,272 MeV/c? = 1,0073u, bildet den Kern des leichtesten
Wasserstoff-Isotops 'H. Rutherford erkannte 1917, dass der 'H-Kern auch in anderen Atomkernen
vorhanden ist, entsprechend der konventionellen ,Entdeckung”“ des Protons.

Dem heutigen Wissen nach ist das Proton stabil, was bedeutet, dass kein Zerfall bisher expe-
rimentell beobachtet wurde. Genauer betragt die untere Grenze iiber dessen mittlere Lebensdauer
T2 > 2,1-10%° Jahre mit der Aussagewahrscheinlichkeit (confidence level, CL) 90% [28].
1+
5 -

Das Proton hat den Spin 3 und eine (definitionsgemif) positive Paritét: J© (p) =

Es hat kein messbares elektrisches Quadrupolmoment, wihrend sein magnetisches Dipolmoment
pp = +2,79uy ist. Das Letztere entspricht einem Landé-Faktor gs = 5,59 [Gl. ([.32))] sowie einer
Larmor-Frequenz vy, = 42,7 MHz. T~ [vgl. GL. ([.38) mit |%¢| = 1T, j = 3.

Wenn das Proton ein Elementarteilchen wére, dann sollte er der Pauli-Theorie nach das magne-
tische Dipolmoment p, = px haben, d.h. gs = 2. Die grofse Abweichung von gs(p) von 2 zeigt,
dass das Proton nicht elementar ist — was durch andere Beobachtungen bestéatigt ist: eigentlich
besteht ein Proton aus Quarks und Gluonen, davon 3 Valenzquarks (u, u, d).

Zum Spin bzw. magnetischen Dipolmoment des Protons tragen die Spins und Bahndrehimpulse
bzw. die magnetischen Dipolmomente seiner Bestandteile bei. Ob der Spin des Protons mithilfe
derjenigen seiner Bestandteile quantitativ erklart werden kann, ist noch umstritten.

(1%)Relative Unsicherheiten iiber die Masse sind wegen der Messmethoden oft kleiner wenn ausgedriickt in atomaren
Masseneinheiten.
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1.5.3 Z = 0, N = 1: Neutron (n)

Der andere Bestandteil von Atomkernen, das elektrisch neutrale Neutron, wurde 1932 durch
J. Chadwick entdeckt |7, Experiment 11]. Seine Masse ist m,, = 939,565 MeV /c? = 1,0087 u.
Im Gegensatz zum Proton ist das freie Neutron nicht stabil, sondern es zerféllt durch g~-

Radioaktivitat10)]

n — p+te +7 (1.36)
mit der mittleren Lebensdauer 7, = 880,3 £ 1, 1s.

Bemerkungen:

x Da das Neutron keine elektrische Ladung tragt, kann seine Masse mit keiner der in Abschn.
erwahnten Methoden gemessen werden. Stattdessen lésst sich m,, aus Messungen der Masse my und
der Bindungsenergie B(d) des Deuterons (s. unten) gewinnen: m,, = mgq — m, + B(d)/c?.

x Die mittlere Lebensdauer des freien Neutrons ist nicht gut bekannt: die oben angegebene relative
Messunsicherheit betragt 0,1 %, wahrend die Masse mit einer relativen Genauigkeit von weniger als
1072 — wenn m,, in atomaren Masseneinheiten gemessen ist — bekannt ist. Dazu tragen eigentlich
zwei Gruppen von Experimenten zum angegebenen experimentellen Mittelwert von 7, bei: einige
davon finden Werte zwischen 878,5 und etwa 882,5s; andere finden eher 886—889s. Eine Diskussion
dieser Ergebnisse kann in der neuesten Review of particle physics |28, S. 1380-1381] gefunden werden.

* Neben dem Zerfallskanal ([.36)) wurde 2006 der seltene Zerfalln — p+ e~ + U + v mit dem
Verzweigungsverhiltnis 3,09 & 0,34 - 1073 zum ersten Mal beobachtet [29].

Das Neutron hat Spin und Paritéit J(n) = %Jr und das magnetische Moment p, = —1,91uy.

Bemerkenswert ist, dass u, endlich ist, obwohl das Neutron elektrisch neutral ist! Es besteht
aber aus geladenen Quarks, davon 3 Valenzquarks (u, d, d), deren Bahndrehimpulse zu seinem
magnetischen Moment beitragen.

1.5.4 Z = 1, N = 1: Deuteron (°H = d)

Ein einziger Zustand mit zwei Nukleonen ist gebunden, und sogar stabil, und zwar der Kern
des durch Urey 1932 entdeckten schweren Wasserstoff-Isotops 2H (Deuterium), das Deuteron, mit
Masse mg = 1875,613 MeV /c2.

Dieser Kern, obzwar stabil, ist einer der einzigen Atomkernen ohne gebundenen angeregten
Zustand: jede Energiezufuhr hat entweder keinen Einfluss — so lange E < B(d) — oder zerstort
den Kern in seine Bestandteile. Daher kann die Bindungsenergie B(d) = 2,225 MeV sehr prézis
gemessen werden — was die Basis der Messung der Neutronenmasse bildet |7, Experiment 13].
Somit hat das Deuteron die kleinste Bindungsenergie pro Nukleon aller stabilen Kerne, wie in
Abb. [[.10] zu sehen ist, d.h. das Deuteron ist der gebrechlichste Kern.

Das Deuteron hat Spin und Paritdt J° = 17, magnetisches Dipolmoment g = 0,857y, und
elektrisches Quadrupolmoment Q@ = +0, 002860 e barns.

Bemerkung: Die A = 2-Zustidnde mit Z = 2, N = 0 (,,Diproton®) bzw. Z = 0, N = 2 (,Dineutron®)
sowie der Zustand mit Z = 1, N = 1 und den Spin 0 sind ungebunden, und bilden daher keinen
echten Kern. Diese Ergebnisse liefern Information iiber die Form der starken Kernkraft zwischen
zwei Nukleonen.

I.5.5 Schwerere Kerne

Mit A = 3 Nukleonen gibt es zwei gebundene Kerne, beide ohne angeregte Zusténde, und zwar

3H (Tritium) und *He. Beide Atomkerne haben Spin und Paritit JF = %Jr, und ihre jeweiligen

(16) Auf dem Quarkniveau entspricht dieser Zerfall dem Prozess d — u+ e~ + ..
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Massen sind m(*H) = 2808,921 MeV /c? und m(3He) = 2808, 391 MeV /2. Somit ist *He stabiler,
denn m(*He) < m(*H), und in der Tat zerfillt *H durch f~-Zerfall in 3He, mit einer Halbwertszeit
Ty = 12,32 Jahre.

Es gibt einen einzigen stabilen Atomkern mit A = 4 Nukleonen, den *He-Kern, mit sowohl dem
Grundzustand — entsprechend dem «-Teilchen — als angeregten Zustdnden. Der Grundzustand ist
im Vergleich mit den Nachbarkernen besonders stabil, vgl. die Vergroferung in Abb. [[I0, und hat
Spin und Paritit J® = 0.

Die Nuklide *H und “Li kénnten prinzipiell auch gebunden sein, denn ihre Bindungsenergien
sind positiv. Wenn er erzeugt wird, emittiert aber ein *H- bzw. *Li-Kern sofort — d.h. in weniger
als 107'%s — ein Neutron bzw. Proton, weil die in Abschn. eingefiihrte Separationsenergie
S, (*H) bzw. S,(*Li) negativ ist.

Auf Abb. [[.I0]erkennt man noch, dass es kein stabiles Nuklid mit A = 5 oder A = 8 gibt. Bei der
Erzeugung der Kerne im frithen Universum (Kap. Nukleare Astrophysik) haben sich diese Liicken
als dufserst wichtig erwiesen. Dagegen gibt es fiir A = 6 und A = 7 stabile Lithium-Isotope, und ab
A > 9 gibt es immer mindestens ein stabiles (oder zumindest langlebiges) Nuklid bis A ~ 150.

Aus den Bindungsenergien kénnten 5H, 5He, °Li und ®Be existieren, die zwei ersten bzw. letzten
dieser Kerne haben aber eine negative Separationsenergie S, fiir Protonen bzw. S, fiir Neutro-
nen, so dass sie eigentlich ungebunden sind.

Mit A = 8 Nukleonen sind ®He, 8Li, ®Be, ®B und #C bekannt, mit positiven Bindungsenergien,
alle sind aber instabil: 8C ist zu protonenreich und hat eine negative Separationsenergie fiir
Protonen; 8He, 8Li und 8B wandeln sich in weniger als eine Sekunde durch 3-Radioaktivitit in
8Be um, der die kleinste Masse hat und somit S-stabil ist. Schlieklich zerfillt trotz seiner schon
hohen Bindungsenergie pro Nukleon 8Be instantan in zwei a-Teilchen, die noch stabiler sind.

Literatur zum Kapitel |
e Basdevant, Rich & Spiro [I], Kap. 1.1-1.2.

Bethge, Walter & Wiedemann [2], Kap. 2 & 3.

Cottingham & Greenwood [3], Kap. 4.1-4.4.

Friedmann [4], Kap. 6 & 8.5-8.6.

Mayer-Kuckuk [5], Kap. 2.

Povh, Rith, Scholz & Zetsche [6], Kap. 2.1-2.2 & 5.
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I.1 Phanomenologie

e Es gibt ~ 250 stabile Kerne (d.h. Kerne ohne bisherigen beobachteten Zerfall, was einer mitt-
leren Lebensdauer T /5 2 10%° Jahre entspricht), davonﬂ

z | N |
gerade gerade | 148 | gg-Kerne*
ungerade | gerade 48  ug-Kerne*
gerade | ungerade | 53 ,gu-Kerne"
ungerade | ungerade | 5  uu-Kerne“

Die stabilen uu-Kerne sind die leichtesten: 2H (Deuterium), $Li, 9B, I4N. Dazu ist der ange-

regte Zustand mit £* = 77,1 keV und Jkern = 9~ vom 180 3 Ta-Nuklide mit der Halbwertszeit
Typ>1,2- 10'® Jahre besonders metastabil. .

e Sehr viele stabile Isotope fiir Z = 8,20, 28, 50, 82 [es gibt z.B. 10 stabile 5oSn-Isotope (Zinn)],
sowie sehr viele stabile Isotone fiir N = 8,20, 28,50, 82,126. Auferdem sind diese Nuklide
(und JHe: Z = N = 2) besonders stabil im Bezug auf ihre Nachbarn:

magische Zahlen

Fiinf doppelt magische Kerne sind stabil: 3He, 180, 30Ca, 35Ca, 205 Pb.

(" Referenz |24] beinhaltet eine moderne Datenbank von Kerneigenschaften, mit insbesondere dem Spin und der
Paritét der Kerne, sowie den Halbwertzeiten der unstabilen Nuklide.
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e =~ 3000 unstabile Kerne sind heute (Ende 2021) bekannt.

e Die meisten stabilen bzw. gebundenen Kerne haben Z < N (die Coulomb-Abstofung zwischen

Protonen wirkt destabilisierend auf protonenreiche Kerne).
Der relative Neutroneniiberschuft bzw. das Verhéltnis N/Z wichst mit der Massenzahl A: N/Z
nimmt von 1 bei den leichten stabilen Kernen auf 1,54 bei dem schwersten stabilen Kern 20$Pb

und 1,59 bei dem langlebigen %38U.

e Bindungsenergie (vgl. §[1.3.2) | B(Z, A) = [Zmy, + (A — Z)m, — m(Z, A)] ¢

Die Bindungsenergie pro Nukleon B(Z, A)/A ist in erster Ndherung konstant fiir A 2> 20:
B(Z,A)JA~T7,5—8,5MeV (Abb. [L.10).

e Aus der Systematik der gemessenen Spins und Paritdten (Jgem) sowie magnetischen Dipol-
momenten (u) und elektrischen Quadrupolmomenten (Q) von Atomkernen (s. Ref. [24] oder
Experimente 56-57 in Ref. [§]) lassen sich ein paar Regelméfigkeiten beobachten:

- fiir alle gg-Kerne sind JE_ =07 und p = 0;

- die Paritat der ug- bzw. gu-Kerne andert sich oft bei einem der oben erwéhnten magischen
Protonen- bzw. Neutronenzahlen; sonst bleibt die Paritéit zwischen zwei aufeinanderfolgenden
magischen Zahlen in den meisten Fallen unverandert;

- die magnetischen Dipolmomente der ug-Kerne sind bis auf einige Ausnahmen immer positiv
und nehmen mit wachsenden Kernspin zu; bei gu-Kernen existiert keine solche Tendenz;

- bei den magischen Protonenzahlen dndert sich das Vorzeichen des elektrischen Quadrupol-
moments: Q ist positiv unten einer magischen Zahl, negativ oben.

Verschiedene Kernmodelle werden eingefiihrt, um diese gemessenenen Eigenschaften zu beschrei-
ben bzw. zu erkldren. Es soll aber sofort klar sein, dass ,Various models of the nucleus emphasize
different features of the nucleus. No single simple model explains all nuclear properties” (E.Fermi:
Kap. 8, Abschnitt H in Ref. [30]). Um die oben erwihnten Eigenschaften teilweise wiederzugeben
werden in den drei folgenden Abschnitten drei Modelle des Kerns eingefiihrt, die unterschiedlichen
Beschreibungsarten mit Betonung auf diversen Aspekten entsprechen.

Tropfchenmodell

In Abschnitt [[.2] wurde die gute Beschreibung der gemessenen Ladungsdichteverteilungen von Ker-
nen mit A > 20 mihilfe der Woods—Saxon Verteilung erwahnt. Dementsprechend ist die
Teilchendichte n(0) im Zentrum des Kerns in guter Néherung dieselbe fiir alle schwere Kerne:
n(0) ~ns = 0,17 Nukleonen /fm3. Diese Universalitit liegt zugrunde dem Begriff der Kernmaterie,
d.h. einer Materie, die aus stark wechselwirkenden Nukleonen besteht Die Sdttigungsdichte ne
ist dann die Dichte dieser Kernmaterie im Gleichgewicht bei verschwindender Temperatur T'

Die Eigenschaften der Kernmaterie sind bei T' = 0 jene einer (kompressiblen) Fliissigkeit:

- die Kohisionskrifte sind stark genug, um spontane Verdampfung zu verhindern (es existieren
stabile gebundene Kerne!): kein Gas;

- die Kernmaterie besitzt kontinuierliche Rotations- und Translationssymmetrien, ist also kein
Festkorper.

(®)Um eine Art von Materie puristisch zu definieren, muss man zuerst ein unendliches System von wechselwirkenden
Nukleonen betrachten.

(19 Unter iiblichen Bedingungen ist die Temperatur T solche, dass die kinetische Energie ~ kT der Kerne viel kleiner
ist, als die typische Energie in der Kernphysik ~ 1-10 MeV. Nicht-vernachléssigbare Temperaturen bzw. kinetische
Energien werden nur in der allerletzten Phase des Lebens schwerer Sterne erreicht, oder in Kernkollisionen.
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In diesem Bild ist ein Kern als ein Tropfchen von Kernmaterie dargestellt: ein bestimmter Kern
wird nur durch seine Massenzahl A (bzw. seinen Radius oc A'/3) und seine elektrische Ladung
Z characterisiert; der Rest seiner Eigenschaften sollen jene der Kernmaterie spiegeln. Die gesamte
Energie des Tropfchens entspricht der Bindungsenergie des Kerns: dieser Energie beitragen dann ein
Volumen- und ein Oberflichenterm mit umgekehrtem Vorzeichen. Da der Kern elektrisch geladen
ist, soll auch ein betreffender ,,Coulomb*-Term der Energie beitragen.

Neben diesen Beitragen kénnen weitere Terme ins Modell eingefiihrt werden, um verschiedene
Kerneigenschaften wiederzugeben. Im Folgenden werden nur zwei solche halb-phdnomenologische
Beitrage betrachtet, die Vorhersagen iiber die Stabilitdt von Kernen erméglichen.

11.2.1 Bethe-Weizsacker Massenformel

Die Bindungsenergie wird als die Summe verschiedener Beitrége geschrieben [311, [32]:
B =By + Bg+ Bc + Ba + Bg, (I1.1)
wobei By, Bg, Bc, Ba, Bs von (A, Z) und von positiven Koeffizienten ay, ag, ac, aa, as abhingen.

e Volumenenergie By = ay A (Nukleonenzahl A o Volumen V)
Dieser Term entspricht einer konstanten Energiedichte (< konstanten Teilchendichte);

ay wird manchmal Sdttigungsenergie genannt.

e Oberflichenterm Bg = —agA%/3 (Oberflédche S oc R? oc A%/3)
Die Nukleonen an der Oberfliche sind weniger gebunden als solche im Inneren, weil sie weniger
Nachbarn besitzen.

e Coulomb-Term Bg = —acZ2A~Y/3 (x Q?/R)
Die Z Protonen stofen einander ab: verringerte Bindung.

Es sei eine homogen geladene Kugel mit Radius dem 7’ und der Ladungsdichte p. Fiir Abstande r > 1/
erzeugt sie das elektrostatische Coulomb-Potential U(r) = ¢'/4megr, wobei ¢’ = %71’7“/ 3p. Um weitere
Ladungen von aufien zufiihren, z.B. eine Kugelschale mit der Ladung dg’ = 47r’ 24y p, mufl man eine
Arbeit dW = —dq¢' [U(c0) — U(r")] = U(r') d¢’ leisten. Um einen Kern mit dem Radius ' = R und
der Ladung Ze = %wRSp zu kondensieren bendtigt man insgesamt eine Arbeit

R 2 (R 2 2

4 1 Z
Wz/szﬂ/ 7“’4dr’=§ c.
0 3eo Jo 54meg R

Mithilfe der Formel R = rj A'/3 wobei r}y = 1,128 fm erhilt man also ay = 3
5 dmeory,

e2

= 0,77 MeV.

Dieser Term kann experimentell mithilfe von sog. Spiegelkernen bestimmt werden, d.h. einem

Paar von Kernen mit (Z, N) und (Z -1, N+1 = Z) [z.B. (3He, $H), (3N, 13C)]: die Differenz
zwischen den Bindungsenergien der Kerne lautet

z: (Z—1)? 27 — 1

Ab=ac <A1/3 e ) —eTas

Aus einer Anpassung der AB(A)-Abhéngigkeit fiir die vorhandenen Spiegelkernenpaare wird
dann a¢ erhalten (vgl. z.B. Ref. [33]).

= acAY3.

e Asymmetrie-Energie By = —aa(A4/2 — Z)?A~!
Quantenmechanische Effekte (s. §[1.3.3) im Bezug auf die gemessene anndhernde Ladungs-
unabhéngigkeit der Nukleon—Nukleon Kréfte bevorzugen einen moglichst kleinen Neutronen-
iiberschuft. Umgekehrt sind Kerne mit hohen Werten von N — Z = A — 27 weniger gebunden.

e Paarungsterm Bg
Motiviert durch die Beobachtung, dass es mehr Kerne mit geraden Protonen- und Neutronen-
zahl gibt, als mit ungerader Z oder N:
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+6 fiir gg-Kerne
Bs = 0  fiir ug- und gu-Kerne
—0  fiir uu-Kerne

wobei § = agA~/? (oder manchmal oc A=3/4: die A-Abhiingigkeit ist rein empirisch).

Insgesamt erhélt man die Bethe-Weizsécker Massenformel

avA—agAY3 —acZ? A3 —au(Z — 4)2A7 £

- (IT.2)

m(Z,A) = Zmp + (A — Z)my — .

Die verschiedenen Koeffizienten werden durch Anpassung den Daten bestimmt. Man findet z.B.
ay = 15,85 MeV, ag = 18,34 MeV, ac = 0,71 MeV, aq = 92,86 MeV, as = 11,46 MeV [34]. Der
angepasste Wert des Parameters a. ist in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis der elektrostatischen
Berechnung. Mit diesen Parametern liefert die Massenformel eine sehr gute Beschreibung der
gemessenen Massen bzw. Bindungsenergien stabiler Kerne, mit einer Genauigkeit von etwa 1% fiir

A > 30, vgl. Abb.

751

B/A (MeV)

\ \ \ \
0 50 100 150 200 250
A

Abbildung II.1 — Bindungsenergien pro Nukleon stabiler Kerne (vgl. Bildtext von Abb. [[.10))
zusammen mit der durch Gl. (II.1)) gegebenen Anpassung unter Auslassung des Paarungs-
terms Bs.

Die jeweiligen Hohen der verschiedenen Beitrdge zur Bindungsenergie werden in Abb. dar-
gestellt: Die Oberflachenenergie spielt die grofte Rolle bei kleinen Kernen, Bg/A sinkt aber mit
wachsender A. Im Gegensatz sind die relativen Hohen der Coulomb- und Asymmetrie-Terme bei
leichten Kernen gering, nehmen aber bei schwereren Kernen zu.

In einigen Biichern wird der Coulomb-Beitrag als B = —Z(Z — 1)/A'/3 statt des oben gege-
benen Terms geschrieben. Der angebliche Grund ist, die ,Selbstwechselwirkung* jedes Protons
nicht zweimal zu zdhlen. Eine solche Verfeinerung wird im Folgenden nicht betrachtet: Erstens ist
der Unterschied zwischen Z2 und Z(Z —1) nur bedeutsam bei kleinem Z, wo der Coulomb-Term
immerhin eine geringe Rolle spielt. Zweitens ist es nicht klar, warum im Zahler der ,Selbstener-
gie“der Protonen der Kernradius vorkommt, und nicht der Protonradius.
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Abbildung 1.2 — Jeweilige Hohen der verschiedenen Beitrage zur Bindungsenergie pro Nu-
kleon. Fiir Z wurde der durch Gl. ([I1.3)) gegebene Wert des stabilsten Kerns bei gegebener
A benutzt.

11.2.2 Stabilitat im Tropfchenmodell

Aus der Massenformel (I1.2]) kann man die Stabilitét eines Nuklides gegen verschiedene mogliche
Umwandlungen bestimmen.

Betrachte zum Beispiel die Variation der Kernmasse innerhalb einer Isobarenreihe A = const.
Nach GI. héngt fiir festes A die Masse quadratisch von Z ab. Dann gibt es zwei Moglichkeiten
je nachdem, ob die Nukleonenzahl ungerade oder gerade ist:

e ungerade A: Der Paarungsterm Bs verschwindet fiir gu- und ug-Kerne, deren Massen auf
einer einzigen Parabel zusammen liegen (Abb. links). Nur ein mit dem moglichst mini-
malen Masse Kern ist stabil, in den die anderen durch vorlaufende 8- oder 3~ -Zerfille sich
umwandeln kénnen[2Y)]

T T T I/
/

m(Z,A)
m(Z,A)

A uu-Kerne .o
O unstabile gg-Kerne..
m stabile gg-Kerne )
\ ‘ \
4 Z . -2

min 'min 'min 'min min min min

O unstabile Kerne
( st‘abiler Kern‘

Abbildung I1.3 — Variation mit Z der Masse m(Z, A) in einer Isobarenreihe fiir ungerade
(links) bzw. gerade (rechts) Massenzahl A.

9Um genauer zu bestimmen, ob ein - bzw. f1-Zerfall energetisch mdoglich ist, muss man auch die Masse des
emittierten Elektrons bzw. Positrons berticksichtigen, s. §
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e gerade A: Der Massenformel nach liegen die Massen der gg- bzw. uu-Kerne auf zwei ver-
schiedenen Parabeln (Abb. rechts). Da kein direkter Ubergang zwischen Isobaren mit Z
und Z &+ 2 moglich ist konnen mehrere stabile gg-Isobare existieren. Andererseits kann ein
uu-Kern nur stabil sein, wenn er kein gg-Isobar mit einer niedrigeren Masse besitzt

Somit wird die 1934 experimentell entdeckte Mattauchsche Isobarenregel erklart, dass der Un-
terschied der Protonenzahlen zweier stabiler Isobare mindestens 2 sein soll [35].

Die Protonenzahl Z,, des stabilsten Kerns in einer Isobarenreihe wird durch die Bedingung
om(Z,A)/0Z = 0 gegeben. Mit Gl. findet man
Aaa+ (mp —my)? A

2 as+acA?/B 1,97 4+ 0,015A2/3
Die entsprechende Abhéngigkeit (5-Stabilitdtslinie, Stabilititstal) wird in Abb. gezeigt. Fir

kleines A liefert diese Gleichung Zn,in ~ A/2, wihrend Zp,;, fir grofere Massenzahl immer kleiner
als A/2 wird: somit wird der beobachtete zunehmende relative Neutroneniiberschufs erklért.

Zmin(4)

(11.3)

100 | e
| [-- Z2=A/2 o]
— Znin ///
80/~ e
60 -
N b i
401 iy |
20 S ]
0 | | |
0 50 100 150 200
A

Abbildung 1.4 — Protonenzahl Z,;, des stabilsten Kerns in einer Isobarenreihe, Gl. (II.3]).

11.2.2 b Stabilitat gegentiiber a-Zerfall

Ein Kern ist gegeniiber a-Zerfall (= Emission eines $He-Kerns) energetisch unstabil, wenn seine
Masse grofer als die Summe der Massen eines §He-Kerns und des Kerns mit Z — 2 und A — 4 ist:

Qo = [m(Z,A) —m(Z —2,A—4) — m(%He)}c2 > 0. (I1.4)

@ ist dann die Summe der kinetischen Energien des emittierten a-Teilchens und des zuriicksto-
Renden Tochterkerns (s. § [[IL.3.2)).

Der Massenformel nach wird @, positiv fiir die Kerne auf der [-Stabilitétslinie sobald
A > 166 (Zmyin = 68): Kerne mit groferer Massenzahl sollten gegen die Emission von a-Teilchen
unstabil sein Der erste a-instabile Kern im Stabilitéatstal ist tatsachlich lééNd mit Qn = 1,9 MeV
und der Halbwertszeit Tj /o = 2,3 - 10 Jahren (s. §.

(2D Tatséchlich gibt es auch die Moglichkeit eines doppelten B-Zerfalls.

(22 Da die Breite der Parabeln mit A wichst, wird das mogliche Vorhandensein eines gg-Isobars mit niedrigerer Masse
wahrscheinlicher mit steigender Massenzahl; deshalb sind die einzigen stabilen uu-Kerne die leichtesten.

(23)Wenn anstatt der nach der Massenformel berechneten Werte die gemessenen Kernmassen benutzt werden, schnei-
det die Kurve Q. = 0 die Stabilitdtslinie bei A =~ 145.
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11.2.2 c Stabilitat gegen spontane Spaltun

Betrachte der Einfachheit halber die Spaltung eines Kerns in zwei identische Bruchstiicke. Diese
Spaltung ist energetisch moglich wenn der Qsp,-Wert

= [tz o 28] 2 -2(2.4) - piz s

positiv ist. Mithilfe der Massenformel ([I.2)) findet man unter Auslassung des Paarungsterms

2

A
Qsp = a5A2/3(1 — 21/3) +ac—r—z

—2/3
s1-2 3.

. . 72 (2Y3 —1)ag ) . . 05
Dies wird positiv sobald — > —————=—— =18, 14, d.h. fiir Kerne im [-Stabilitatstal ab 33Mo.
A (1-— 2_2/3)(10

Der leichteste S-stabile Kern mit beobachteter spontaner Spaltung ist aber erheblich schwerer: 232Th

(s. §III.3.5¢€)).

11.2.3 Zwischenakt: Eine kithne Extrapolation

Betrachten wir die Vorhersage des Tropfchenmodells zur Stabilitéat eines makroskopisch groften Objekts
aus Kernmaterie. Deswegen fiihren wir in die Bindungsenergie (II.1]) einen zusétzlichen Beitrag ein, der der
Gravitationsbindungsenergie des Objekts entspricht:

3 GNm2

5 R

wobei G die Newtonsche Konstante ist, und m bzw. R die Masse bzw. der Radius des Objekts ist. Dieser
Beitrag ist fiir iibliche Kerne vernachléssigbar.

Nehmen wir an, dass das Objekt meistens aus Neutronen hergestellt ist, sodass Z < N =~ A und der
Coulomb-Term in GL vernachléssigbar ist. Die Masse ist dann m = Am,, (der Einfachheit halber wird
der Beitrag der gesamten Bindungsenergie zu diesem Term vernachlissigt). Fiir ein grofes Objekt (A > 1)
werden der Oberflichenterm und der Paarungsterm viel kleiner als By, B4 und Bg. Mit dem Wert des
JKern““Radius R = rjA'/? erhilt man

G =

BrayAd— 444+ 3GN’"“A5/3
4 5 1

Das Objekt wird gebunden, wenn diese Bindungsenergie positiv ist, d.h. wenn

SGNm

SNy g2/3 -, 94 — 7.4 MeV.
5 1 W ¢

Mit ry = 1,128 fm entspricht diese Bedingung einem minimalen Wert A > 4 - 10°°, d.h. einem Radius
R > 4 km und einer Masse m > 7-10%® kg ~ 0,035 My (My: Sonnenmasse): das Objekt ist also ein
Neutronenstern[27]

Atomkern als ideales Fermi-Gas

In diesem Abschnitt und dem folgenden wird die quantenmechanische Natur der einen Atomkern
bildenden Nukleonen genauer beriicksichtigt als im Trépfchenmodell. Zu diesem Zweck wird ein Kern
als eine Menge von in einem Potentialtopf eingeschlossenen Protonen und Neutronen beschrieben.

(29Das hier benutzte Modell ist viel zu vereinfacht, um einen echten Neutronenstern gut zu beschreiben. Zum Bei-
spiel wurde stillschweigend angenommen, dass die den Neutronstern bildende Kernmaterie inkompressibel ist (dies
entspricht ay = const., unabhéngig von der Tiefe im Stern). Es ist aber hoch merkwiirdig, dass die guten Grofen-
ordnungen des Radius (~ 10 km) und der Masse (= 1 M) erhalten werden, obwohl die Werte der Koeflizienten
in Gl nur geeignet sind, um die Eigenschaften von Kernmaterie mit A < 250 zu beschreiben, nicht fiir A
um = 50 Zehnerpotenzen grofer. Dies zeigt, dass die starke Wechselwirkung wahrscheinlich eine ganz &hnliche
Rolle in Neutronensternen wie in Kernen spielt.



34 Struktur von Kernen. Kernmodelle

Die zugrunde liegende Idee der Modelle ist, dass die Wirkung aller anderen Nukleonen auf ein
beliebiges Nukleon sich effektiv zu einem ,mittleren’ Potential mitteln lasst, welches das Nukleon in
einem kleinen Raumbereich — entsprechend dem Kernvolumen — einsperrt und identisch fiir alle
Nukleonen ist. Lost man das quantenmechanische Problem eines Teilchens im mittleren Potential,
so findet man verschiedene gebundene Ein-Teilchen-Zustédnde auf sukzessiven Energieniveaus, die
das Nukleon besetzen kann. Ein den Atomkern darstellender Viel-Teilchen-Zustand ergibt sich dann,
indem die A Nukleonen auf solche Ein-Teilchen-Zusténde verteilt werden. Dabei soll der Spin % der
Protonen und Neutronen — die somit sog. Fermionen sind — beriicksichtigt werden: wenn mehrere
davon sich im Potentialtopf befinden, gehorchen sie dem Pauli-Prinzip, sodass jeder verfiighare
quantenmechanische Ein-Teilchen-Zustand von maximal nur einem Proton bzw. Neutron besetzt
werden darf.

Im Fermi-Gas-Modell verzichtet man auf das exakte Spektrum der gebundenen Energieniveaus.
Stattdessen verwendet man eine statistische Beschreibung — die eigentlich nur im Fall einer unend-
lichen Zahl von Teilchen begriindet ist — und betrachtet man die im Potentialtopf eingeschlossenen
Protonen und Neutronen als ein quantenmechanisches ,Gas“, wobei die letztere Bezeichnung bedeu-
tet, dass die Wechselwirkungen zwischen den im Potential eingeschlossenen Teilchen klei sind.
Da es sich bei dem Gas um Fermionen handelt, spricht man von einem Fermi-Gas (§ . Hier-
nach wird der Atomkern zunéchst als ideales Fermi-Gas aus Nukleonen (§, dann als ideale
Mischung zwei idealer Fermi-Gase aus Protonen und Neutronen (§ beschrieben. Durch diesen
Ansatz lassen sich einige Eigenschaften des Atomkerns erkldren, wie hiernach am Beispiel der in
der Bethe—Weizsdcker-Massenformel phanomenologisch eingefiihrten Asymmetrie-Energie illustriert
wird.

1.3.1 Ideales Fermi-Gas

Im Folgenden werden die elementaren Grundlagen der Theorie des idealen quantenmechanischen
Fermi-Gases bei Null-Temperatur kurz dargelegt. Ausfiihrlichere Darstellungen sind in Lehrbiichern
der Statistischen Physik zu finden, z.B. in Refs. [36, [37].

Eine Menge aus A nicht-wechselwirkenden Teilchen — ein ideales Gas — sei in einem rédumlichen
Volumen ¥ eingeschlossen, z.B. durch das Kastenpotential V (7¥) = 0 wenn 7 € ¥, V(¥) = oo sonst.
Fiir grofse Volumina wird der Abstand zwischen sukzessiven Energieniveaus sehr gering und man
kann annehmen, dass die Niveaus ein fast kontinuierliches Spektrum bilden. Genauer ergibt sich,
dass die Anzahl von Teilchen mit Impuls zwischen p und § + d®g durch

3=
W) = 91 (e5) o (1)
gegeben ist, wobei e5 die dem Impuls p zugehdrige Energie ist: fiir nicht-relativistische Teilchen mit
der Masse m, e5 = p 2 /2m, wobei die Massenenergie weggelassen wurde. g ist der Entartungsgrad der
Teilchen, d.h. die Zahl von unabhéngigen (inneren) Freiheitsgraden einer bestimmten Teilchenart:
fiir Teilchen mit dem Spin s gilt iiblicherweise g = 2s 4 1, entsprechend der Anzahl der moglichen
Werte von my
Schlieflich bezeichnet f(e) die mittlere Besetzungszahl eines Zustands mit der Energie ¢. Die
funktionale Form von f(¢) héngt von der Teilchenart ab, und zwar davon, ob die Teilchen einen
ganzzahligen (Boson) oder halbzahligen (Fermionen) Spin haben. Hiernach werden nur Protonen
und Neutronen, also Spin—%—Teﬂchen, betrachtet. Daher kann ein Zustand laut dem Ausschlieffungs-
prinzip durch maximal ein Teilchen besetzt werden: die Besetzungszahl eines Zustands ist entweder

(2%) Genauer soll die mit diesen Wechselwirkungen assoziierte potentielle Energie klein gegeniiber die kinetische Energie
der Teilchen sein.

)Es gibt aber wichtige Ausnahmen zu dieser Regel, wie z.B. bei Photonen, die in nur g = 2 Polarisationszustinden
vorkommen kénnen, obwohl sie Teilchen mit dem Spin 1 sind.

(26
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0 und 1, und die genaue mittlere Besetzungszahl hangt von der Temperatur ab. Hiernach wird an-
genommen, dass das die Nukleonen ein ideales Fermi-Gas bei Temperatur Null bilden, was sich im
Nachhinein priifen lasst. In diesem Fall ist

1 fir0<e<ep,
fle) = . (IL7)
0 fiir e > ey,

wobei e die sog. Fermi-Energie ist, die somit die Energie des hochsten besetzten Niveaus ist,
wahrend tiefere Energieniveaus voll besetzt sind.

Integriert man GI. iiber Energien € von 0 bis 0o, so soll man die Gesamtzahl von Teilchen
N erhalten. Aquivalent kann man iiber alle Impulse § € R? integrieren. Da die Besetzungszahl nur
von 5 und dadurch vom Betrag p = |p| abhéngt, sind sphérische Koordinaten im Impulsraum fiir
das Integral giinstig. Dabei kann man sofort {iber die Winkeln, die keine Rolle spielen, integrieren,
und somit d3p durch 47p? dp ersetzen, wobei p von 0 bis oo liuft. Assoziiert man der Fermi-Energie
einen Fermi-Impuls pr, so kann man die obere Grenze des Integrals durch pr, denn die Niveaus mit
hoéherem Impuls sind bei Null-Temperatur unbesetzt. Somit ergibt sich

e VArp?dp gV [P, gV
N = /0 91D " amms = @mnp /0 AmpTdp = o ahs P

(I1.8)

11.3.2 Der Kern als Einkomponenten-Fermi-Gas von Nukleonen

In diesem und im nédchsten Abschnitt wird der Atomkern als ideales Fermi-Gas modelliert,
d.h. die Kréfte zwischen den Nukleonen werden ignoriert — genauer besteht die einzige Rolle der
Wechselwirkungen darin, den Potentialtopf zu erzeugen; im Potential wechselwirken die Nukleonen
nicht mehr miteinander.

Die Beschreibung des Kerns als Gas von voneinander unabhéngigen Teilchen kann wegen des
kleinen Abstands zwischen Nukleonen und der entsprechenden starken Nukleon—Nukleon Wechsel-
wirkung zwar iiberraschend wirken. Im Grundzustand des Kerns sind aber alle niedrigsten Zusténde
im Potentialtopf durch die Nukleonen besetzt, sodass irgendeine Streuung zwischen Nukleonen kaum
stattfinden kann: die in der Kollision beteiligten Nukleonen kénnen némlich nach dem Stof keine
vorhandene freie Zusténde finden, was effektiv die Streuung verhindert. Deshalb liefert eine wech-
selwirkungsfreie Beschreibung eine ziemlich gute Approximation.

Der Unterschied zwischen Protonen und Neutronen kann in einem ersten Schritt vernachléssigt
werden. In diesem Abschnitt wird somit ein ideales Gas aus zwei Fermionentypen mit je dem Spin %
und derselben Masse m, = m,, = my, und ohne elektrische Ladung betrachtet. Der Entartungsgrad
dieser Nukleonen ist somit g = 4, entsprechend 2 Spinzustédnden fiir jede Teilchenart.

Verwendet man die Beziehung (II.8) mit auf der linken Seite der Nukleonenzahl im Kern A als
Gesamtzahl von Teilchen und mit g = 4 und ¥ = Ve, S0 ergibt sich

_ 2 rVKernp‘g,
3 32 F N>

(1L.9)

wobei pr y den Fermi-Impuls fiir das Fermi-Gas aus Nukleonen bezeichnet. Daraus folgen sofort

21/3 A\
pr.N = (377) h<2,,/Kem> (I.10a)
2 2\2/372 A \2/3
gy = TN (B)T0h , (IL.10b)
’ 2mpy 2mpy 2{VKern

mit e y der Fermi-Energie des Nukleonen-Gases.
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Mit dem Ansatz Vkern = %TFRE’A fiir das Kernvolumen (vgl. §|[.2.4 b)) erhdlt man

o7 12 h 97 2 K2
_ _ gt W .11
PE.N (8) B (8) omy R (IL.11)

Mit dem Wert Ry = 1,128fm fiir den dquivalenten Radius ergeben sich pp n = 265MeV /c und
er,N =~ 40MeV. Die bisher nicht spezifizierte Tiefe Vy des dem Kern bildenden Potentialtopfs muss
mindestens diesen Wert haben, damit die Nukleonen im Topf eingeschlossen bleiben. Bei S-stabilen
Kernen ist die Separationsenergie fiir die Abspaltung eines Nukleons etwa 8-10 MeV (§, SO
dass Vp ~ 50 MeV sein soll, wie schematisch in Abb. dargestellt wird.

V=0—-—-—7
Separationsenergie
~ 8-10 MeV
Fermi- -
Fliche |_ _o _o _o —e —
- - - -0 -0 —
Fermi-See er,N ~ 40 MeV
- - - -0 -0 —
- - -0 -0 -0 —
—Vo ~—50 MeV - - - -
Abbildung 1.5 — Schematisches Bild eines ug-Kerns als Einkomponenten-Fermi-Gas aus
Nukleonen.
Bemerkungen:

* Man hitte auch die Nukleonendichte im Kern A/%er = fiso = 0,17 Nukleonen/fm? direkt in
Gl. ([1.10a)) einsetzen kénnen, um den Fermi-Impuls

372 1/3
Pr,N = (2> hnl?
dadurch auszudriicken und zu berechnen.
* Wie zu erwarten war ist die Fermi-Energie der typischen Ordnung der Energien der Kernphysik.
Definiert man iiber kgTy = ef eine Fermi- Temperatur, so ist diese fiir Atomkerne etwa 4,6 - 10 K.

Somit sind iibliche Temperaturen von 300 K oder sogar 3000 K viel kleiner als dieser Wert, was die
Annahme eines Fermi-Gases bei Null-Temperatur rechtfertigt.

Die gesamte kinetische Energie der A Nukleonen im Kern is

PEN 2 N 3p2 3
p F,N
En = = —dp=—-——"="A=— A. 11.12
. /5dN(5) /0 Sy dp D 5 2ma 56F,N ( )

Mit der oben berechneten Fermi-Energie ist die durchschnittliche kinetische Energie pro Nukleon
unabhéngig von der Nukleonenzahl: En/A = %ERN ~ 24MeV. Somit gilt Ey/A < myc?: die
Nukleonen sind also nicht relativistisch, was stillschweigend in der Herleitung angenommen wurde

(z.B. in GI. [[L.I0D).

(2D Die letzte Identitit folgt aus % o p> und / ——dp = A.
0
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11.3.3 Der Kern als Zweikomponenten-Fermi-Gas von Protonen und Neutronen

Das einfache Modell eines idealen Fermi-Gases von undifferenzierten Nukleonen ist ja niitzlich,
um Grofenordnungen zu erhalten; es leidet aber an einem wichtigen Problem, und zwar dass alle
Nuklide in einer Isobarenreihe gleich stabil sind, was offensichtlich falsch ist.

Um den obenerwéhnten Mangel zu beheben wird der Unterschied zwischen Protonen und Neutro-
nen in diesem Abschnitt beriicksichtigt werden. Statt eines einzigen Gases sind jetzt im Potentialtopf
zwei verschiedene Fermi-Gase von Protonen bzw. Neutronen mit m, # m, und unterschiedlichen
Fermi-Energien ep ) bzw. ep,. Fir jedes Gas ist der Entartungsgrad jetzt g = 2 Die elektrische
Ladung des Protons und die daraus folgende Coulomb-Abstofsung wird aber in der Diskussion noch
ausgelassen.

Die Beziehung (I1.8)) angewandt auf jedes Fermi-Gas fiihrt jetzt zu

N — }rVKern 3

o 1 ‘VKern 3
3 3 732 PP

= 3302 PR

so dass die jeweiligen Fermi-Impulse der Gase durch

VA

(11.13)

Prp = (37r2)1/3h<> . PEn= (37r2)1/3h(> , (I1.14a)
rVKern (VKern

und die Fermi-Energien durch

2 2\2/3%2 2/3 2 212/3%2 2/3
3 h Z n 3 h N
’ 2m,, 2m,, Viern ’ 2m, 2m,, Wern
gegeben sind. Dies lautet noch
9r\3 h [ Z\/? 9r\3 B/ N\/3
=— — = n=1|— — — I1.1
o= (3) w(z)  m-(5) &(3) 57
und
2/3 2 7\2/3 2/3  p2 N\2/3
EFp = on o 2\ 1 y EFn = I = = : (I1.15b)
’ 4 2m,R2 \ A ’ 4 2m, R2\ A

In Analogie zum Einkomponenten-Fermi-Gas ergeben sich die gesamten kinetischen Energien

der beiden Gase: 3 3
E, = 55F7PZ und FE, = 551:7”]\7. (I1.16)

Die gesamte kinetische Energie des Atomkerns £/ = E), + E,, lautet dann

3 3/9nN\/3 w2 1 [z5/3  NO/B
B=3g(erpZ +eral) =5 (4) 2R2 A2/3 < >

Dies lésst sich als £ = En + AFE umschreiben, wobei Ex die oben berechnete gesamte kinetische
Energie ([1.12) des Nukleonen-Gases ist. Indem man

3/on\ m2 1 [, m m
_ 220 e s /3 2/3( ""*N ,5/3 TN A75/3 ) 45/3
E 5<8> 2mNR§A2/3[A 2 (mpz + Iy ) A ]

my My

schreibt, und unter Vernachlassigung der geringen Massendifferenz zwischen Neutron und Proton,

2/3 5/3
AE%§€F7N<Z> Z5/3+N5/3—2(A> .

erhalt man

5 (I1.17)
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Sei Ty = %(Z —N),waszu Z = A/2+ T3 und N = A/2 — T3 fiihrt. Die Taylor-Entwicklung von
AF fir |Z — N| < A gibt

3 9\2/3 1 A\P/3
“—55”(/4) <2>

Daraus folgt die kinetische Energie pro Nukleon E/A

2
B_3_ (1 . 5<Z—N>2> 3y (1 . 20<Z—>> (1L.18)

LB 2BYE ) A T 1 (2N
A A TN Tyt

A 5 9 A? 5

Fiir feste Nukleonenzahl A passen symmetrische Kerne in einem seichteren Potentialtopf als asym-
metrische Kerne, bzw. wenn Z — N # 0 kann Energie durch §-Zerfille kleiner werden: Z ~ N ist
eher stabil als |[Z — N| grofs. Wir kénnen jetzt verstehen, weshalb Z ~ N energetisch giinstiger ist.
Dazu liefert Gl. die Form des Asymmetrieterms in der Bethe—Weizsécker-Massenformel.

Da sich ein Neutron durch -Zerfall in ein Proton umwandeln kann — und umgekehrt, wenn
das energetisch moglich ist —, miissen die Fermi-Energien ep,, cp , bei einem stabilen Kern wie
in Abb. etwa gleich hoch liegen: es darf kein leeres Niveau zwischen den Fermi-Energien der
beiden Gase sein.

14
Sp Sn
] g g ° ° {
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Abbildung II.6 — Schematisches Bild eines gg-Kerns als Fermi-Gas von Protonen und Neutro-
nen unter Beriicksichtigung der Korrektur, die durch die Coulomb-Abstoffung bedingt ist.
Sp bzw. S, ist die Separationsenergie fiir die Abspaltung eines Protons bzw. eines Neutrons.

Bemerkungen:

* Die kinetische Energie pro Nukleon (II.18) sollte mutmaklich die Grofe der in der Bethe—
Weizsdcker Massenformel eingefiihrten Asymmetrie-Energie liefern: mit ep y ~ 40 MeV findet man
as = —%ER ~N =~ 52MeV. Das ist ungefdhr um einen Faktor 2 kleiner als der durch Anpassung der
Daten erhaltene Wert. Die Diskrepanz kommt daraus her, dass die Tiefe des Topfs —Vj selbst vom
Neutroneniiberschuft N — Z des Atomkerns abhéngt.

* Hohere Ordnungen in der Taylor-Entwicklung der Energiedifferenz liefern natiirlich zu-
sétzliche Terme, die in die Massenformel kénnen eingefiihrt werden. Zum Beispiel hitte der néchste
Beitrag zur Masse pro Nukleon eine Abhéngigkeit (Z — %)4 /A% was fiir Nuklide im Stabilititstal
nur eine geringe Korrektur darstellt.
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I1.3.4 Mogliche Verbesserungen des Modells

11.3.4 a Oberflachen- und Coulomb-Energien
Die Energie pro Nukleon ([I.18)) basiert letztendlich auf den Gleichungen (I1.13]), die selbst aus

der Teilchenzahl in einem infinitesimalen Impulsraumelement (IL.6) folgen. Man kann zeigen, dass
diese Teilchenzahl leicht iiberschéatzt ist, weil sie tatsdchlich ein unendliches Volumen des Kerns in
Ortsraum Vern voraussetzt. Die entsprechende Korrektur zur Energie des Fermi-Gases ist eigentlich

proportional zur Oberflache des Kerns und tragt der Gesamtenergie einen Term proportional zu A2/3
bei, der der Oberflachenenergie in der Massenformel entspricht.

Wegen der Heisenbergschen Unschérferelation kann die Oberfliche eines mit dem endlichen Vo-
lumen reellen Kerns nicht fest sein: sonst hatten die Nukleonen an der Oberflache eine bestimmte
Position und 7 = 0, was gleichzeitig unerlaubt ist. Somit fehlen die Zustéinde mit dem Abstand
|| = Rs vom Kernzentrum und dem Impuls j = 0, sodass die Gesamtenergie um eine Korrek-
tur o< R? verringert ist. Eine quantitative Abschitzung der benédtigten Korrektur zur Zahl der
Zusténde, befindet sich z.B. in Abschn. 2.3.1 von Ref. [I].

Dazu sollte die bisher ausgelassene Coulomb-Abstoffung zwischen Protonen in Betracht gezogen
werden. Eine erste einfache Folge dieser Abstofsung ist, dass der Potentialtopf, in dem die Proto-
nen eingeschlossen sind, wegen des destabilisierend wirkenden Coulomb-Terms oc —Z?2 /Al/ 3 (vel.

§|11.2.1) seichter ist, d.h. Vg, < Vp p, wie in Abb. dargestellt wird.
11.3.4 b Beruicksichtigung der Wechselwirkungen

Abweichung vom Modell des idealen Gases.

11.3.4 c Starken und Mangel des Fermi-Gas-Modells

Die Beschreibung des Kerns als ein Fermi-Gas liefert zunéchst niitzliche Gréffenordnungen, z.B.
die kinetische Energie der Nukleonen im Kern. Aufierdem erlaubt die oben beschriebene schrittweise
Verfeinerung eine Erklarung verschiedener Terme der Bethe-Weizsécker Massenformel, insbesondere
des Asymmetrie-Terms.

Dennoch léft das Fermi-Gas-Modell die beobachtete bevorzugte Paarung von Protonen bzw.
Neutronen in Kerne (d.h. den Paarungsterm Bjs) unerklért. Des Weiteren kann das Modell keine
Auskunft iiber die Verteilung der Energieniveaus geben: das Energiespektrum eines Fermi-Gases
ist ndmlich strukturlos bzw. gleichféormig, wahrend die Anwesenheit einer bestimmten Struktur
durch verschiedenen Beobachtungen angedeutet wird, z.B. durch die gemessenen Anregungsenergien
unterschiedlicher Nuklide (s. Beispiel in §[[1.4.1).

Schalenmodell des Atomkerns

Wie gerade diskutiert wurde sind das Tropfchen- und das Fermi-Gas-Modell statistische Modelle,
die naturgeméifs nur die globalen Eigenschaften eines statistischen Ensembles von Atomkernen be-
schreiben konnen, fir individuelle Kerne aber weniger erfolgreich sind. Wie in Abschn. schon
kurz erwdhnt wurde, gibt es manchmal ziemlich erhebliche Abweichungen von diesem Durchschnitts-
verhalten, insbesondere fiir Nuklide mit einer magischen Protonen- oder Neutronenzahl, die auch
miissen erklart werden. Einige dieser besonderen Eigenschaften der ,magischen Atomkernen“ werden
erstens in § [[I.4.1] dargelegt.

Zur Erklarung dieser Eigenschaften sieht es in Analogie zur Atomphysik passend aus, einen Kern
als Menge von Protonen und Neutronen in unterschiedlichen Ein-Teilchen-Zusténden zu beschreiben.
Dabei befinden sich die Nukleonen auf sukzessiven entarteten Energieniveaus, die als aufeinander
folgende Protonen- bzw. Neutronenschalen kénnen betrachtet werden. Somit handelt es sich um
ein Schalenmodell des Kerns. Der Unterschied mit dem Fermi-Gas-Modell des vorigen Abschnitts
liegt darin, dass die genaue Struktur des Energiespektrums jetzt explizit soll betrachtet werden.
Dementsprechend spielt die Form des mittleren Potentials, das die Teilchen einschliefst, nun eine



40 Struktur von Kernen. Kernmodelle

Rolle, denn sie bestimmt die Reihenfolge des Energieniveaus (§[I1.4.2). Die einfachsten Potentiale
mit nur einer Ortsabhéngigkeit konnen die experimentell gefundenen magischen Zahlen aber nicht
reproduzieren und man muss ein zuséatzliches Ingredienz einbauen, und zwar die Kopplung zwischen

dem Spin jedes Nukleons und dessen Bahndrehimpuls [[T.4.3]

11.4.1 Motivation fiir ein Schalenmodell

Wahrend die Bethe—Weizsidcker Massenformel die Massen bzw. Bindungsenergien der stabilen
Atomkerne erstaunlich gut wiedergibt, treten fiir Nuklide mit einer magischen Protonen- oder Neu-
tronenzahl, d.h. Z € {2,8,20,28,50,82} oder N € {2,8,20,28,50,82,126}, relativ grofe Abwei-
chungen auf, wie in Abb. zu sehen ist. Genauer sind die Bindungsenergien pro Nukleon solcher
Atomkerne grofer als das durch die Formel durchschnittliche Verhalten, d.h. diese Kerne sind
besonders stabil.

Diese erhohte Stabilitat der magischen Kerne spiegelt sich in weiteren Eigenschaften wider:

e [m Vergleich mit ihren unmittelbaren Nachbarn gibt es mehr stabile Isotope bzw. Isotone mit

einer magischen Z bzw. N, s. Abb. [[I.7]
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Abbildung 1.7 — Links: Anzahl der stabilen Isotope; rechts: Anzahl der stabilen Isotone.

e Diein Abb. dargestellte kosmische Haufigkeit der Kerne mit magischer Z oder N ist hoher
als diejenige ihrer Nachbarn. Auf dieser Abbildung merkt man auch den Unterschied zwischen
den Haufigkeiten von Nukliden mit gerader bzw. ungerader Protonenzahl 7.

Bemerkung: Doppelt magische Kerne sind oft an den Grenzen des Stabilitétsbereichs: 39Ca ist der
schwerste stabile Nuklide mit N = Z; bei 45Ca ist der Neutroneniiberschuss besonders hoch; 23§Ph
ist der schwerste stabile Nuklide. Auch instabile doppelt magische Kerne — wie 35Ni, Spiegelkern
von %80& mit einem extrem niedrigen N/Z ~ 0,71, ggNi, mit N/Z ~ 1,79, oder 1(5)88n bzw. 1§’gSn,
die fast an den Proton- bzw. Neutron-drip lines sitzen — sind weniger instabil als ihre Nachbarn.

Neben diesen mit der Stabilitét verkniipften Eigenschaften der magischen Kerne lassen sich noch
ein paar Besonderheiten bei diesen Nukliden merken:

e Bei den magischen Protonenzahlen &ndern sich die Paritat der ug-Kerne sowie das Vorzeichen
des elektrischen Quadrupolmoments (Abb. [I1.9); bei den magischen Neutronenzahlen &ndert
sich die Paritét der gu-Kerne.

e Die Energie E* der ersten angeregten Zustdnde nimmt bei den Kernen mit magischer Z oder
N besonders hohe Werte an.
7.B. gilt fiir den doppelt magischen 2g§Pb—Kern E* = 2,61 MeV, wiahrend E* = 0,8-0,9 MeV
fiir die Blei-Isotope mit 202, 204, 206, 210 oder 212 Nukleonen, bei denen N # 126 ist.
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Abbildung II.8 — Haufigkeiten der atomaren Elemente im Sonnensystem, abgeschéatzt mithilfe
von Meteoriten bzw. Beobachtungen der Sonnenphotosphére. Daten aus Ref. [39)].
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Abbildung 1.9 — Elektrische Quadrupolmomente der stabilen ug-Kerne. Messdaten aus

Ref. [40].

e Der Einfangsquerschnitt fiir Neutronen — d.h. der Wirkungsquerschnitt fiir den Prozes
n+4()y — A+Zl( )n41 — ist besonders klein fiir Kerne mit magischer Neutronenzahl. Im
Gegenteil zeigen Atomkerne mit N um eins kleiner als eine magische Zahl besonders grofe
Wirkungsquerschnitte fiir Neutroneneinfang.

Beispielsweise ist a(n + 1g’gBagl — 1§gBagg) =5,1b> a(n + 1§(§Bagg — 1§3Ba83) =0,35b
oder 0'(71 -+ 2g27Pb125 — 2g§Pb126) =0,7b> O'(TL + 2g§Pb126 — 2§3Pb127) = 0,0005b.

Die zwei letzteren Eigenschaften sind dhnlich entsprechenden chemischen Eigenschaften der Ele-

(2% )Dabei wird der Produktkern A+Z1( )n41 oft in einem angeregten Zustand oder sogar instabil sein.
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mente bei den ,magischen Zahlen“ (2, 10, 18, 36, 54, 86) des atomaren Periodensystems: Wegen
ihrer abgeschlossenen Valenzschalen haben die Edelgase, die eine ,jmagische Elektronenzahl besit-
zen, eine hohere Anregungsenergie als ihre Nachbarn; aufierdem kénnen sie nahezu keine chemische
Verbindungen eingehen, d.h. die Valenzelektronen koppeln sich nicht zu den Elektronen anderer
Atomen. Umgekehrt sind die Halogene (F, Cl, Br, I) — d.h. Elemente mit Elektronenzahl um eins
kleiner als eine magische Zahl — sehr elektronegativ, um ihre Valenzschale abzuschliefen.

Diese Analogie mit der Atomphysik suggeriert die Existenz von &hnlichen Schalen im Atomkern:
die magischen Protonen- bzw. Neutronenzahlen sollen dann das Abschliefen eines durch Protonen
bzw. Neutronen besetzten Energieniveaus signalisieren.

1.4.2 Erste Versuche eines Schalenmodells des Atomkerns

Wie in der Einleitung zum Abschnitt erldutert wurde, beruht die theoretische Beschreibung
des Atomkerns als Reihenfolge von Protonen- und Neutronenschalen auf dem Begriff eines mittle-
ren Ein-Teilchen-Potentials fiir die Nukleonen. Das unterliegende Prinzip wird erstens in §
dargelegt und einfache Ansitze fiir das Potential in § [T.4.2D] vorgeschlagen. Die Entstehung magi-
scher Zahlen wird am Beispiel des dreidimensionalen Kastenpotentials erlautert (§ , indem
das entsprechende quantenmechanische Problem ausfiihrlich gelost wird. Dann werden zwei andere
Potentiale diskutiert (§ , die die richtigen magischen Zahlen aber noch nicht liefern.

I1.4.2 a Mittleres Potential

Der Atomkern ist ein System aus A miteinander wechselwirkenden Nukleonen — Z Protonen
und N Neutronen. Somit besteht die Gesamtenergie des Systems aus der Summe der einzelnen
kinetischen Energien der Bestandteilchen und der potentiellen Energien fiir alle moglichen Wechsel-
wirkungen zwischen den Nukleonen. Dies entspricht quantenmechanisch einem Hamilton-Operator

Hgern —ZT + Y Vit > Vet (I1.19)
1<i<j<A 1<i<j<k<A
Dabei bezeichnet 7} den kinetische Energieoperator fiir Teilchen i: unter der Annahme, dass die
Nukleonen nicht-relativistisch sind — was mit dem in Abschn. [[I.3] gefundenen Wert der Fermi-
Energie plausibel aussieht —, gilt Ty = [3’7;2 /2m; mit ﬁz bzw. m; dem Impulsoperator bzw. der Masse
des Teilchens. Die Terme Vij, f/z-jk entsprechen Zwei- bzw. Drei-Teilchen-Wechselwirkungen zwischen
den Nukleonen, summiert iiber alle moglichen Paare bzw. Tripletts.

Bemerkung: ‘A/ij beschreibt die Wechselwirkung zwischen zwei Nukleonen, und enthélt somit das
starke Nukleon—Nukleon Potential, das sich prinzipiell aus Streuexperimenten oder aus der Unter-
suchung des Deuterons gewinnen lésst, und einen elektromagnetischen Anteil: Coulomb-Abstofiung
wenn ¢ und j Protonen sind, sowie die Kopplung zwischen den magnetischen Dipolmomenten der
zwei Nukleonen. Vz‘jk entspricht echten Drei-Nukleonen-Kréften die in erster Naherung viel klei-
ner als die Zwei-Korper-Kréifte sind, fiir die Beschreibung bestimmter Kerne nétig sind — insbeson-
dere, fiir sehr neutronenreiche Kerne wie 24O [41] oder “8Ca [42].

Bei Gl handelt es sich um den Hamilton-Operator eines Vielteilchenproblems, dessen
exakte Losung eine sehr komplizierte Aufgabe darstellt. In der Tat ist das Problem nur fiir sehr
besondere Wahlen der Wechselwirkungsterme moglich. Stattdessen 16st man in erster Naherung ein
vereinfachtes Problem, das sich wie folgt erhalten ldsst. Erstens wird ﬁKern umschrieben als

A A
Hgern = > _ [Ti + V (7)] [ZVJ + ) Vie - ZV 7 } = " hi+ Viest, (11.20)
i=1 i<j i<j<k i=1

wobei h; = T} + V(?:’l) jetzt ein Emtellchen—Hamllton—Operator ist.
Die Umschreibung ist nur niitzlich, wenn die zwei folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(29 Dabei handelt es sich um Krifte, die sich nicht auf die Zwei-Kérper-Krifte zwischen allen Paaren reduzieren
lassen.
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e V(7;) ist ein ortsabhéngiges mittleres Potential, das fiir alle Nukleonen des Kerns identisch
sein muss. Somit haben alle h; denselben Ausdruck.

o die Restwechselwirkung VRgest kann vernachléssigt werden.

Unter letzterer Bedingung wird das urspriingliche A-Teilchenproblem zu A unabhdngigen Einteil-
chenproblemen, d.h. der Atomkern wird jetzt durch ein Einzelteilchenmodell beschrieben.

Das Prinzip der Berechnung ist dann jenes des auch in der Atomphysik benutzten selbstkonsi-
stenten HartreeFock-Verfahrens{®")]

- Erstens soll man ein gutes Potential finden, z.B. schrittweise: V' (¥) wird zuerst geraten, dann
wird das zugehorige Vrest numerisch berechnet und V(7) modifiziert, bis Vrest wklein“ ist (s. zweite
Bemerkung unten).

- Zweitens 16st man die Schrédinger-Gleichung mit Hamilton-Operator h = iLi, um die Wellen-
funktion eines im durch V'(¥) erzeugten Potentialtopf eingeschlossenen Nukleons zu finden.

- Drittens wird der Kern gebildet: die Protonen bzw. Neutronen besetzen die gefundenen Ein-
Teilchen-Zustinde unter Beriicksichtigung des Pauli-Prinzips, denn Protonen und Neutronen sind
ununterscheidbare Fermionen. Beispielsweise sind im Grundzustand des Atomkerns nur die tiefmdg-
lichsten Ein-Teilchen-Energiezustéinde besetzt.

Hier sollte der Vollstédndigkeit halber ein bisschen mehr iiber A-Teilchen-Wellenfunktionen kom-
men.

Z.B.: die Wellenfunktion des gesamten Kerns ist durch das antisymmetrisierte Produkt der
Nukleonenwellenfuktionen gegeben.

Hiernach werden wir den ersten Schritt nicht explizit machen, sondern werden wir einfache mitt-
lere Potentiale postulieren, um den zweiten und den dritten Schritt zu illustrieren. Insbesondere
werden wir im Rest des § und in § nur (ndherungsweise) sphéarische Atomkerne betrach-
ten, entsprechend kugelsymmetrischen mittleren Potentialen. Dagegen erfordert die Beschreibung
(stark) deformierter Kerne nicht-kugelsymmetrische Potentiale, die natiirlich viel schwieriger zu
behandeln sind.

Bemerkungen:

x Anstatt eines mittleren Potentials fiir alle Nukleonen ist es sinnvoller, unterschiedliche mittlere
Potentiale fiir Protonen und Neutronen anzunehmen. Das Proton und das Neutron haben nédmlich
(leicht) unterschiedliche Massen, so dass ihre kinetische Energien schon unterschiedlich sind. Dazu
unterliegen Protonen und Neutronen nicht denselben Wechselwirkungen, wie kurz nach GI.
bemerkt wurde. Somit soll der rechte Glied von GI. durch

=

Z 29
F _ 7 (P) pn) ¢ < 2 — Pi - p(n) _ D n)(
Hyern = z; hP +Z; W™ 4 Vet mit AP = o +VOFE), = T + V(). (11.21)
ersetzt werden, wobei V® bzw. V(™ das gleiche fiir alle Protonen bzw. Neutronen ist, V® und
V(™ aber unterschiedlich sind.

x HFigentlich ist Viest €in Operator auf dem Hilbert-Raum des A-Teilchen-Problems und kann somit
nicht als ,klein“ betrachtet werden. Was klein sein kann, sind die Matrixelemente von Viest zwischen
bestimmten A-Teilchen-Zusténden, insbesondere zwischen den durch das Losen des Problems oh-
ne Vrebh erhaltenen Energie-Eigenzustdnden. Diese Matrixelemente sollen klein gegeniiber jene von
> h; sein, was moglicherweise nur in einem begrenzten Energiebereich gelten kann-

Damit ldsst sich ein bestimmtes mittleres Potential nur akzeptieren bzw. verwerfen, nachdem die
zweite und dritte Schritte durchgelaufen sind, nicht schon im ersten Schritt.

9 Eine Einfithrung in die Grundlagen der Methode ist z.B. ln Ref. [43] zu finden.
(VEs kann auch passieren, dass die Eigenzustinde von >, hi fiir gewisse Observablen schlechte Erwartungswerte
liefern, die mit experimentellen Ergebnissen nicht passen.
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* In praktischen numerischen Berechnungen wird die Restwechselwirkung nicht ganz vernachlés-
sigt, sondern in einem vierten Schritt — also nachdem das mittlere Potential optimiert wurde —
als eine Stérung behandelt. Dieser Term spielt ndmlich eine wichtige Rolle, indem er die Entartung
zwischen Zustéande mit unterschiedlichem Spin aufhebt und die experimentell beobachtete paarweise
Kopplung der Protonen bzw. Neutronen einer Schale erklart.

Ein wichtiger Punkt im oben beschriebenen Verfahren ist die Wahl des Ein-Teilchen-Potentials,
in dem die Nukleonen eingeschlossen werden. Im Folgenden werden drei mogliche Modelle unter-
sucht, die kugelsymmetrische Kerne beschreiben. Diese Potentiale werden mindestens durch eine
den Kernradius spiegelnde Reichweite R und eine Tiefe —V{y charakterisiert, wobei Vj ~ 50 MeV wie
im Fermi-Gas-Modell.

e Kastenpotential (I1.22]) 2R

-V frr <R
V(T):{ o firr <

Vi(r)

0 firr>R

Unrealistisch kann auch das Potential unendlich fiir
r > R angenommen werden.

e harmonischer Oszillator ([1.23|) 2R iv)

- \2 2
1—(R>] firr <R

0 firr > R

—Vo

Vir) =

Berechnungen sind einfacher wenn die Form

V(r) = -V [1 - (;)2

fiir einen beliebigen Abstand r gilt.

e Woods—Saxon Potential ([1.24]) 2R vir)

Vo
V(r) = ———=,
1+e s

6 ~ 0,5 fm bestimmt die Breite des Kernrands.

_VO

Das Woods—Saxon Potential ist realistischer — es spiegelt offensichtlich die gemessene Dichte-
verteilung der Nukleonen in Kernen mit A > 20 —, es erfordert aber die Nutzung eines
numerischen Losungsverfahrens. Umgekehrt sind das Kasten- bzw. das Oszillatorpotential zwar
vereinfachte Naherungen, jedoch existieren analytische Losungen der Schrédinger-Gleichung fiir die
Bewegung eines Nukleons in solchen Potentialen, was einen besseren Einblick in den Ursprung
der verschiedenen Eigenschaften des Modells erlaubt, insbesondere in die nétigen Bestandteile, um
beobachtete Kerneigenschaften wiederzugeben.

Um den Unterschied zwischen Protonen und Neutronen in Betracht zu ziehen werden unter-
schiedliche Potentialtopfe angenommen: in erster Naherung, dieselben Potentiale mit unterschiedli-
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chen Tiefen Vo(p ) =+ Vb(n).
11.4.2 ¢ Einfachstes Beispiel: Kastenpotential

In diesem Paragraph werden die moglichen stabilen Ein-Teilchen-Zustédnde eines Teilchens im
dreidimensionalen Kastenpotential festgelegt, insbesondere deren Eigenenergien, welche die
,Schalen” der entsprechenden A-Teilchen-Zustdnde bestimmt. Dafiir soll man die zeitunabhéngige
Schrédinger-Gleichung in Anwesenheit des Potentials 16sen.

Da das Potential kugelsymmetrisch ist und nur. vom Ort abhéngt, kommutiert der Hamilton-
Operator h mit den quadrierten Bahndrehimpuls L? und Spin 52 des Nukleons, sowie mit deren
Projektionen auf einer festen Achse L, bzw. S,. Daher ist {iL, f/z, f/z, 52, SZ} ein vollstandiger Satz
kommutierender Observablen, deren Erwartungswerte die Ein-Teilchen-Eigenzustidnde vollig charak-
terisieren Werden. Dabei werden, wie iiblich, die Eigenwerte des Hamilton-Operators h — d.h.
die Ein-Teilchen-Figenenergien — durch eine Hauptquantenzahl n € IN* gekennzeichnet, und die
Eigenwerte von L2 bzw. L, durch ganzzahlige Quantenzahlen ¢ € IN bzw. my € {—¢,—(+1,...,(},
vgl. Anhang 77.

Bemerkung: In der Kernphysik wird, wie in der Atomphysik, die spektroskopische Bezeichnungsweise
benutzt, so dass ein s-, p-, d-, f-, g-, h-Zustand einen Zustand mit jeweils £ = 0, 1, 2, 3, 4, 5 andeutet.
Im Gegensatz zur Atomphysik ist die azimutale Quantenzahl ¢ in der Kernphysik nicht auf Werte
kleiner als n beschrinkt, sondern kann grofser sein, wie unten zu sehen sein wird.

In Ortsdarstellung lautet der kinetische Energieoperator Tj = —(h2/ 2mi)A, mit A dem Laplace-
Operator. Somit lautet die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung fiir ein im Potential ([1.22]) ein-
geschlossenes Proton bzw. Neutron, beschrieben durch die Wellenfunktion t®)(7) bzw. (™ ()

A2 . N N
- 52V (F) = Vw0 () = D0 () g 7] < R, (11.25)
m;
wobei j = p oder n, wihrend () die Energie des Ein-Teilchen-Zustands () (7) darstellt.

Hiernach werden nur gebundene Nukleonen ins Betracht gezogen, sodass aufser des Potentialtopfs
P9 (7) = 0, entsprechend einer verschwindenden Aufenthaltswahrscheinlichkeit. Streng genommen
ist diese Bedingung wenn V(|7 > R) = 0 nicht erfiillt, sondern nur wenn VU (|7| > R) = +o0,
was von jetzt an angenommen wird

Wegen der Kugelsymmetrie des Problems ist es giinstig, Kugelkoordinaten (7, 0, ¢) zu benutzen.
Dazu ist es moglich, die Radial- und Winkelabhéngigkeiten der Wellenfunktion eines Nukleons zu
trennen (,Separationsansatz). Somit kann die letztere als

YO (7) = RY)(r) Yo, (8, ¢) (11.26)

n
geschrieben werden, wobei n, ¢ und m, ganze Zahlen sind und der Winkelanteil Yy, (0, ¢) eine
Kugelflachenfunktion bezeichnet (Anhang ?7). Mit diesem Ansatz fithrt der Ausdruck des Laplace-
Operators in Kugelkoordinaten
2 -
AJE) = o [F0)] = g BT )
unter Verwendung der Eigenwertgleichung (??) fiir jeden Wert von ¢ zu den myg-unabhéngigen
linearen Differentialgleichungen

h2 [1(12(TR(]-)(T)> B 00+1)

2m; | rdr? nt r2

Dir)| = (69 + VIR (r), (11.27a)

=

2 Der Erwartungswert von 52 ist fiir alle Eigenzusténden derselbe, und zwar %hz, da alle Protonen und Nukleon
denselben Spin s = % haben. Deshalb erlaubt dieser Erwartungswert keine Unterscheidung zwischen den Zustdnden
und wird im Folgenden von deren Kennzeichnung ausgelassen.

(39 Die Herleitung der Eigenenergien und -zusténde in diesem vereinfachten Fall befindet sich in manchem Lehrbuch
der Quantenmechanik, z.B. in Fliefbach [44] Kap. 25].
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XnO an Xn2 Xn3 Xn4 Xn5 Xn6
3,1416 | 4,4934 | 5,7635 | 6,9879 | 8,1826 | 9,3558 | 10,5128
6,2832 | 7,7253 | 9,0950 | 10,4171 | 11,7049 | 12,9665 | 14,2074
9,4248 | 10,9041 | 12,3229 | 13,6980 | 15,0397 | 16,3547 | 17,6480

12,5664 | 14,0662 | 15,5146 | 16,9236 | 18,3013 | 19,6532 | 20,9835

=l w N =S

Tabelle 1.1 — Erste Nullstellen der sphérischen Besselfunktionen jg bis jg.

wobei ein globaler Faktor Yy, (6, ¢) schon ausfaktorisiert wurde: somit wird das Problem auf ein
eindimensionales Problem reduziert. Aufserdem gelten die Randbedingungen

Rff‘g)(()) < oo : die Losung soll in r = 0 regulér sein; (I1.27b)
Rglje (R) =0: die Losung soll bei r = R kontinuierlich sein. (I1.27¢)

Die erste dieser Bedingungen entspricht der nétigen Endlichkeit der Aufenthaltswahrscheinlichkeit
|1/J(j)‘2 x (RSZ))Q, insbesondere im Ursprungspunkt 7 = 0, wihrend die zweite Bedingung aus der
Forderung /) (7) = 0 aufierhalb des Bereichs 7 < R folgt.

Der Einfachheit halber kann man zuerst die s-Zusténde betrachten, d.h. den Fall ¢ = 0: die Dif-
ferentialgleichung (I1.27a)) lautet dann (von jetzt an wird der Index j der Kiirze halber ausgelassen)

(;i; (aro(r)> + % (arg(r)> =0

mit & = e + Vj. Eine bei r=0 reguldre Losung [Bedingung (II.27D))] ist

sin ko7 2méng

mit k2 = 2
und C' einer Normierungskonstante, deren Ausdruck in der spéteren Diskussion nicht benétigt wird.
Damit die Losung bei » = R eine Nullstelle hat [Randbedingung (I1.27d))] soll k¢ nur die diskreten

Werte kpo = nm/R annehmen, wobei n die Hauptquantenzahl ist, sodass die moglichen Energien
der Zustdnde quantisiert sind:

Ryo(r)=0C oo

B
2m R2
€no ist daher die Energie (in Bezug auf die Tiefe —V|) des Potentialtopfs) des auf dem ns-Zustand
stehenden Nukleons.

n € N*. (I1.28)

€no =

Bemerkung: Der Wellenvektor koo mit n = 0 fiithrt zu ¢(7) = 0 tiberall und entspricht daher keiner
physikalisch relevanten Losung.

Fiir eine beliebige azimutale Quantenzahl ¢ lautet eine regulidre Losung der Gleichung ([1.27al)

. s
Ro(r) = je(kner) = 1/ ﬂjué(knﬂ),

wobei jg(z) bzw. Jy1/2(x) eine sphérische Besselfunktion bzw. eine Besselfunktion halbzahliger Ord-

nung bezeichnet Wie im Fall ¢ = 0 oben ist k,, durch die Randbedingung festgelegt: die
Wellenfunktion verschwindet bei r = R nur wenn k,,y R eine Nullstelle der sphérischen Besselfunkti-
on jy ist, d.h. nur fir k,y = X,/ R, wobei X,,; die n-te Nullstelle von j; bezeichnet (s. Tabelle .
Die entsprechende Energie des im Potentialtopf eingeschlossenen Nukleons ist

G Die ersten sphérischen Besselfunktionen sind
. __sinz . __sinz  coswm . (3 1\ . 3cosx
jo@) = 2, i) = E S o) = (5 - ) sine - 255

Thre Nullstellen kleiner als 15 werden in der Tabelle mgegeben, vgl. auch Refs. [45] Kap. 10| oder [46], Kap. 10].
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2 X 2
Bt = - <”€) . (11.29)

2m \ R

Wie oben gesagt sind die Zustédnde durch die Erwartungswerte der Observablen {fl , E2, ﬁz, S’Z}
charakterisiert, d.h. durch die zugehorigen Quantenzahlen {n, ¢, my,ms}: die moglichen Energie-
werten héngen nur von n und ¢ ab. Fir feste £ ist dann die magnetische Quantenzahl
my € {—¢,...,¢}, wihrend der Erwartungswert der Projektion S, des Nukleonspins auf der z-
Achse die Werte j:%h annehmen kann, entsprechend mg = j:%. Insgesamt gibt es also auf dem
(n, ¢)-Energieniveau 2 x (2¢ + 1) entartete Zusténde.

Die Anordnung der moglichen Zusténde nach wachsender Energie €, bzw. wachsendem Wert der
Nullstelle X, wird in der Tabelle 1.2 mit dem zugehorigen Entartungsgrad des Niveaus gegeben,
sowie die Summe der Anzahlen von Zustdnde. Die entsprechenden Energieniveaus im Potentialtopf
sind in Abb. I1.10 dargestellt.

Anzahl der Zusténde
() | Xt auf dem Niveau zl; 226+ 1)
n S —

1s 3,14 2 2
Ip | 4,49 6 8 of
1d 5,76 | 10 bilden gemeinsam 18 + - — — — 1 - 3s
2s 6,28 2 eine Schale 20 1h
1f | 6.99 14 34 4+ - - — ] L >2d
2p 7,73 | 6 ] bilden gemeinsam 40 %%
1g 8,18 | 18 eine Schale 58 4L - - - ] o
2d 9,10 | 10 . . 68 T — — — — "o

1h 9.36 | 22 bllde.n gemeinsam 90 1d

eine Schale + - — — — A -

3s | 9,42 | 2 92 | — 1p

of | 10,42 14 106 Is

. : . : _‘/E)

Abbildung I1.10: Energieniveaus der
Tabelle I1.2: Termschema im Kastenpotential ([1.22)). Nukleonen in einem Kastenpotential.

In diesem Termschema kommt manchmal eine grofere Energielticke zwischen zwei aufeinander-
folgenden Niveaus vor, sodass die notige Energie, um ein Nukleon vom niedrigeren auf das héher
liegende Niveau anzuregen, ebenfalls grof ist. Umgekehrt liegen mehrere Niveaus nah voneinander,
z.B. 1d und 2s, 2p und 1g, oder 2d, 1h und 3s: in solchen Féllen ist die Anregungsenergie relativ
gering. Dies fithrt zur Idee, dass diese dicht liegenden Niveaus eine Schale zusammen bilden. Die
magischen Zahlen treten dann nur beim Abschluss entweder einer solchen ,Composite-Schale” oder
eines isolierten Niveaus auf: so findet man 2, 8, 20, 34, 58, 92, 138...

Die ersten drei experimentell beobachteten magischen Zahlen 2, 8, 20 werden offensichtlich gut
erklart! Es fehlen aber 28, 50, 82 und 126.

Das Problem bei den héheren magischen Zahlen konnte vermutlich mithilfe eines besseren An-
satzes fiir den Ein-Teilchen-Potentialtopf gelost werden.

Im Fall des dreidimensionalen Oszillatorpotentials findet man dquidistante Ein-Teilchen-
Niveaus mit der Energie &,0 = [2(n — 1) + £ + 3]hw, wobei w? = 2V /mR2. Der Entartungsgrad der
Niveaus wéachst schnell: auf dem N-ten Niveau (N € N) sitzen alle mogliche (n, £)-Zustinde mit
2(n—1)+¢ = N und jeder (n,¢)-Zustand ist wie oben 2(2¢+ 1)-mal entartet. Die daraus folgenden
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magischen Zahlen sind dann 2, 8, 20, 40, 70, 112, 168... Die Reihenfolge der Energieniveaus des
dreidimensionalen harmonischen Oszillators ist in der Tabelle 11.3 bzw. in Abb. I1.11 dargestellt.
Dabei kann man merken, dass alle Zusténde auf einem gegebenen Niveau dieselbe Paritdt besitzen,
und zwar abwechselnd positiv und negativ.

-4s, 3d, 2g, 1i
ORI il PIECER) e
N nt “3p, 2f, 1h
1s %hw 2 2 --3s, 2d, 1g
5
1p 5hw 6 8 —9p, 1f
2s, 1d Thw 12 20
9 ---2s, 1d
2p, 1f 5hw 20 40
3s,2d, 1g | Yhw 30 70 Ip
3p, 2f, 1h | Bhw 42 112 1s
4s, 3d, 2g, 1i | ¥ hw 56 168
Abbildung II.11: Energieniveaus im
Tabelle 11.3: Termschema im Oszillatorpotential (I1.23)). Oszillatorpotential.

Die iibliche Herleitung der Energieniveaus des eindimensionalen harmonischen Oszillators beruht
auf der Nutzung von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren a' and a Die Umschreibung
des Potentials in kartesischen Koordinaten als Summe dreier unabhéngigen eindimensio-
nalen Oszillatoren liefert dann sofort die Eigenzustéinde und Eigenenergien des dreidimensiona-

len Ostzillators.

Eine direkte Losung der zeitunabhéngigen Schrodinger-Gleichung in Kugelkoordinaten in dem-
selben Sinne als die oben dargestellte Losung des Kastenpotentials ist auch moglich, vgl. z.B.
Fliekbach [44] Kap. 28].

Im Woods—Saxon Potential ist die Anordnung der Ein-Teilchen-Zustéande 1s, 1p, 1d, 2s,
1f, 2p, 1g, 2d, 3s, 1h, 2f, 3p, 1i, 2g. .., mit den magischen Zahlen 2, 8, 20, 40 (oberhalb der 2p-Schale),
58 (oberhalb der 1g-Schale), 92, 138... Die ersten drei Zahlen werden abermals gut wiedergegeben,
dennoch fehlen wieder die néchsten.

Die erfolgreiche Erklarung von 2, 8 und 20 mit allen Potentialen bestéatigt die Giiltigkeit des dem
Einteilchen-Schalenmodell zugrunde liegenden Prinzips, dass die magischen Zahlen den Abschluss
von Schalen unabhangiger Nukleonen in einem Potentialtopf spiegeln.

Der Grund des Scheiterns bei den hoheren Zahlen lésst sich aus der Analysis der drei obigen
einfachen Potentiale f ahnen. Somit wird das Problem wahrscheinlich durch den grofen
Entartungsgrad 2(2¢+ 1) der (n, £)-Niveaus verursacht. Zum Beispiel kommt in allen drei Modellen
nach dem 2s-Niveau das 14-mal entartete 1f-Niveau vor, was das Auftauchen der magischen Zahl
28 verhindert. Andere ,natiirliche” Potentialforme kénnten hierbei nicht weiter helfen, solange die
Entartung der Zustdnde mit denselben (n,¢) nicht aufgehoben wird.

11.4.3 Berucksichtigung der Spin-Bahn-Kopplung

Das Problem des richtigen Abschliefsens der Nukleonenschale wurde unabhéngig voneinander
einerseits durch Maria Goeppert-Mayer [49] 50], andererseits durch J. Hans D. Jensen und seine
Mitarbeiter [51] gelost. Thre Idee war, die Entartung der (n, £)-Zustdnde durch die Einfiihrung eines
zusétzlichen Beitrags zum Ein-Teilchen-Potential aufzuheben.

(%) Diese Herleitung ist in jedem Lehrbuch der Quantenmechanik zu finden, z.B. in Cohen-Tannoudji [47, Kap. V],
FlieRbach [44, Kap. 34] oder Messiah [48] Kap. 12].
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Die Natur dieses zusétzlichen Terms wurde noch einmal durch die Analogie zur Atomphysik sug-
geriert: In der Atombhiille ergibt die Kopplung zwischen dem Spin und dem Bahndrehimpuls eines
Elektrons die geringe , Feinstruktur“-Aufspaltung dessen Energieniveaus. Die durch die Kernkréfte
verursachte Aufspaltung der Nukleonen-Energieniveaus erwies sich erstaunlicherweise als verhalt-
nisméfig viel grofer. Somit kann diese Kopplung das Niveauschema erheblich modifizieren.

Bezeichnet man das kugelsymmetrische Ein-Teilchen-Potential von §[I1.4.2] als V.(r), so lautet
das neue zu betrachtende effektive Potential

V(r) = Vel#) + Veo(r) L - 5, (11.30)

wobei L bzw. S der Bahndrehimpuls- bzw. der Spin-Operator des Nukleons ist. Die Radialfunktion
Vs.o.(r) bestimmt die Stérke der Kopplung zwischen Spin und Bahndrehimpuls. Ein tiblicher Ansatz
fiir Vio.(r) in Berechnungen ist, in Analogie zum ,, Thomas‘-Term in der Atomhﬁlle
1dV,

rdr’

wobei die Proportionalitdtskonstante negativ ist. Abbildung stellt diese Abhéngigkeit im Fall
eines Woods—Saxon-Potentials V,.(r) dar: Vg, ist relativ klein im inneren Teil des Atomkerns und
tragt vor allem am Kernrand bei. Dabei ist das Ziel, die tiefstliegenden Niveaus wenig zu storen,
um die magischen Zahlen 2, 8, 20 im neuen Energieschema zu erhalten.

Vso.(r) o (I1.31)

Abbildung I.12 — Woods-Saxon Potential (I1.24) zusammen mit dem durch GIl. (I1.31)) ge-

gebenen entsprechenden Radialterms des Spin-Bahn Potentials.

Nach Einfiihrung des zusiitzlichen (L - S)-Terms kommutieren L und S nicht mehr mit dem
neuen Hamilton-Operator, sodass ihre Erwartungswerte nicht mehr Konstanten der Bewegung sind.
Dementsprechend lassen sich die Eigenzustdnde nicht mehr durch die Quantenzahlen m, und mg
charakterisieren. Ein neuer vollsténdiger Satz kommutierender Observablen ist dan

{il7 z27 §27 j27 jz}7

wobei J = L+ S der Gesamtdrehimpuls des Nukleons ist. Der mit J? bzw. J. assoziierte Figenwert
wird durch eine neue Quantenzahl j bzw. m; charakterisiert und betrigt j(j + 1)h* bzw. m;h.

Die Kopplung des Bahndrehimpulses L und des Spins S fiihrt je nach ihren relativen Orientie-
rungen zu zwei moglichen Werten der Gesamtdrehimpulsquantenzahl j:

- wenn der Nukleonspin parallel zu seinem Drehimpuls ist, gilt j = £ + %; daher kann m; die
20 + 2 verschiedenen Werte —¢ — %, o L+ % annehmen.

- wenn S und L antiparallel sind, ergibt sich j = ¢ — %; dann gibt es 2¢ mogliche Werte fiir m;.

9 Die Spin-Bahn Kopplung der Elektronhiille wird durch die Bewegung des Elektrons im elektrischen Feld des

Atomkerns verursacht: das rotierende Elektron spiirt ein Magnetfeld, zu dem sein Spin koppelt. Der daraus folgende
Spin-Bahn-Term l4sst sich im Rahmen der Quantenelektrodynamik berechnen, vgl. z.B. Ref. [62] Kap, IV §33].

)Die Bemerkung der FuRnote 32 bleibt hier auch giiltig: alle Nukleonen haben den Spin s = %

(37
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Die Energie des auf den Wert 1 normierten Eigenzustands |n, ¢, j,m;) lautet
<n7£7j7mj| B |n7€aja m]> = <7’L,€,j,mj‘ ‘A/C |n7€7jamj> + Vvs.o.<na£7j7 m]| -Z : ‘§’ |n7€7j7mj>a

wobei der Beitrag des V.-Terms in erster Naherung derselbe bleibt (£,,), wie in §[[1.4.2| schon
berechnet wurde, und hangt somit nur von n und ¢ ab. Die durch den Spin-Bahn-Kopplungsterm
induzierte Verschiebung des Energieniveaus fiir die beiden Fille j = £ 4 % und j =/¢ — % ldsst sich
mithilfe der Beziehung L - § = %(J_2 — L2 — §2) leicht berechnen:
5 4 1
_ +3h%¢ fiir j = £+ £,
—$h*(C+1) fiir j=0—1.

Daher ist die Ein-Teilchen-Energie jetzt gegeben durch

[t e o
nlj — <n .o '
_%h2(£+ 1)<‘/é.0.>n€ fur j =0 %’

wobei (Vso )ne den Erwartungswert im nf-Zustand des radialen Anteils des Spin-Bahn-Terms be-
zeichnet.

Experimentell gilt fiir diesen Radialanteil V., () < 0, was natiirlich zu einem ebenfalls negativen
Erwartungswert fithrt. Deshalb liegen die Zustdnde mit héherer Gesamtdrehimpulsquantenzahl j =
K—l—% energetisch niedriger — d.h. sie sind stirker im Potential gebunden — als diejenigen mit kleinerer
j=14— % Dies stellt das gegenseitige Verhalten zur Wirkung der Spin-Bahn Kopplung in der
Elektronenhiille eines Atoms dar.

Aus GIl. (I1.32)) ergibt sich die Aufspaltung der Energieniveaus mit j. = £ + % und j_
bei festen Werten von n und ¢:

? —

1
2

Ae = Eppj. — Eppj, o< 20+ 1.

Diese Aufsplittung wéchst daher mit zunehmender Bahndrehimpulsquantenzahl ¢ des Nukleons.
Zur Kennzeichnung der neuen j-Abhéngigkeit der Energieniveaus wird die Quantenzahl j der bisher
benutzten Schreibweise als tiefgestellter Index beigefiigt.

Beispielsweise wird die 1f-Schale durch die Spin-Bahn-Kopplung in zwei Niveaus aufgespaltet:
mit der hoheren Energie kommt das 6-mal entartete 1fs/5-Niveau vor; tiefer liegt das stérker ge-
bundene 1f7 o-Niveau mit 8 Zusténden. Somit wird 28 zu einer magischen Zahl! Ebenfalls fiihrt die
Aufspaltung der 1g- und 1h-Niveaus in 1g7/; und lgs/ bzw. 1h7/s und lhg/, zu den magischen
Zahlen 50 und 82, wie in Abb. [I.13] gezeigt wird.

Durch die Einfiihrung unterschiedlicher Potentialtiefen Vo(p ) und Vb(n) im mittleren Potential und
nach Berticksichtigung des zusétzlichen Coulomb-Potentials fiir die Protonen treten unterschiedliche
Energieniveaus fiir Protonen und Neutronen auf. Beispielsweise werden die Ordnungen der 1gz/;
und 2ds/5 in den beiden Reihen umgetauscht. Die ungleichen Potentiale konnen auferdem wie in
Abb. moglicherweise zu unterschiedlichen magischen Zahlen bei den hochstliegenden Niveaus
fithren.
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Abbildung I1.13 — Einteilchen-Energieniveaus in einem realistischen Woods—Saxon Potenti-
altopf unter Beriicksichtigung der Spin-Bahn Kopplung.

I1.4.4 Vorhersagen des Einteilchen-Schalenmodells des Atomkerns

11.4.4 a Kernspin und Paritat im Grundzustand

Im Grundzustand des Atomkerns sind zunéchst die tiefsten Nukleonenschalen vollig besetzt,
so dass nur das hochste gefiillte Energieniveau moglicherweise nicht voll ist. Die abgeschlossenen
j-Schalen, die 2j +1 Protonen bzw. Neutronen enthalten, liefern keinen Beitrag weder zum Gesamt-
drehimpuls des Kerns noch zu seiner Paritét:

- Die Projektionen J, = —jh, (—j + 1)A, ..., (j — 1)h, jh des Gesamtdrehimpulses der verschie-
denen Nukleonen der Schale kompensieren sich gegenseitig, und tragen deshalb nicht zu Jger, bei.

-Daj=1/¢+ % halbzahlig ist, ist die Zahl 2j + 1 der Nukleonen auf der Schale gerade, sodass
das Produkt der individuellen Paritéiten (—1)¢ der Nukleonen insgesamt 41 ergibt.

Dieses Ergebnis fiihrt sofort zu den folgenden Vorhersagen:

e Atomkerne, deren letzte besetzte Protonen- und Neutronenschalen abgeschlossen sind, haben
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Spin und Paritit JE_ =07,
Experimentell stimmt das: z.B. JE. (1§0) =07,

e Wegen der angenommenen Unabhéngigkeit der Nukleonen im Potential haben die ug- bzw.
gu-Kerne, bei denen es nur ein Proton bzw. Neutron aufserhalb einer abgeschlossenen j-Schale
gibt, genau den Spin und die Paritéit dieses ungepaarten Nukleons.

Experimentell stimmt das auch: z.B. ist fiir 1O, mit einem einzelnen Neutron auf der 1d; /2
Schale, JKem = 5+.

e Analog bestimmt ein einzelnes isoliertes Loch, entsprechend einem fehlenden Nukleon, Spin
und Paritét der ug- oder gu-Kerne, bei denen ein einziges Proton bzw. Neutron auf der letzten
besetzten Schale fehlt.

Abermals stimmt das mit den Messdaten: z.B. JI'zem(lg’O) = %7, mit einem Loch in der
Neutronen-1p; j5-Schale.

Bei Kernen mit teilweise gefiillten Schalen kann das Einzelteilchen-Schalenmodell nicht weiter
helfen. Experimentelle Beobachtungen und das Beriicksichtigen der Restwechselwirkung VRest —
entsprechend einer Abweichung vom Ein-Teilchen-Problem — motivieren einen zusétzlichen Ansatz:

Sobald zwei Protonen bzw. zwei Neutronen in der gleichen Schale gebunden sind, koppeln
sie zum energetisch bevorzugten Zustand mit Gesamtdrehimpuls J1 + J2 =0.

Dieser Ansatz erlaubt weitere Vorhersagen:

e gg-Kerne haben Spin und Paritét Jl'zcm = 0T; diese Vorhersage ist experimentell bestéitigt

e ug- und gu-Kerne haben den Spin und die Paritdt des ungepaarten Nukleons JEem =7 (=D,
Dies stimmt auch sehr gut mit den experimentellen Ergebnissen (s. Ref. [24] oder Ref. [8],

Experimente 56-57]), bis auf Abweichungen bei Kernen mit 150 < A < 200.

Bemerkung: Der oben eingefiihrte Ansatz reicht nicht aus, um Vorhersagen fiir den Spin und die
Paritét eines uu-Kerns zu erlauben. Um die gemessenen Eigenschaften zu erklaren (JEern(%H) =11
JRon QL) =17, JR_(19B) = 3%, JE_ (14N) = 17 fiir die stabilen Nuklide) werden in der Literatur
die sog. starke und schwache Nordheim Regeln eingefiihrt (vgl. z.B. Ref. [5]).

11.4.4 b Kernspin und Paritat angeregter Zustiande

Im Grundzustand besetzen die Nukleonen die niedrigsten Energieniveaus im Potentialtopf. Ober-
halb liegen weitere Niveaus, auf welche die Nukleonen durch Energiezufuhr versetzt werden kénnen:
der Atomkern ist dann in einem angeregten Zustand.

Das hier dargelegte Ein-Teilchen-Schalenmodell liefert zuverléssige Voraussagen nur fiir den
Fall eines ug- oder gu-Kerns mit im Grundzustand einem einzelnen Nukleon auf der angefangenen
Schale, das auf die néchste Schale angeregt wird, wiahrend die abgeschlossenen Schalen ungestort
bleiben. Dann bestimmt dieses Nukleon den Spin und die Paritdt des angeregten Kerns — sowie
des Grundzustands, wie oben gesehen.

Zum Beispiel hat der erste angeregte Zustand des 17O-Kerns Spin und Paritdt JE_ (}50*) = {r:
das ungepaarte Neutron wird von der 1ds/, auf die 2s; /o versetzt.

11.4.4 c Elektrische Dipol- und Quadrupolmomente

Elektrisches Dipolmoment

Dem Schalenmodell nach besitzen Atomkerne eine definierte Paritdt unter Raumspiegelung, d.h.
ihre Wellenfunktion ist Eigenzustand zum Paritdatsoperator: IS‘IIKem(F) = Ukern(—7) = ¥ Kkern (7).
Infolgedessen ist deren Ladungsdichteverteilung pel(7) = Ze Vi, (7) WKern (7) invariant unter der
Transformation 7 — —7.

(%) was natiirlich ist, denn der zugrunde liegende Ansatz basiert auf den experimentellen Fakten!



1.4 Schalenmodell des Atomkerns 53

Aus der Definition des elektrischen Dipolmoments ergibt sich dann sofort*”) D= —5,
d.h. D = 0: Kerne sollten kein elektrisches Dipolmoment haben, was experimentell bestéatigt ist.
Beispielsweise ist die obere experimentelle Grenze fiir den Wert des elektrischen Dipolmoments des
Protons |D| < 0,54 - 100 ¢ fm [28], wihrend die ,natiirliche* Grofenordnung fiir eine Verteilung
mit der Ausdehnung ~ 1fm und der Ladung e wire =~ 1 efm.

Elektrisches Quadrupolmoment

Das elektrische Quadrupolmoment charakterisiert die Abweichung der Ladungsverteilung von der
Kugelgestalt (§ . Bei kugelsymmetrischen Kernen soll daher dieses Moment verschwinden, was
experimentell bestétigt wird: gg-Kerne besitzen kein elektrisches Quadrupolmoment.

Fiir einen ug-Kern mit einer Protonenzahl Z um eins grofer (bzw. kleiner) als eine magische
Zahl sollte die zz-Komponente des elektrischen Quadrupolmoments Q.. negativ (bzw. positiv) sein,
weil das zusétzliche (bzw. fehlende) Proton die sonst kugelsymmetrische Ladungsverteilung in der
dquatoriale Zone des Kerns vergrofert (bzw. verringert), wobei die z-Achse die Richtung des Kern-
spins ist. Dabei stellt die angenommene Unabhéngigkeit der Nukleonen sicher, dass das zusétzliche
bzw. fehlende Proton die durch die anderen Protonen erzeugte Ladungsverteilung nicht stort, so-
dass diese kugelsymmetrisch bleibt. Diese Vorhersage wird ebenfalls experimentell bestétigt, wie in

Abb. gezeigt wurde.

Im Rahmen des Ein-Teilchen-Schalenmodells kénnen auch die absoluten Werte des elektrischen
Quadrupolmoments berechnet werden, indem man die mithilfe der Nukleonwellenfunktionen ge-
bildete Wellenfunktion des Kerns in GL. einsetzt. Die so berechneten |Q,.|-Werte sind aber
meist erheblich niedriger als die gemessenen Werte, d.h. die Verformungen der Kerne sind grofer,
als was im Modell gefunden wird. Dies ist leicht versténdlich, denn das hier hergeleitete Modell
beruht eigentlich auf den Ansatz sphérischer Kerne, sodass Abweichungen von der Kugelsymmetrie
natiirlich nicht gut kénnen beschrieben werden. Eine zufriedenstellende Beschreibung deformierter

Kerne erfordert von Anfang an die Nutzung eines mittleren Potentials ohne sphérische Symmetrie,
wie im Nilsson-Modell des Kerns[17)]

Dem Einteilchen-Schalenmodell nach sollten alle gu-Kerne kein elektrisches Quadrupolmoment
haben, weil ihre Protonen zu einem verschwindenden Gesamtdrehimpuls koppeln, d.h. kugelsymme-
trisch verteilt sind, wahrend die Neutronen keine elektrische Ladung besitzen, und daher zum elek-
trischen Quadrupolmoment nicht beitragen sollten. Tatséchlich haben aber die gu-Kerne Q.. # 0:
die Annahme, dass die sphérische Verteilung der Protonen durch die asymmetrische Neutronenver-
teilung nicht gestort wird, wird durch das Experiment nicht bestétigt. Hier handelt es sich noch um
einen Effekt der vernachlissigten Zwei-Teilchen-Restwechselwirkungen, und zwar hier von Proton-
Neutron-Kréften.

Bemerkung: In Abb. sind besonders grofie elektrische Quadrupolmomente Q,, > 1ebarn bei
Atomkernen mit 63 < Z < 75 zu sehen, die Massenzahlen 150 < A < 190 entsprechen. Diese
stark deformierten Kerne sind genau diejenigen, bei denen Spin und Paritdt von den im Rahmen
des Ein-Teilchen-Schalenmodells vorhergesagten Werten abweichen. Dies ist natiirlich kein Zufall:
die Beschreibung eines deformierten Kerns erfordert ein ebenfalls deformiertes mittleres Potential,
somit sind die nutzbaren Quantenzahlen diejenigen, die mit den Projektionen des Nukleonbahn-
drehimpulses und -Spins auf die Symmetrieachse des Potentials assoziiert sind.

11.4.4 d Magnetisches Dipolmoment

Das Ein-Teilchen-Schalenmodell beruht auf der Annahme, dass die Nukleonen im Atomkern
unabhéngig voneinander sind. Infolgedessen wird das magnetische Dipolmoment jixe, des Kerns
einfach durch die Summe der Dipolmomente (i der Nukleonen gegeben.

9 Der Beweis folgt aus der mathematischen Substitution # — —7 im Integral, das D definiert.
(49Vgl. in Ref. [43] ein Beispiel fiir ein deformiertes Potential.
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Magnetisches Dipolmoment eines einzelnen Nukleons im Kern
Daher kann man zuerst das magnetische Dipolmoment i eines einzelnen Nukleons betrachten.
Zwei Drehimpulse tragen zu [ bei, und zwar der Bahndrehimpuls des Nukleons und sein Spin
(§[1.4.3 bl): . .
R N gL + gsS
A= fip+Hs = pN T (IL.33)
wobei die Landé-Faktoren gy und gg vom Typ des Nukleons abhéngen.
Gleichung (I1.33)) lasst sich sofort als

i = “—[(gL+gs)(i+§) +(gL—gs)(i—§ﬂ

umschreiben. Das Skalarprodukt mit J lautet dann

~
-

fi-J = %[(9L+gs)j2+(gL—gs)(L2—5’2)].

Wie oben gesehen sind 22, 52 und J? kommutierende Observablen, deren Erwartungswerte den
Zustand des Nukleons charakterisieren. Es ergibt sich einfach:

(i) = P2 (g1 + 98)iG + 1) + (g1 — 95)(E = $)(E+ 5+ D] (11.34)

wobei die Identitat £(¢ 4+ 1) — s(s+ 1) = (£ — s)(¢ + s + 1) benutzt wurde.

Magnetisches Dipolmoment des gesamten Kern
Mithilfe der Ergebnisse fiir ein einzelnes Nukleon kann die durch Gl. ([.33]) gegebene Projektion
des magnetischen Dipolmoments des Kerns auf seinen Spin sofort berechnet werden:

e Bei gg-Kernen verschwindet der Kernspin Jgern, sodass pigern = 0.

e Bei ug- und gu-Kernen bestimmt das ungepaarte Nukleon das gesamte magnetische Dipol-
moment des Kerns, denn die anderen Nukleonen koppeln zum Gesamtdrehimpuls J = 0 und
folglich 4 = 0. Dann ist das Dipolmoment des Nukleons durch Gl. (I1.33) gegeben, mit

all

Ar=pn+  dhogp =1

St

— fiir ein ungepaartes Proton:

—

—

S
s = QSMNg wobei gs = 5, 59.

0 d.h. g1, = 0 (keine elektrische Ladung!);

=

L

—

— fiir ein ungepaartes Neutron: S
fis = gspn5 mit gg = —3,83.

Der Vergleich zwischen der praktischen Definition ([.33]) des magnetischen Dipolmoments des
Kerns und GI. (II1.34)) gibt dann fiir einen Atomkern mit einem ungepaarten Nukleon auf der
(n, ¢, j)-Schale:

(I1.35)

1 1 (L—s)(l+s+1)
2 2 j+1 ]

HKern = [N [(QL +9s)j + (9L — 9s)

Fiir ein Nukleon gilt s = %, sodass j = £ + % Gleichung (I1.35) gibt also zwei Md&glichkeiten
fiir jeden Nukleonentyp:

Fall A: j=/(+ % (Bahndrehimpuls und Spin des Nukleons sind parallel)

i = v 301+ 5)3 + (01— 95) = )| = x| = 3o - 99)] i (1030
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Fall B: j =/ — % (Bahndrehimpuls und Spin des Nukleons sind antiparallel)

_ 1 . jG+2)] o1 J
HKern = N 2(9L+gs)1+2(9L gs) 1| T gLJ+2(gL gs)jJrl

(11.37)

Mit den jeweiligen Landé-Faktoren des Protons bzw. des Neutrons fithren GI. ([1.36)) und
(11.37) zu den sog. Schmidt-Linien [in der (j — pkem)-Ebene| fir das magnetische Moment
eines Kerns mit einem ungepaarten Proton bzw. Neutron:

pn (G +2,29) fiir j = £+ 1,
— ug-Kern: pgern = ) j o 1 (11.384a)
~2,29-7 ) fiwj=0-1;
AR
—1,91uNn fiir j = £+ 3,
— gu-Kern: pigern = i (I1.38b)

J L 1
Experimentell liegen die magnetischen Dipolmomente praktisch aller ug- bzw. gu-Kerne zwi-
schen den durch GI. ([I.38a)) bzw. (I1.38b|) definierten Schmidt-Linien, d.h. das Schalenmodell
ist relativ erfolgreich. Da die Dipolmomente aber nicht genau auf den Linien liegen, ist es nur
ein Teilerfolg.

Bei ndherer Betrachtung liegt die grofse Mehrheit der gemessenen magnetischen Dipolmo-
mente fiir Kerne mit einem gegebenen Gesamtdrehimpuls j zwischen einerseits der durch
GL gegebenen relevanten Schmidt-Linie und andererseits der analogen Linie, die
sich durch das Ersetzen des anomalen Landé-Faktors gs des Nukleons durch gg = 2, ent-
sprechend dem erwarteten Wert fiir ein Elementarteilchen, ergibt. Im Fall der ug-Kerne
mit j = £+ % heifit das zum Beispiel, dass die gemessenen jiger, zwischen den Linien
pn(f+2,29) und py (5 +0,5) liegen.

e Das Einteilchen-Schalenmodell liefert keine Voraussage fiir das magnetische Dipolmoment der
uu-Kerne.

Jenseits der beobachteten maximalen magischen Neutronen- bzw. Protonenzahlen N = 126
bzw. Z = 82 sagen Modelle die Existenz weitere solche Zahlen vorher: 184 wire die nichste ma-
gische Neutronenzahl und 114, 120 oder 126 die néchste magische Protonenzahl (der Wert héngt
vom benutzten Modell), vgl. Abb. Atomkerne mit einer solchen Zahl hétten dann dhnliche
Eigenschaften, wie bei Kernen mit einer kleineren magischen Zahl gemessen werden.

Insbesondere wéren solche Kerne erheblich mehr stabil, als ihre unmittelbare Nachbarn. Da alle
bekannten Nuklide schwerer als 2°®Pb unstabil sind, heit diese erhohte Stabilitéit Kerne mit einer
groferen mittleren Lebensdauer bzw. Halbwertszeit, oder sogar neue schwere stabile Kerne.

Diese mogliche ,Insel“ von stabilen Kernen innerhalb des ,,Meers der Instabilitdt® wird aktiv
untersucht: Mithilfe Kollisionen von schweren Kernen wird versucht, neue superschwere Kerne zu
erzeugen. Neue Elemente (Ende 2021, bis zur Massenzahl Z = 118) werden tatséchlich erzeugt,
bisher wurde aber kein eindeutiger Hinweis einer erhohten Stabilitit beobachtet. (Eine Ubersicht
tiber diese Experimente und deren Ergebnisse ist in Ref. [53] zu finden).

11.4.5 Starken und Mangel des Einteilchen-Schalenmodells des Atomkerns

+ Diskussion tiber mittlere freie Weglénge eines Nukleons im Kern [54]
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Anhang zum Kapitel I1[89
LA |a-Zerfall: Berechnung der Tunnelwahrscheinlichkeit{ 89

Unter dem Begriff der Radioaktivitdt versteht man eine natiirliche oder kiinstliche Kernum-
wandlung, wobei ein Ausgangsnuklid — hiernach auch ,Mutterkern“ genannt — sich in ein Zer-
fallsprodukt — den ,/Tochterkern® — durch die Emission von sog. ,Strahlung umwandelt. Diese
Kerntransmutation ist ein zufélliger Vorgang, der in erster Naherung durch &ufsere Umsténde —
wie die Temperatur, den Druck, ein elektrisches bzw. magnetisches Feld, usw. — nicht zu beein-
flussen ist (s. Bemerkung unten). Wegen des Auftretens des Zufalls bei den einzelnen Prozessen
geniigt die Anzahl von radioaktiven Nukliden einer Substanz ein einfaches Zerfallsgesetz, das in
Abschn. [[IT.T] zusammen mit einigen Definitionen vorgestellt wird. Dort werden auch Zerfallsreihen
diskutiert, die auftauchen, wenn das Produkt eines radioaktiven Zerfallsprozesses selbst instabil ist.

Radioaktive Atomkerne sind definitionsgeméfs instabil und sollen daher irgendwann zerfallen,
nichtsdestotrotz kommen jedoch ein paar davon in der Natur in messbarer Menge vor (Abschn. .
Einige solche Nuklide lassen sich fiir eine wichtige Anwendung der Radioaktivitdt verwenden, und
zwar die Datierung der Entstehung von Substanzen bzw. Systemen. Schlieflich befasst sich Ab-
schn. mit den verschiedenen natiirlich auftretenden Arten von radioaktiven Zerfallsprozessen
bei Atomkernen.

Bemerkung: Einige der in diesem Kapitel diskutierten Prozesse konnen auch induziert werden, ins-
besondere solche, die durch die Existenz einer Potentialbarriere zwischen Anfangs- und Endzustand
verzogert sind, und daher tiber Tunneleffekt stattfinden (a-Zerfall, induzierte Spaltung...). Dabei
kann Energiezufuhr zu einer niedrigeren Barriere fiihren und somit die Zerfallswahrscheinlichkeit
bzw. -rate erhohen. Damit die Anderung signifikant ist, soll die zugefiihrte Energie der Ordnung
1-5 MeV pro Nuklid sein, entsprechend schon extremen — aus dem irdischen Gesichtspunkt —
physikalischen Bedingungen wie z.B. Temperaturen von etwa 1 MeV /kp ~ 10'° K, weshalb Radio-
aktivitdt als ,unabhéngig von dufleren Umsténden” vorgestellt wird. Solche induzierten Prozesse,
die neben dem Ausgangsnuklid noch die Anwesenheit eines weiteren Teilchens im Anfangszustand
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voraussetzen, werden mit Ausnahme des Elektroneneinfangs (§II1.3.3 ) nicht in diesem Kapitel
behandelt[*1]

Grundbegriffe der Radioaktivitat. Zerfallsgesetz

Einige Uberlegungen der ersten zwei Kapitel — iiber die ungleichen Bindungsenergien pro Nukleon
von unterschiedlichen Kernen (§ oder die Moglichkeit, Nukleonen auf héhere Energieniveaus
anzuregen (Abschn. — legen die Existenz von instabilen Nukliden nahe, aus denen die Nu-
kleonen iiber irgendeinen Prozess in einen stabileren Zustand iibergehen kénnen. Solche instabilen
Kerne werden als radioaktiv bezeichnet, oder auch Radioisotope bzw. Radionuklide genannt.

lll.1.1 Zerfallsgesetz

Aus Beobachtungen ermittelten Rutherford und Soddy 1902 das Gesetz der zeitlichen Abnahme
der Anzahl von radioaktiven Nukliden einer bestimmten Spezies. Sei N (t) diese Zahl zum Zeitpunkt
t. Im Zeitintervall d¢ zwischen ¢t und ¢ + dt sinkt N(¢) geméaf dem Zerfallsgesetz

AN () = —AN(¢) dt, (ITL.1)

unter den Giiltigkeitsbedingungen N(¢) > 1 und dt < O(1/)\). Die Proportionalitdtskonstante A
heifst Zerfallskonstante bzw. manchmal Zerfallsrate. Die Unabhéngigkeit der Radioaktivitdt von
den &ufseren Umstdnden entspricht der Gleichméfigkeit von A.

Bemerkung: Das Gesetz ([11.1]) entspricht einfach einer Bilanzgleichung, die voraussetzt, dass sich
die Anzahl der zerfallenden Nuklide nur iiber Zerfall &ndert. Insbesondere werden hier die Kerne
nicht durch einen anderen Prozess erzeugt.

Durch eine sofortige Integration fiihrt das Zerfallsgesetz ([I1.1f) zu
N(t) = N(to) e t10) = Nye ™, (I11.2)
mit Ng = N(O)

Das Zerfallsgesetz (II1.1)) bzw. (II1.2]) ist ein experimentelles Faktum. Unter relativ minimalen
Ansétzen iiber den zugrundeliegenden Elementarprozess kann es moglicherweise ,,motiviert* werden

(vgl. §[IIL.1.9).

lll.1.1 a Mittlere Lebensdauer, Halbwertszeit

Die durchschnittliche Zeit nach der ein Kern einer mit der Zerfallskonstante A gegebenen

Spezies zerfillt, ist die sog. mittlere Lebensdauer.

Man betrachte eine Menge von Ny Kernen zur Zeit t = 0. Die —dN(¢) Kerne, die zwischen den
Zeitpunkten t und t+dt zerfallen, sind genau solche mit einer ,Lebensdauer” t — genauer handelt es
sich um deren Uberlebensdauer. Somit wird die ,mittlere*?) Lebensdauer der bei t = 0 anwesenden
Kerne durch

No
/0 FN® | e —
—_-— = — tAN(t)dt = \ te Mdt = — II1.
r=to NO/0 (1) /0 o - (I11.3)
/ AN (1)
0

gegeben, wobei das Zerfallsgesetz (II1.1) bzw. die Abhéngigkeit ([11.2)) in der zweiten bzw. dritten

Gleichung benutzt wurde.

(“DInduzierte Spaltung wird im folgenden Kapitel (Abschn. ) diskutiert.
(42)Eine sinnvolle statistische Deutung dieses Ausdrucks erfordert die Einfiihrung einer Wahrscheinlichkeitsdichte, wie

in Abschnitt stattfinden wird.
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Als Halbwertszeit einer radioaktiven Substanz bezeichnet man die Zeitdauer T} /o, wihrend deren
die Anzahl von radioaktiven Kernen um den Faktor % abnimmt. Mithilfe des Zerfallsgesetzes ([11.2)

ergibt sich einfach

In2
Tyjo=7In2=—. 111.4
12 =TInZ=— (111.4)

11111 b Aktivitat

In den meisten experimentellen Féllen werden weder die Anzahl von Kernen N () noch de-
ren durch GI. gegebene Abnahme direkt gemessen. Stattdessen misst man eher die Anzahl
der Zerfdlle in einem Zeitintervall, sowie deren Nachlassen, durch die Detektion der zugehorigen
emittierten Strahlung.

Die Anzahl von Zerfélle pro Zeiteinheit heifst Aktivitat und wird durch

A(t) = AN(t) (IIL.5)

gegeben. Aus GIl. ([11.2) folgt fiir die Aktivitdt einer Menge von zerfallenden Radionukliden, die
nicht wieder erzeugt werden

A(t) = ANge ™ = Age™, (I11.6)
mit Ay = A(0), d.h. die Aktivitét einer zerfallenden Substanz nimmt in diesem Fall exponentiell

ab.

Die SI-Einheit der Aktivitat ist das Becquerel (Bq): 1 Bq = 1 Zerfall pro Sekunde. (Eine veraltete
Einheit ist 1 Ci (Curie) = 3,7 - 109 Bq.)

Aus Messungen der Aktivitdt einer Kernspezies zu aufeinanderfolgenden Zeitpunkten ergibt sich
deren Zerfallskonstante A einfach:

- bei t; wird A(t;) = Age ™ gemessen;
- und bei t ist die Aktivitdt A(ty) = Age 2.
Dann lautet deren Verhaltnis A(t;)/A(t2) = e *#17%2) woher die Zerfallskonstante sofort folgt:

| IlA()/A()]
ty — 1

Bemerkung: Der Vergleich der Form des Zerfallsgesetzes mit der Zeitentwicklung
der Aktivitat ergibt A(t) = —dN(t)/dt, was oft als Definition der Aktivitidt angenommen wird.
Dieser einfache Zusammenhang zwischen der Rate der Zerfalle und der Zeitableitung der Anzahl von
Kernen gilt aber nur, wenn N (¢) durch keinen anderen Prozess — wie z.B. die Zufuhr von zusétzlichen
Kernen — beeinflusst wird. In §[[IT.1.3] werden Beispiele von realistischen Fillen gegeben, in denen
die Aktivitét von —dN/dt abweicht.

lIL1.1 ¢ Zerfallskanale

Ein gegebenes Nuklid weist oft mehrere Zerfallsarten mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten
auf; z.B. kann es durch entweder a- oder S-Emission zerfallen. Diese verschiedenen Méglichkeiten
werden als Zerfallskandle bezeichnet.

In einem solchen Fall wird fiir jeden Zerfallskanal ¢ eine differentielle Zerfallskonstante \; defi-
niert. Das Zerfallsgesetz lautet dann

AN(t) = = > AN (t)dt. (IIL.7)

Im Vergleich zur Gl. ([II.1)) wird dann die totale Zerfallsrate durch A = Z Ai gegeben.

(2
Sinngeméaf wird jedem vorhandenen Zerfallskanal eine differentielle mittlere Lebensdauer 7; bzw.
Halbwertszeit Ty /5 ; bzw. Aktivitidt A; zugeordnet.
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Das Verhaltnis \; /X einer partiellen Zerfallsrate zur gesamten Rate heift Verzweigungsverhdltnis
(auf Englisch branching ratio, kurz BR).

Bemerkung: Falls eine Substanz verschiedene Zerfallskanéle hat, aber nur eine einzige Strahlungsart
gemessen wird, so wird aus dem Nachlassen der Aktivitdt immer die totale Rate A bestimmt.

Man betrachte z.B. eine Spezies, die i- und j-Strahlung mit jeweiligen Raten A; und A; emittiert.
Sei angenommen, dass nur die Anzahl von i-Zerfélle gemessen wird, entsprechend der partiellen
Aktivitat A;(t) = NN (t), wihrend die j-Zerfille nicht beobachtet werden, sodass deren Aktivitét
A;(t) unbekannt ist. Die totale Aktivitdt, die der Abnahme der Anzahl von Kernen N (¢) entspricht,
lautet

A(t) = AN(t) = NN () + \N(8) = <AA 4 AAJ)AN@) — <AA 4 )X)A(t),
Ai

d.h. A;(t) = XA(t)'
Messungen der differentiellen Aktivitdt A; zu verschiedenen Zeitpunkten liefern dann
by
- bei tl : Ai(tl) = XA(tl) und
Ai
- bei ty : Ai(tQ) = XA(LLQ),
Ai(tl) I A(tl)
A; (tz) A(tQ)
Eine Messung der differentiellen Raten );, A; erfordert die Kenntnis des Verhaltnisses der diffe-
rentiellen Aktivitéten, A;(t)/A;(t) = A\i/\;, was die Detektion der beiden Strahlungsarten erfordert.

woher sich In = A(t2 — t1) ergibt, was zur Bestimmung von A fiihrt! O

lll.1.2 Radioaktivitat als zufalliger Prozess

Das experimentell beobachtete Zerfallsgesetz lédsst sich mithilfe einer Annahme {iber den der
Radioaktivitdat zugrunde liegenden Elementarprozess ,erklaren”, und zwar unter Nutzung des ,stets
wie neu” Ansatzes fiir das radioaktive Nuklid:

Die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass ein gegebener Kern bis zum Zeitpunkt tg+ ¢ iber-
lebt, wenn er schon bis zum Zeitpunkt ¢g iiberlebt hat, ist gleich der unbedingten Wahr-
scheinlichkeit, dass er vom Zeitpunkt 0 bis zum Zeitpunkt ¢ iiberlebt.

Bemerkung: Die folgende Herleitung ist zwar mathematisch korrekt, sollte aber physikalisch viel-
leicht nicht zu ernsthaft genommen werden.

Mithilfe der Einfiithrung einer Zufallsvariable T — die dem Zeitpunkt des Zerfalls entspricht —
mit dem Zustandsraum [0, +-o0o[ und der Wahrscheinlichkeit P[T" < ¢], dass T' einen Wert kleiner als
die Realisation t annimmt, lautet der Ansatz

PIT > to+t|T >to] =P[T >t] fir t,tg>0. (IIL.8)

Natiirlich ist P[T > t] = 1—-P[T < t] die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable einen Wert gro-
fser als t annimmt. In GL und im Folgenden bezeichnet Pla | b] die bedingte Wahrscheinlich-
keit, dass das Ereignis a auftritt, vorausgesetzt, das Ereignis b aufgetreten ist. Dazu heift P[T > ¢]
Uberlebungsfunktion der Variable ¢, wihrend P[T < t] die entsprechende Verteilungsfunktion von t
ist.

Zufilliges Verhalten eines Atomkerns
Zuerst kann man beweisen, dass T eine exponentiell verteilte Zufallsvariable ist. Sei S eine Funk-
tion der Variable ¢, die fiir beliebiges reelles ¢t durch S(t) = P[T" > t] definiert wird.

e Da T nur positive Werte annehmen kann, ist S(¢) =1 fiir t <0.
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P[T > t()]

P[T > to] .

Die Konjunktion (7" > t + tg) A (T > tp) ist gleich dem Ereignis (T' > t(); daher kann
P[T >t + to] durch P[(T >t +to) U (T > tp)] in diesem Ausdruck ersetzt werden.

Gemiéfs dem Bayes’schen Satz ist das Verhéltnis dieser gemeinsamen Wahrscheinlichkeit zu
P[T > to] die bedingte Wahrscheinlichkeit P[T" > t + to |T" > o], die laut dem stets-wie-neu
Ansatz gleich P[T" > t] ist, sodass

o Fiir t,tg > 0 gilt S(t +tg) = P[T >t +to] = P[T >t + to

S(t +to) = P[T > ] P[T > to] = S(t)S(to). (I11.9)

Diese Identitét ist (bis auf einige mathematische Feinheiten) die Charakterisierung der Expo-
nentialfunktion, d.h. es existiert A, sodass S(t) = e~ fiir ¢t > 0. Aukerdem ist S(t) fiir jedes
t definitionsgeméfs eine Wahrscheinlichkeit, d.h. A darf nicht negativ sein. Letztendlich ist die
Zerfallszeit T nicht unendlich, sodass A > 0.

Schlieflich gilt somit
e M firt>0

: (I11.10)
1 firt <0

Pﬁ>ﬂ:{
d.h. die Lebensdauer T ist exponentiell verteilt mit dem Parameter A > 0.
Die zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung ist

d e ™™ fiirt>0
t)=——28(t) = -
J =g {0 fiir t <0

1 1
woher sich der Erwartungswert E[T] = X und die Varianz V[T] = 2 der Zufallsvariable T" ergeben.

Zufalliges Verhalten einer Atomkernmenge

Es seien jetzt Ny identische (instabile) Kerne zum Zeitpunkt ¢t = 0. Die Anzahl N (¢) von Kernen,
die bis zum Zeitpunkt ¢ iiberleben, ist fiir t > 0 eine Zufallsvariable.
Das Verhalten dieser Zufallsvariable — z.B. die Wahrscheinlichkeit P[N(¢) =k], dass k Kerne zum
Zeitpunkt ¢ noch iiberleben — hiingt von der oben hergeleiteten Uberlebungsfunktion eines Kerns
S(t) = e~ ab.

Dabei braucht man genau gesagt eine weitere Annahme, und zwar, dass die Zerfallszeiten 1, ts. ..
der verschiedene Kerne Realisationen von statistisch unabhdingigen Zerfallsvariablen (mit derselben
Uberlebungsfunktion S(¢)) sind. Dann hat jeder einzelne Kern die Wahrscheinlichkeit S(¢), bis zum
Zeitpunkt ¢ zu tiberleben, bzw. die Wahrscheinlichkeit 1 — S(t), vor dem Zeitpunkt ¢ zu zerfallen,
sodass die Wahrscheinlichkeit P[N(t) = k] durch die Binomialverteilung mit den Parametern Ny
und e~ gegeben ist:

@0) (e ) (1= ek ik —0,1,..., No:

0 sonst.

(111.11)

Aus bekannten Eigenschaften der Binomialverteilung ist dann der Erwartungswert von N (t)
E[N(t)] = Noe ™, (I11.12)

zusammen mit der Varianz V[N (t)] = Nge (1 — e™?).
Der Erwartungswert ([11.12)) entspricht offensichtlich dem Zerfallsgesetz (I11.2))! Letzteres beschreibt
also das ,mittlere Verhalten“ von der Anzahl N(t) der bei t noch anwesenden Kerne.
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Analog findet man, dass die Anzahl D(t) von Kernen, die bis zum Zeitpunkt ¢ zerfallen, mit den
Parametern Ny und 1—e~* binomialverteilt ist sodass E[D(t)] = No(1—e~), deren Ableitung

d
—E[D(t)] = ANge ™
G EID(®)] = ANoe

die ,Rate der Zerfalle zum Zeitpunkt ¢“ (d.h. die Aktivitat) ergibt.

111.1.3 Radioaktive Zerfallsreihen

Das Produkt eines radioaktiven Zerfalls kann selbst instabil sein und spéter zerfallen, und so
weiter, sodass ganze Zerfallsrethen 1 — 2 — 3 — ... entstehen konnen. Beispielsweise fithren drei
lange Zerfallsreihen von den instabilen aber langlebigen Nukliden ?32Th, 235U und #**U nach etwa
10-15 Stufen zu stabilen Isotopen von Blei (s. auch Abschn. .

Im allgemeinsten Fall existieren sogar bei jeder Generation verschiedene Zerfallskanéle. Somit
tauchen Verzweigungen in die Zerfallskette auf:

3

2<
3/

1 2 —3"

2// 3///

Dazu kénnen Zerfallsprodukte auf unterschiedlichen Zweigen eigentlich identisch sein, z.B. kénnten
3’ und 3” gleich sein, so dass verschiedene Wege von einem Ausgangs- zu einem Endnuklid fithren
konnen.

Unter Betrachtung dieser Moglichkeiten lasst sich dann fragen, wie viele Kerne es von irgendei-
nem Element als Funktion der Zeit gibt?
Die Antwort zu dieser Frage ist ziemlich einfach, vorausgesetzt die elementare Ab- bzw. Zunahme
der Anzahl der Kerne einer gegebenen Art im Zeitelement d¢ mithilfe vom Zerfallsgesetz (I11.7)) unter
Beriicksichtigung der ,Erhaltung der Materie“ — genauer handelt es sich dabei um die Erhaltung
der durch die Protonen und Neutronen getragenen Baryonenzahl — sorgfiltig geschrieben wird.

Ein einfaches Beispiel bildet die Zerfallsreihe mit als erste Stufe dem Zerfall 1 — 2, mit gesamter
Zerfallskonstante A\; und Verzweigungsverhéltnis fi2, und als zweite Stufe dem Zerfall 2 — ... mit
der totalen Zerfallsrate Ao. Wie entwickeln sich dann Nj(¢) und Na(t)? (Hier werden die Entwick-
lungen der anderen Tochterkerne 2/, 2”. .. sowie der Produkte des Zerfalls 2 — ... nicht betrachtet.)

Das Zerfallsgesetz gibt fiir den Zerfall der Kerne vom Typ 1

dNi(t) = =\ Ni(t)dt = Ny(t) = Ny (0)e M1,

Die dNi(t) zerfallenden Typ-1 Nuklide fithren zu f15 dNy(¢) Kernen vom Typ 2 — sowie in die
andere Kanéile zu (1— f12) dN1(t) Kernen einer anderen Art —, deren darauffolgende Zerfall durch
Gl beschrieben wird, sodass die Anderung zwischen ¢ und t + dt der Anzahl von Typ-2
Kernen durch

dNa(t) = A1 fiaN1(t) dt — Ao Na(t) dt

gegeben wird. Unter Beriicksichtigung der gefundenen Form fiir Ni(t) liefert diese Bilanzgleichung
die inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung

dNo(t
dgt() = )\1f12N1(0) e_)‘lt — AQNQ(t). (HI.13)

(*)Dies folgt sofort von der trivialen Identitét (in eindeutiger Schreibweise) P[D(t)=k] = P[N(t)=No—k].
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Diese lasst sich in zwei Schritten sich 10sen:

Na(t)

- Die allgemeine Losung der assoziierten homogenen Differentialgleichung T

= —X\aNa(t)
ist Ny(t) = cae 2t wobei ¢y eine Konstante ist;

- eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung ergibt sich durch ,Variation der
Konstanten“: das Einsetzen des Ansatzes No(t) = co(t) e ™2 in GI. lautet

dNo(t deo(t
2( ) = 02( ) e_)‘zt — /\QCg(t) e_)‘zt = )\1f12N1 (0) e_)‘lt — )\262 (t) e_)‘Qt.

dt dt
Die Integration der daraus folgenden Zeitableitung deo(t)/dt liefert sofort
ea(t) = 212N gy ee Mt 1 g,

A2 — A
wobei K5 eine Konstante ist. Man erhélt also

A

Ng(t) = 1f12 N (0) e_Alt + ng_)\zt.

Ao — A1

Die unbekannte Konstante lasst sich mithilfe der Bedingung bei ¢ = 0 berechnen:
A
Ny(0) = 112 N1 (0) + Ko
A2 — A

sodass schliefflich

Aifi2
A2 — A
Im Folgenden wird diese Losung fiir verschiedene mogliche Verhéltnisse zwischen den Zerfallskon-
stanten A; und A2 studiert. Der Einfachheit halber wird nur der Fall N2(0) = 0 betrachtet.

No(t) = No(0) e ™22t + N1 (0) (e*M - e*Azt). (111.14)

- Fall a: A\; > Ay d.h. 7 < 7: der Anstieg der Tochterkernmenge ist schneller als ihr Zerfall.

Dies ist z.B. der Fall fiir die 13 Te AN 1317 AN 131 Xe—Zerfallskette: die jeweiligen Halb-
wertszeiten sind T} o(*1Te) = 25 mn < T o (**'1) = 8 d (Tage).

Die Anzahl von Tochterkernen (I11.14]) lautet

Alflle(O)t fiir t < 713
No(t) ~
fr2N1(0) e 2t fiir ¢ > 7.

No(t) wichst zuerst linear mit der Zeit ¢ — was die bei kleinen Zeiten fast lineare Abnahme
von Ni(t) spiegelt —, dann sinkt bei grofen Zeiten exponentiell mit der Zerfallskonstante Ag.
Dieses Verhalten wird in Abb. dargestellt.

- Fall b: )\1 5 )\2 d.h. T1 2 T2.
Beispielsweise 130Ba LN 1207a LN 120Ce: T1/2(140Ba) =12,75d, T1/2(140La) =1,68 d.
Aus GI. (III.14) ergibt sich
A A
No(t) = EAE: N1(0) e M (1 - e_(/\2_>‘1)t) ~ ﬁ]\ﬁ(t) fir t >,
)\2 - )\1 >\2 - /\1

d.h. das Verhéltnis der Anzahlen von Tochter- und Mutterkernen No(t)/Ni(t) ist fir ¢t >
ungefahr konstant: man spricht von einem transienten Gleichgewicht, d.h. einem sich zeitlich
dandernden Gleichgewicht.

Folglich nehmen die beiden Kernarten mit derselben Rate A1 ab, wie in Abb. [[I1.2] dargestellt
wird: in logarithmischer Skala (Strichlinien) sind Ni(¢) und Ny(t) fur ¢ > 71 Geraden mit
derselben Steigung.
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Abbildung lll.1 — Entwicklung der Anzahl von Mutter- bzw. Tochterkernen Ny () bzw. Na(t)
im Fall A\; > Ao (genauer gesagt A\; = 10\2). Volllinien: lineare Skala; Strichlinien: loga-
rithmische Skala.
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Abbildung lll.2 — Zeitentwicklung der Anzahl von Mutter- bzw. Tochterkernen Nj(t) bzw.
Ny(t) im Fall A\; < Ay (hier A\ = %)\2). Volllinien: lineare Skala; Strichlinien: logarithmische
Skala.

- Fall c: A\ < A2 d.h. 7 > m»: der Mutterkern ist viel langlebiger als der Tochterkern.

Dieser Fall kommt insbesondere in den drei aus Aktinoiden stammenden natiirlichen Zerfalls-
reihen (s. Abschn. [[11.2)) haufig vor.

7.B. 28U -2 234 Th 7 %5iPa: Ty 5 (*U) = 4,47 - 107 a > T o(**'Th) = 24,1 d.
Dann ergibt sich

o flir t <« mo: Nl(t) ~ Nl(O) und NQ(t) ~ )\1f12N1(0) t;

A1 fi2

2
diese langdauernde Gleichméssigkeit der Anzahl Ny von Tochterkernen wird sdkulares

o fiir p <t < 711: Ni(t) ~ N1(0) und Ny(t) ~ N1(0) = Konstante:
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Gleichgewicht genannt

A fi2
A2
Hier taucht wie im vorigen Fall ein transientes Gleichgewicht auf: Nj(¢) und Na(t) sind

selbst nicht konstant, deren Verhéltnis bleibt aber konstant.

Dieses Verhalten zeigt Abb.
N,(0)

e fiir 7y < ¢t nimmt Ny(t) ~ Ny (t) exponentiell mit der Zerfallskonstante A\ ab.
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Abbildung Ill.3 — Zeitentwicklung der Anzahl von Mutter- bzw. Tochterkernen Nj(t) bzw.
Ny(t) im Fall A\; < Ay (hier A\; = 0.1)\2). Volllinien: lineare Skala; Strichlinien: logarithmi-
sche Skala.

Als Sonderfall dieser Fallstudien kann man folgendes Problem betrachten: Wie entwickelt sich
die Aktivitat einer radioaktiven Substanz, wenn sie mit konstanter Produktionsrate erzeugt wird?

Eine solche gleichméfige Erzeugungsrate kommt beispielsweise vor, falls die Substanz aus Toch-
terkernen besteht, deren Mutterkerne in konstanter Menge bleiben. Dies entspricht formal dem
obigen Fall ¢, indem man den Limes einer unendlichen mittleren Lebensdauer 7 — 400 betrach-
tet, sodass Np(t) konstant bleibt, obzwar mit einer endlichen Zerfallsrate A\ < A2, damit neue
Tochterkerne erzeugt werden (71 ist daher nicht mehr der Kehrwert von A;).

Die Anzahl von Tochterkernen geniigt dann der differentiellen Gleichung [vgl. GL ]

d]\(;?t(t) = A1f12N1(0) — A2 Na(2),
wobei der erste Term auf der rechten Seite entspricht dem Zerfall von A\ N;(0) Mutterkernen pro
Sekunde. Die in Abb. dargestellte Losung dieser Gleichung unter der Bedingung Ny(0) = 0
lautet
~ Aifio

Na(t) = 5 Nl(())(l—e_)‘”).

Ny (t) wichst fiir t < 79 linear mit ¢, wihrend bei grofen Zeiten ¢ > 75 die Anzahl von Tochterkernen
bei dem konstanten Wert Aj f12/Ao séttigt, d.h. es zerfillt in einem gegebenen Zeitintervall so viele
Kerne, wie erzeugt werden.

Dann gilt fiir die Aktivitdten der Mutter- und Tochterkerne Ag(t)t = f12A1(t) = Konstante.

(49 85kular kommt aus dem lateinischen Wort saeculum = Jahrhundert.



[ll.2 Natirlich vorkommende Radioisotope 65
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Abbildung lll.4 — Zeitentwicklung der Anzahl von Mutter- bzw. Tochterkernen Nj(t) bzw.
Ny (t) im Fall stéandig neu produzierter Mutterkerne.

lll.2 Naturlich vorkommende Radioisotope

Einige radioaktiven Nuklide, auch Radioisotope genannt, kommen in der Erde oder in deren Atmo-
sphére natiirlich vor. Dabei sind zwei Herkiinfte méglich.

Einerseits kénnen sie vor der Erde entstanden, jedoch seitdem noch nicht vollig zerfallen sein.
Dafiir soll ihre Halbwertszeit T /o der gleichen Ordnung wie das Alter der Erde Tgrqe > 4, 5- 10° Jahre
sein, oder sogar grofer. Dies ist der Fall fiir *°K — eine der Hauptquellen fiir Erdwirme, dank seiner
Hiufigkeit und seinem stetigen Zerfall im Erdzentrum —, 20V, 87Rb, 15In, 130Te, 138La, 142Ce,
H4NQ, 147Sm, 176Lu, 8"Re, 29°Bi — dessen Instabilitéit nur neulich entdeckt wurde [55] —, 232Th,
2357 und 238U. Alle aufer 22U haben T} /2 > 102 Jahre.

Dabei sind die drei Aktinoiden:

- 232Th mit der Halbwertszeit T} /o = 1,4-10'° Jahre

- 238U mit Ty o = 4,47 - 10° Jahre

- und 23U mit Ty ="7,04- 108 Jahre

wichtig, denn sie sind Ausgangspunkte fiir drei natiirliche Zerfallsreihen:
Zerfallsreihe Typ

232Th — 208Ph  4n
B8U — 206pL 4n42
257 — 207pPh  4n+3

mit je etwa 10-15 aufeinanderfolgenden Radionukliden, die kontinuierlich erzeugt werden. Beispiels-
weise tauchen in der 238U-Reihe das historisch wichtige 2?°Ra, das in der Umgebung anwesendes
Edelgas ???Rn, und 2'°Po vor.

Eine solche stindige Neuerzeugung ist die Quelle der anderen natiirlich vorkommenden Radio-
nuklide. Neben den Tochterkernen eines langlebigen Mutterkerns sind noch >H — auch Tritium
genannt, mit der Halbwertszeit T 5 = 12,32 Jahre — und *C mit T}/, = 5730 & 40 Jahre zu
erwahnen. Beide Arten werden in der Erdatmosphére durch kosmische Strahlung sténdig erzeugt,
z.B. iiber die Prozesse n + “N — 3H + 2C oder n + "N — p + 'C, und ihre Haufigkeit bleibt
ungefahr zeitlich konstant.
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Bemerkung: Ein weiteres Radionuklid, das stdndig neu erzeugt wird, ist ZS’ng — und zwar iiber

Neutroneneinfang durch 2**U mit Emission von zwei Neutronen: n 4 233U — 237U + 2n, gefolgt
durch den B~ -Zerfall von 2*"U. Dann fiihrt 23"Np (Halbwertszeit Ty =2,144- 10° Jahre) iiber der
Zerfallsreihe der Nuklide mit 4n + 1 Nukleonen zu 27T

Chronometrie

Eine wichtige Anwendung der natiirlich vorkommenden Radioisotope ist die Verwendung zur
Bestimmung des Alters von Substanzen, in denen sie enthalten sind.

Man betrachte einen Mutterkern M, der in einen stabilen Tochterkern T mit der Zerfallskonstante
A zerfallt. Dabei darf der Mutterkern selbst kein Zerfallsprodukt sein und nur einen Zerfallskanal
besitzen. Es wird angenommen, dass es (mindestens) ein anderes Isotop T’ des Tochterkerns existiert,
das stabil und auch selbst kein Zerfallsprodukt ist. Diese Nuklide werden hiernach ,Referenzkerne
genannt.

- Zur Zeit to entsteht die Substanz, deren Alter zu bestimmen ist. Es seien dann My = M (tp)
bzw. Ty = T (to) bzw. T, = T'(to) die Anzahlen von Mutter- bzw. Tochter- bzw. Referenzkernen,
die in einer kleinen Probe erhalten sind.

- Die entsprechenden Anzahlen werden zum Zeitpunkt ¢1, d.h. in den meisten Féllen heute,
gemessen: My = M (t1), Ty =T(t1), T1 = T'(t1).

Nimmt man jetzt an, dass es weder Verlust oder Zuwachs an M, T oder T’ zwischen ¢y und #;
gibt — insbesondere darf T nicht Zerfallsprodukt eines anderen instabilen Mutterkerns sein —, so
gelten drei Beziehungen:

Laut dem Zerfallsgesetz (II1.7]) ist
My, = Mpe M1t pyy, My = M; eMti—to), (I11.15a)

Dazu sind alle zerfallenen M-Kerne in T-Kerne umgewandelt, so dass

MO —+ TO = M1 + Tl. (HIl5b)
Schlieklich ist die Anzahl der T’-Kerne erhalten,
T, =1Tj. (II1.15¢)
Aus diesen drei Gleichungen folgt sofort
M [ At —to) } To
— = -1 — I1I.1
- Tl A (IL.16)

d.h. Ty /T] ist eine affine Funktion von M; /T, mit den unbekannten Koeffizienten e}t —t0) —1 —
dem Anstieg der Gerade — und Tp/T; — dem Schnittpunkt mit der vertikalen Achse. Um diese
zwel Zahlen zu bestimmen, sind zwei Messungen von T3 /7] und M;/T] nétig, entsprechend zwei
verschiedenen Proben der zu datierenden Substanz. Dabei wird angenommen, dass unterschiedliche
Proben unter den gleichen Bedingungen entstehen, sodass das Verhéltnis der Isotopenhéufigkeiten
Ty/T}) unabhingig von tg ist. Um den Einfluss der letzteren Annahme zu vermindern, und die
unbekannten Werte zu iiberbestimmen, werden eigentlich oft mehr als zwei Proben benutzt.

Beispiele der Chronometrie mithilfe natiirlicher radioaktiver Kerne sind
e Bestimmung des Alters des Solarsystems — insbesondere der Erde — mithilfe der in Me-
teoriten gemessenen Verhiltnisse der Haufigkeiten von 8"Rb (Mutterkern mit Halbwertszeit
Ty, = 4,8-10'° Jahre), 87Sr (Tochterkern) und 6Sr (Referenzker: somit findet man ein
Alter t; — to = 4,53 + 0,02 - 10 Jahre [56].

(45 Tatsichlich ist *6Sr das Produkt des 8~ -Zerfalls von 86Rb, sodass eine oben gegebene Bedingung genau gesagt
nicht erfiillt ist. Da die Halbwertszeit von 3Rb aber nur 18,7 Tage ist, wichst die Haufigkeit von %°Sr nach ein
paar Jahren nicht mehr, was im Vergleich mit einer Skala von einigen Milliarden Jahren eine vernachléssigbare
Korrektur darstellt.
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e Altersbestimmung organischer Verbindungen mit dem '4C-Verfahren, fiir welches W. Libby
den Nobelpreis fiir Chemie 1960 erhielt.

e Kalium-Argon-Datierung fiir Gesteine: die Mutterkerne °K (T} /2 = 1,25-10° Jahre) zerfallen
in YAr — in nur 10,9 % der Fille, sonst zerfallen sie in *°Ca —, und als Referenzkern dient
entweder 3K oder 30Ar.

I1I.3 Arten der Radioaktivitat

Kurze Einfiihrung nétig.

l11.3.1 ErhaltungsgroBen in Zerfallen

In Zerfallen, wie in jedem Kern- oder Teilchenphysikalischen Prozess, bleiben einige physikali-
schen Grofen erhalten, was die moglichen Prozesse sowie deren Kinematik beschréankt.

11.3.1 a Energie, Impuls, Drehimpuls

Zunéchst werden, wie immer in der uns bekannten Physik, drei dynamischen Gréfsen erhalten,
und zwar die Gesamtenergie, der Gesamtimpuls, und der Gesamtdrehimpuls der an dem Zerfall
teilnehmenden Teilchen. Fiir jede dieser Grofsen ist die Summe der Beitrage der Zerfallsprodukte,
Tochterkern und Strahlung, gleich dem Wert der Grofse fiir den Mutterkern vor dem Zerfall.

Allgemein beschranken Energie- und Impulserhaltung die Kinematik der Zerfallsprodukte, wih-
rend die Drehimpulserhaltung fiir die moglichen Spins der emittierten Teilchen wichtig ist.

111.3.1 b Erhaltene Quantenzahlen
Neben den obigen angedeuteten kontinuierlichen Grofen treten auch Erhaltungsgrofen auf, die
sich durch diskrete additive Quantenzahlen charakterisieren lassen.

Elektrische Ladung

Ein erstes Beispiel einer solchen erhaltenen Quantenzahlen stellt die elektrische Ladung @) dar,
die in Einheiten von der Elementarladung e nur ganzzahlige Werte annehmen kann, positiv oder
negativ.

In kernphysikalischen Zerfillen treten nur drei Arten von elektrisch geladenen ,elementaren
Teilchen auf, und zwar die Protonen mit () = +1 — sodass Atomkerne mit Z Protonen die Ladung
@ = +Z besitzen —, die Elektronen mit ¢ = —1 und deren Antiteilchen, die sog. Positronen, mit
Q= +1.

Dagegen sind Neutronen, Neutrinos und y-Quanten (Photonen) elektrisch ungeladen.

Baryonenzahl

Eine andere erhaltene additive Quantenzahl ist die sog. Baryonenzahl B. Unten den Teilchen, die
hiernach von Relevanz sind, tragen nur das Proton und das Neutronen eine Baryonenzahl, und zwar
haben sie beide B = +1. Dementsprechend gilt fiir ein Nuklid mit A Nukleonen B = +A.

Leptonenzahl
Schlieflich spielt noch eine weitere additive Quantenzahl, die Leptonenzahl L, in kernphysikali-
schen Zerféllen eine Rolle. Die Nukleonen, Protonen und Neutronen, tragen keine Leptonenzahl, so
dass alle Kerne £ = 0 haben.
Dagegen haben die Elektronen und Neutrinos £ = +1, und ihre Antiteilchen — die Positronen
und Antineutrinos — £ = —1. Somit kénnen solche Leptonen nur paarweise auftreten, und zwar
mit einem Teilchen und einem Antiteilchen.

(9 Libbys urspriinglicher Artikel [57] befasst sich nicht nur mit '*C, sondern auch mit Tritium. In 1953 verwendete

Libby das Letztere, um Wein zu datieren [5§].
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l11.3.2 a-Zerfall

Eine erste mogliche Art von Zerfallsprozess ist jener eines instabilen Atomkerns mit Emission
eines a-Teilchens, d.h. — wie durch Geiger & Rutherford 1908 ermittelt wurd — eines 3He-
Kerns. Der entsprechende a-Zerfall lautet

IM — S73T + o (I11.17)

Dabei priift man einfach, dass die in §[[T[.3.TD| diskutierten Quantenzahlen trivial erhalten sind.

In den meisten Féllen wandelt sich der zerfallende Kern direkt in den Grundzustand des Toch-
terkerns um. Seltener kann der Zerfall zu einem der angeregten Zustdnde ’g:éT* fiihren. In diesem
Fall wird die a-Emission mit ~v-Strahlung kombiniert, wobei die y-Emission in einer sehr kurzen
Zeitspanne nach dem «-Zerfall erfolgt. Als Beispiel davon wird in Abb. der a-Zerfall von ??Rn
zu verschiedenen Zustinden von 2?2Ra dargestellt.

Ty /o = 1600 a
226 /2
e Ra
AN
SO SN
Sol N cQa=4,871 MeV
600,6 keV g
angeregte ) 448,4 keV
Zustande
186,2 keV
0,3 ns
222 1
s Rn l

Abbildung Ill.5 — Mégliche a-Zerfille von ?26Ra in die verschiedenen Zustinde von 2??Rn.

Bemerkungen:

* In der Nuklidkarte entspricht der a-Zerfall einer Verschiebung um zwei Késtchen entlang der
Diagonalen nach unten links.

x Der zerfallende Mutterkern und der resultierende Tochterkern sind im allgemeinen Fall nicht
isoliert, sondern im Zentrum von jeweiligen Atomen mit Elektronenhiillen. Diese Elektronen beein-
flussen aber nicht den Zerfallsprozess.

Nach dem a-Emission hat das ,,Tochteratom® am Anfang zwei Elektronen zu viel, die durch das
schnelle a-Teilchen nicht gefangen werden kénnen. Dieses Atom ist aber nicht isoliert, sondern
in der Mitte anderer Atome. Einige dieser Nachbaratome werden durch das a-Teilchen teilweise
ionisiert (vgl. Kapitel Strahlung und Materie), so dass die zwei {ibrig gebliebenen Elektronen
des Mutteratoms nur teil einer Menge von freien Elektronen sind, die mit den verfiigharen Ionen
entlang der Strecke des a-Teilchens schnell rekombinieren werden. Am Ende seines Flugs fangt
das a-Teilchen selber auch Elektronen ein, so dass es kein freies Elektron iibrig bleibt.

lll.3.2 a Energiebilanz
Energetisch ist der a-Zerfall moglich, wenn die Masse des Mutterkerns grofer als die Summe der
Massen der Produkte ist, d.h. wenn der in Gl. (II.4)) eingefiihrte Q,-Wert
Qo =[m(Z,A) —m(Z — 2, A — 4) — my)c?

positiv ist. Wie in §[[.2.2 D] schon erwéhnt wurde, gilt dies fiir S-stabile Kerne sobald A > 145.

(“T)Vgl. Experimente 4 & 5 in Ref. [7].
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Der a-Zerfall von 1§§Nd wurde zwar schon beobachtet, es ist jedoch nicht der Fall fiir die meisten

im [-Stabilitdtstal liegenden schwereren Kerne, obwohl ihr Zerfall im Prinzip energetisch mdoglich
ist. In der Praxis findet der Zerfall nur fiir Werte Q. = 2 MeV statt, eher als schon ab @, > 0, was
hiernach erklart werden wird.

Somit bildet 1§3Nd eher eine Ausnahme, die mutmaRlich dadurch erklért wird, dass der Zerfall

zu einem Tochterkern '§¢Ce mit magischer Neutronenzahl fiihrt.

Weit von der Stabilitétslinie ist der leichteste bekannte a-Strahler 195 Te mit 7 /2 = 0,62 ps und
Qo = 4,89 MeV.

Dazu fithren die Zerfille einiger sehr leichten Nuklide mit A < 9 zu 3He-Kerne — beispiels-
weise zerfillt §Be in zwei a-Teilchen. Bei diesen leichten Nukliden sollte das a-Teilchen eher als
Tochterkern betrachtet werden, nicht als emittierte ,,Strahlung®.

Kinematik
Im Schwerpunktsystem des zerfallenden Kerns lautet die Erhaltung der totalen Energie- bzw. des
Impulses (in offensichtlicher Schreibweise)

EM = €7 + € bzw. 0= Pr + Pa.

Die Impulserhaltung fithrt sofort zu |pr| = |pa| = p, wihrend die Energien durch

2 2
p b
M = muc?, ep = \/mact 4 p2c? ~ mypc® + oy fa= Vm2ct + p2c? ~ mpc® +

mr 2mq

gegeben sind, wobei die eingefiihrte nicht-relativistische Niherung nur gilt, wenn p?/2m, < mqac?,
was in der Praxis der Fall ist: p?/2m,, betrigt ca. 3-8 MeV, wihrend mqc? ~ 3,73 GeV.
Mithilfe der Energieerhaltung ergibt sich fiir Q,

2 2
mrp +m
Qa:(mM—mT—ma)CQZ P + b _mr < 2.
2mp  2mg 2moprme
Fiir die kinetische Energie des a-Teilchens kommt
2
Cayin = b = T Qa (IH.lS)

2me My + mg
d.h. sie nimmt einen festen Wert an.

Fiihrt man die Berechnung ganz relativistisch durch, so ergibt sich fiir die kinetische Energie
2

Eap, = (M3, —m2 +m2)c?/2myy.

Jedem moglichen a-Zerfall eines gegebenen Nuklids, und zwar entweder in den Grundzustand
oder in einen angeregten Zustand des Tochterkerns, entspricht ein QQo-Wert, der dann die jeweilige
kinetische Energie des a-Teilchens festlegt. Folglich haben im Schwerpunktsystem die emittierten
a-Teilchen ein diskretes Energiespektrum — eine Linie fiir jeden moglichen Tochterkernzustand —,
was fiir ein Zweiteilchen-Zerfall charakteristisch ist.

Somit findet man, entsprechend den vier Tochterkernzustinden in Abb. ein Energiespek-
trum mit vier ,Linien“ — genauer mit vier schmalen Resonanzpeaks — fiir die im Zerfall von ?*Ra
emittierten a-Teilchen, wie in Abb. schematisch dargestellt wird. Zahlt man die Anzahl N,
von a-Teilchen in einer Zeitspanne ab, so sind die Hohen der Linien proportional zu den jeweiligen
Verzweigungsverhéltnissen.

111.3.2 b Weitere Erhaltungssatze

Neben den oben diskutierten Energie und Impuls miissen noch Drehimpuls und Paritat im Zerfall
erhalten sein. Diese Forderung fiihrt zu Auswahlregeln fir die moglichen Werte des Bahndrehimpul-
ses des a-Teilchens bezliglich des Tochterkerns.
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|

Abbildung Ill.6 — Schematisches Energiespektrum der a-Teilchen im Zerfall von ?26Ra in die
verschiedenen Zustinde von 2?2Rn.

Eakin

Es seien jy, Py bzw. j1, P die Spin- und Paritdtquantenzahlen des Mutter- bzw. Tochterkerns.
Sei £ die Bahndrehimpulsquantenzahl des a-Teilchens (J7 = 0%). Dann lauten die Erhaltungssitzen
flir Gesamtdrehimpuls und Paritét

gm € {|lir—¢|,....gr+¢}  wd ()P = ()P x (-)f (I11.19)
woher sich ¢ einschrinken l&sst.
Zum Beispiel gibt im Fall des Zerfalls 2%Bi (J© = %7) — 2071 (JP = %Jr) + a die Drehimpuls-
erhaltung jg; € {|jm —¢|,...,jm+ €} = {|¢ — 3|, £+ 5} entweder ¢ = 4 oder ¢ = 5. Die Erhaltung
der Paritit erfordert dann eine ungerade Quantenzahl ¢, sodass nur ¢ = 5 moglich ist.

111.3.2 ¢ Geiger—Nuttall-Regel

Experimentell beobachteten 1911 Geiger und Nuttall einen ziemlich einfachen Zusammenhang
zwischen der Halbwertszeit T}/, und der kinetischen Energie eq,;, des emittierten a-Teilchens in-
nerhalb einer Isotopenreihe:

In Tl/Q =a-+ 5 (IIIQO)

b
Vv gakin

wobei a und b zwel Konstanten sind.

Genauer haben sie eine Beziehung zwischen der Halbwertszeit und der Reichweite des a-Teilchens
in Luft [59]. Wiederum héngt diese Reichweite mit der kinetischen Energie &,,, zusammen —
vgl. Kap. Strahlung in Materie.

Diese Abhéngigkeit ist iiber mehr als 20 Zehnerpotenzen giiltig, wie in Abb. [[IT.7] im Fall der
Uran-Isotope gezeigt wird.

Bei der Emission eines a-Teilchens durch einen Mutterkern handelt es sich um einen rein quan-
tenmechanischen Effekt — eigentlich erfolgt der Zerfall durch Tunneleffekt —, dessen Wahrschein-
lichkeit sich bis auf einigen Faktoren relativ einfach berechnen lésst. Daraus kann man dann die
Zerfallskonstante bzw. Halbwertszeit des Mutterkerns abschétzen, und dabei die Geiger—Nuttall-
Regel wiederfinden.

Historisch wurde diese Berechnung durch Gamow [60] kurz nach der Formulierung der Quanten-
mechanik durchgefiihrt: dies zeigte insbesondere, dass die (damals) neue Mechanik nicht nur in der
Atomphysik bei Langenskalen von 0,1-10 nm gilt, sondern auch in der Kernphysik bei viel kleineren
Skalen.

Modellierung des Problems

Wir betrachten den Zerfall eines Mutterkerns mit Ladungszahl Z in einen Tochterkern — Masse
My, Ladungszahl Z — 2 — und ein a-Teilchen. Sei ¢, die totale Energie des a-Teilchens, abgesehen
von dessen Massenenergie.
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Abbildung IIl.7 — Geiger-Nuttall’sche Beziehung zwischen 77/, und €4, fir die Uran-
Isotope. Daten aus http://www.nndc.bnl.gov/nudat2/.

e Im Anfangszustand bilden 2 Protonen und 2 Neutronen des Mutterkerns ein a-Teilchen.

Dabei hilft die besonders hohe Bindungsenergie pro Nukleon des 3He-Kerns (s. Nebenbild
in Abb. , entsprechend einer starker Zusammenbindung der zwei Protonen und zwei
Neutronen. Dafiir miissen sich die vier Nukleonen zusammen in einem kleinem Bereich in
Orts- (GroRe der Ordnung des jHe-Kernradius) und Impulsraum befinden: zur genauen
Beschreibung dieses Stadiums ist daher ein detailliertes Modell des Kerns nétig, das solche
4-Teilchen-Effekte berticksichtigt!

Dieses a-Teilchen ist in einem Potentialtopf V,,(7) eingeschlossen, der durch den Rest des
Mutterkerns verursacht wird. Wie im Fall der in Abschn. [[T.4] eingefithrten Potentialtopfe
handelt es sich dabei um ein mittleres effektives Potential, das die Wirkung aller A—4 anderen
Nukleonen des Kerns auf das a-Teilchen beschreiben soll[*8)] Der Einfachheit halber wird
hiernach ein kugelsymmetrisches Kastenpotential mit der Tiefe —Vo(a) angenommen.

e Nach dem Zerfall befindet sich das a-Teilchen aufterhalb des Mutterkerns: es spiirt das durch
den Tochterkern erzeugte abstofende Coulomb-Potential und wird deshalb beschleunigt, bis
es die durch GI. (III.18]) gegebene “endgiiltige” kinetische Energie ¢,,, hat, die gleich dessen

totalen Energie ¢, ist.

Genauer wird das a-Teilchen beschleunigt, so lange das Kernpotential spiirbar ist, d.h. so
lange dieses Potential noch nicht durch die Elektronen des ,Mutter-“Atoms abgeschirmt
ist. Wenn das a-Teilchen aufierhalb der Elektronenhiille ist, wird es nicht mehr beschleu-
nigt. Stattdessen wird es eher abgebremst, denn es fingt an, andere Atome zu treffen, vgl.
Kap. Strahlung in Materie. Daher bezeichnet die ,kinetische Energie im Endzustand®
€ony, die Energie am Ende der Beschleunigungsphase, vor dem Anfang des Energieverlusts
iiber Stofse mit anderen Atomen.

Unter der Annahme, dass die Reichweite R des Kastenpotentialtopfs V,,, entsprechend etwa dem
Kernradius, sich im Zerfall nicht &ndert, lautet das durch das a-Teilchen gespiirte Potential

(48) Dieses Potential V. unterscheidet sich vom Potential V}, bzw. V;,, das ein Proton bzw. Neutron spiirt.
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Abbildung 111.8 — Vereinfachter Verlauf des effektiven Potentials fiir die Modellierung des
a-Zerfalls.

—Va,0 fir r < R,
Vo (r) = o2 I11.21
(r)=192(Z-2)e firr > B (1I1.21)
dmegr

Ein solches Potential wird in Abb. [T[.8] dargestellt. Die Grofenordnung des maximalen Werts der
potentiellen Energie bei r = R lésst sich einfach abschétzen: mit Z ~ 60 und R ~ 5 fm kommt
Va(R) =~ 35 MeV, erheblich grofer als die totale Energie €, ~ 3-8 MeV. Daher treten drei Gebiete
auf:

o fiir r < R (Gebiet I) oder 7 > r. (Gebiet III) mit 7. dem klassischen Umkehrpunkt, definiert

durch 2 ) g ,
2(Z -2 2(Z —2
Va(rc) = g = €oin d.h. Te = g (IIIQ2)

Amegre dT€0Eny,,

ist die potentielle Energie kleiner als ,: daher besitzt das a-Teilchen dort eine positive kine-
tische Energie, d.h. klassisch darf es in diesen Bereichen lokalisiert werden.

o fiir R <r < r. (Gebiet II) ist die potentielle Energie des a-Teilchens grofer als dessen totale
Energie, d.h. das Teilchen hat in diesem Bereich keine wohldefinierte kinetische Energie und
darf sich daher klassisch dort nicht befinden.

Klassisch ist das Kommen des a-Teilchens aus dem Kern, vom Gebiet I zum Gebiet III, ohne
Anregung unmoglich. Somit beruht der Zerfall auf dem quantenmechanischen Tunneleffekt, und die
Zerfallswahrscheinlichkeit entspricht der Tunnelwahrscheinlichkeit. Die Letztere ergibt sich aus der
Losung der zeitunabhingigen Schrodinger-Gleichung fiir ein a-Teilchen im Potentialtopf

2

o Ao (F) + Vo (P (F) = eatha(T). (I11.23a)
(o3
Entsprechend der sphérischen Symmetrie des angenommenen effektiven Potentials ([I11.21)) kann man
fiir die Wellenfunktion den iiblichen Separationsansatz 1o (7) = Ra (1) Yem, (0, ¢) machen, wobei der
radiale Anteil R, (r) im Prinzip auch von der Bahndrehimpulsquantenzahl abhéngt, obwohl dies
hier nicht explizit geschrieben wird. Mit diesem Ansatz fiihrt Gl. (II1.23a)) zur Differentialgleichung

2 2
e Ra(r) — SR + Vel Rar) = a0, (I11.23b)
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Tunnelwahrscheinlichkeit, Gamow-Faktor

Betrachte man zunéchst den Fall £ = 0, so dass der zweite Term in den eckigen Klammern in
Gl. verschwindet. Trotz dieser Vereinfachung bleibt die Differentialgleichung wegen der
komplizierten Form des Potentials V,, nicht exakt losbar.

Anhand eines Néherungsverfahren kann man doch eine anndhernde Losung finden Damit
lasst sich die Tunnelwahrscheinlichkeit bestimmen, die durch das Verhéltnis der Aufenthaltswahr-
scheinlichkeiten bei » = r. — d.h. am Rand des klassisch erlaubten Bereichs auflerhalb des Kerns
— und bei r = R — entsprechend dem Rand des effektiven Potentials — gegeben ist:

N 4772 | Ro(r=1¢)|?
T ATRZ|R,(r=R)|*’

P (111.24)

wobei die Faktoren 4772 und 47 R? die Flichen der Kugel r = r., 7 = R sind. Dabei findet man,
bis auf einem hier unwesentlichen Vorfaktor der Ordnung Eins(*)

P ~ exp [—2/ C\/2hn;a [Va(r") — €4 d’r’] =e ¢, (I11.25)
R

mit G dem sogenannten Gamow-Faktor. Unter Verwendung von Vi (r') = Vi (re) re/r’ = eqre/r,
wobei die zweite Identitdt aus Gl. ([11.22]) kommt, ergibt sich

2Maca [T Te 2(Z —2)e? [2mq R
=2 ~—1dr' = — II1.2
G VR /R Vo’ " 4meg h2e, g (7‘0)’ ( 6a)

G(x) = %[arccosf— Va(l— )] (II1.26b)

einer Funktion, die fiir 0 < x < 1 Werte zwischen 0 und 1 annimmt, wie in Abb. gezeigt wird.

mit

1

‘ \ ‘
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Abbildung I11.9 — Verlauf der durch Gl. (III.26b)) definierten Funktion G(z).

Energetisch ist der Zerfall fiir Q, > 0 moglich, insbesondere im Grenzfall Q, — 0. Im letzteren
Limes, der auch g, — 07 entspricht, geht der klassische Umkehrpunkt r. nach +oo, d.h. R/r. — 0
und dementsprechend G(R/r.) — 1. Daher ist der Gamow-Faktor durch den Faktor 1/¢, kontrol-
liert, und zwar G — 400, so dass die Tunnelwahrscheinlichkeit gegen Null geht. Dies erklért, warum
Zerfalle nur fiir Q,-Faktoren mit einem minimalen Wert von etwa 2 MeV beobachtet werden.

49 Dje Berechnung wird im Anhang[[II.A|zu diesem Kapitel mehr detailliert.
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Bemerkungen:

x Hier wurde die Tunnelwahrscheinlichkeit als das Verhéltnis der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten

definiert, GI. . Manchmal wird eher das Verhéltnis der Teilchenflussdichten verwendet. Da
die Teilchenflussdichte grob gesagt gleich dem Produkt der Aufenthaltswahrscheinlichkeit mit der
Geschwindigkeit ist, unterscheidet sich diese alternative Definition von der hier benutzten nur um
einen unwichtigen Vorfaktor zum Exponentialterm.

x Als Gamow-Faktor wird manchmal nicht G, definiert durch Gl. ([11.26a)), bezeichnet, sondern
-G
e~ oder G/2.

*x Der Gamow-Faktor ([[11.26a]) ldsst sich noch schreiben als

_ 2 2
GZQ(Z 2)e®  [meyc \/§7rg<f>

4dreghe Ea

Dabei erkennt man einerseits die elektromagnetische Feinstrukturkonstante cen = €?/(4meghc),
andererseits das Verhiltnis von der Massenenergie des a-Teilchens zu dessen kinetischen Energie.
Somit kann man die Grofsenordnung des Gamow-Faktors schnell abschétzen.

Zerfallsrate, Halbwertszeit

Die Tunnelwahrscheinlichkeit P ~ e~ gibt die Wahrscheinlichkeit fiir den ,Sprung” von r = R
nach r = r.. Um die Zerfallsrate A\, d.h. die Anzahl dieser Spriinge pro Zeiteinheit, zu erhalten, muss
man noch P durch die Rate, mit der Teilchen sich bei » = R befinden, multiplizieren. Eine grobe
Abschétzung fiir diese Rate ist vy, /2R, mit v;, der Geschwindigkeit des a-Teilchens im Potentialtopf,
entsprechend dem Kehrwert der Zeitdauer zur Durchquerung des Topfs:

"
Ay ~ 2 C,
“=5R®

Fiir den Halbwertszeit des Mutterkerns ergibt sich somit

In2 n2 4
T, )9 = — ~
1/2 >\a vin/2R ¢
d.h. InTy /5 ~ In(2RIn2/v;,) + G. Unter Betrachtung der 1/e,-Abhéngigkeit des Gamow-Faktors
findet man das Geiger—Nuttall-Gesetz (([11.20))

b
InTy/ =—a+
1/2 Jea
wieder. Das Letztere ist somit ein starker Hinweis auf die Giiltigkeit der Modellierung des a-Zerfalls
als Tunnelprozess.

Fall {#£0
Wie frither schon diskutiert wurde, kann die Erhaltung des Drehimpulses im Zerfall dazu fiih-
ren, dass das a-Teilchen mit einem nicht-verschwindenden Drehimpuls beziiglich des Tochterkerns
emittiert wird, d.h. mit einer Bahndrehimpulsquantenzahl ¢ # 0.
In diesem Fall l&sst sich der radiale Anteil der Schrédinger-Gleichung fiir das a-Teilchen

noch als

h? 1 d?
o (PRat(1)) + Vet (r) Rat(r) = € Rat (), (I11.27a)
umschreiben, wobei
_ R 0(0+1)
Vaett (1) = Va(r) + . 2 (TI1.27b)

Dabei wird der Effekt des Bahndrehimpulses als eine Anderung des durch das a-Teilchen gespiir-
ten Potentials berticksichtigt. Somit sieht das Teilchen eine hohere Potentialbarriere, als wenn es
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keinen bzw. einen kleineren Bahndrehimpuls hitte. Wiederum fiihrt diese erhohte (und breitere)
Potentialbarriere zu einer kleineren Tunnelwahrscheinlichkeit bzw. einer langeren Halbwertszeit des
Mutterkerns.

111.3.3 $-Zerfall und verwandte Zerfélle

Dieser Abschnitt befasst sich mit einer zweiten haufig auftretenden Art von Zerfallsprozessen,
in denen sich ein Neutron in ein Proton umwandelt oder umgekehrt, wihrend die Massenzahl A
konstant bleibt. Somit unterliegen diese Prozesse die in §[[T.2.2a im Hinblick auf die Energie disku-
tierten Kernumwandlungen, die zur Minimierung der Masse des Kerns innerhalb einer Isobarenreihe
fiihren.

Solche Zerfille werden durch die schwache Wechselwirkung verursacht, und gehen somit mit der
Nicht-Erhaltung der Paritat, die sonst in starken oder elektromagnetischen Prozessen — z.B. in a-
oder y-Zerfillen — erhalten ist.

1.3.3a 8~ -Zerfall

Eine erste Moglichkeit, bei neutronenreichen Kernen, ist die Umwandlung eines Neutrons in ein
Proton mit Emission eines Elektrons e~ und eines Elektron-Antineutrinos 7., wobei das Letztere
selten detektiert wird. Dieser Prozess lésst sich somit als

[ M — AT +e +7 ] (I11.28)

symbolisieren. Die Erhaltung der in §[[I1.3.TH| aufgelisteten Quantenzahlen ist trivial erfiillt.

Energetisch ist der Zerfall moglich, wenn die Masse des Mutterkerns grofer als die Summe der
Masse der Zerfallsprodukte ist, d.h. Wen

Qs-=[m(Z,A) —m(Z +1,A) —m.] * > 0. (I11.29)
Der Qg--Faktor ldsst sich noch durch die Bindungsenergien ([[.23|) ausdriicken
Qs- = B(Z+1,A) = B(Z, A) + (my — my —me)é® = B(Z+1,A) — B(Z, A) 0,782 MeV. (I11.30)

Im Gegensatz zum a-Zerfall finden 3~ -Zerfélle schon fiir geringe Werte des @ 3--Faktors statt: z.B.
hat 1% Pd, mit Q- = 34keV, eine Halbwertszeit von 6,5 - 105 Jahren. Dies deutet darauf hin, dass
es im [~ -Zerfall keine Potentialbarriere zu durchtunneln gibt.

Ein anderer Unterschied mit dem a-Zerfall liegt daran, dass es sich bei dem [™-Zerfall um
einen Dreiteilchen-Zerfall handelt, d.h. es gibt drei Produkte im Endzustand. Dementsprechend
sind die Energien Impulsbetrage der Zerfallsprodukte, insbesondere die kinetische Energie e,
des Elektrons, nicht eindeutig durch die Massen der beteiligten Partners bestimmt, im Gegensatz
zu Zweiteilchen-Zerfalle. Somit kann e, ~jeden beliebigen Wert zwischen 0 und Qg- annehmen,
d.h. das Energiespektrum der emittierten Elektronen ist kontinuierlich. Als Beispiel davon zeigt
Abb. das Spektrum der im S~-Zerfall von C emittierten Elektronen.

Das Spektrum folgt aus drei Faktoren. Erstens gibt es einen ,Phasenraumfaktor®, der die Anzahl
von kinematisch verfligbaren Endzustdnden im Impulsraum darstellt. Dieser Faktor ist Null bei
|pe| = 0, d.h. g,,, = 0, da er proportional zu d*p, o |p.|?d|pe| ist. Zweitens kann das quanten-
mechanische Matrixelement fiir den Ubergang vom Anfangs- zum Endzustand moglicherweise
vom Impuls des Elektrons abhingen, insbesondere indem Ubergéinge unterdriickt oder sogar
verboten sind. Drittens beriicksichtigt ein sog. Fermi-Faktor den Einfluss des Coulomb-Felds
des Atomkerns auf das emittierte Teilchen. Im Fall des 8~ -Zerfalls wird das Elektron durch
den Kern angezogen, und daher abgebremst, was zu einer Verschiebung des Spektrums nach
kleineren Werten der Energie fithrt; insbesondere verschwindet das Spektrum nicht mehr im
Grenzwert g, — 0. Dagegen werden die in 31-Zerfillen emittierten Positronen, vgl. unten,

©9)Die Masse des Antineutrinos m, < 2 eV [28] ist dabei vernachlédssigbar.
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Abbildung 1I.10 — Energiespektrum der Elektronen im B~ -Zerfall von “C mit Qp- =
0.156 MeV. Daten aus http://www.nndc.bnl.gov/nudat?2.

durch das positiv geladene Kern abgestoflen und somit beschleunigt, so dass das zugehorige
Spektrum fiir e, — 0 verschwindet, wie in Abb. [[IT.T1] zu sehen ist.

Historisch hat die Beobachtung des kontinuierlichen Spektrums zur Paulis Postulierung der Exi-
stenz des (Anti-)Neutrinos gefiihrt, ,um den Energiesatz zu retten®, obwohl nur der Tochterkern und
das Elektron gemessen wurden Dariiber hinaus ist das neue, bis 1956 nicht direkt beobachtete
Spin—%—Teilchen auch fiir die Erhaltung des gesamten Drehimpulses notig.

In Gegensatz zu Energie, Impuls, Drehimpuls und den additiven Quantenzahlen des §[IT[.3:TD)|

ist die Paritét in S-Zerfillen nicht erhalten. Dies wird weiter in §[[I1.3.3 ¢ diskutiert.

Bemerkungen:

* In der Nuklidkarte lésst sich der f~-Zerfall durch eine Verschiebung um ein Késtchen nach oben
links darstellen.

x Fin wichtiges Beispiel von S~ -Zerfall ist jener des freien Neutrons, vgl. auch §

x Wie beim «-Zerfall spielt die Elektronenhiille des Atoms keine Rolle im [~ -Zerfall, sowie im
hiernach diskutierten 3*-Zerfall.

1l.3.3b 3 1-Zerfall

In protonenreichen Atomkernen ist es energetisch giinstig, ein Proton in ein Neutron umzu-
wandeln, entsprechend in der Nuklidkarte einer Verschiebung um ein Késtchen nach unten rechts.
Dabei gibt es zwei Moglichkeiten. Einerseits kann die Umwandlung ,induziert werden, indem das
Proton mit einem Elektron interagiert: solche Prozesse werden im folgenden Paragraph behandelt.
Andererseits kann das Proton sich ,spontan“ in ein Neutron transformieren. Dabei werden auch ein
Positron e — d.h. das Antiteilchen zum Elektron — und ein Elektron-Neutrino v, emittiert mit
dem Neutron, entsprechend dem Kernprozess

IM — AT+ et + v (I11.31)

(5)Vgl. Paulis beriihmten Brief vom 4. Dezember 1930, online verfiighar unten https://cds.cern.ch/record/83282/
files/meitner_0393.pdf| (letzter Zugriff: 03.02.2015). Dabei nennt er das neue Teilchen ,Neutron* — der heute
als Neutron bezeichnete Bestandteil des Kerns wurde damals noch nicht entdeckt.


http://www.nndc.bnl.gov/nudat2
https://cds.cern.ch/record/83282/files/meitner_0393.pdf
https://cds.cern.ch/record/83282/files/meitner_0393.pdf
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Da das freie Proton nicht in ein Neutron zerfallen kann — die Protonenmasse ist kleiner als die
Neutronenmasse —, ist der Prozess nicht wirklich spontan, sondern hiangt er von der Umgebung
des zerfallenden Protons ab, d.h. vom Rest des Atomkerns. Der Zerfall ist aber unabhéngig von
der Umgebung des Kerns, weshalb er hier als ,spontan“ bezeichnet wurde.

Der 37-Zerfall ist energetisch moglich wenn
Qp+ = [M(Z,A) —m(Z — 1, A) —me|c* > 0. (I11.32)
Beispielsweise ist im Fall Z = A = 1 der Q-Wert Qg+ = (my, —m;, — me)c? = —1,804 MeV negativ,
entsprechend der Stabilitéit des freien Proton gegen 87-Zerfall.

Wie beim [~-Zerfall sind die Spektren der Zerfallsprodukte, insbesondere des Positrons, kon-
tinuierlich. Als Beispiel wird das Spektrum der Positronen aus dem Zerfall von 'C in Abb. [II1.11
dargestellt.

N (sekin)
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Abbildung lll.11 — Energiespektrum der Positronen im A*-Zerfall von 'C mit Qp+ =
0.960 MeV. Daten aus http://www.nndc.bnl.gov/nudat2.

0 |

Wie beim S~ -Zerfall wird die Paritit in S7-Zerfillen verletzt.

Bemerkung: Das Positron wird zwar aus dem Mutteratom emittiert, es wird aber schnell mit einem
Elektron eines Nachbaratoms reagieren: zusammen erzeugen sie zunéchst einen gebundenen Zustand,
das sogenannte Positronium (Symbol: Ps). Nach kurzer Zeit zerstrahlt das Letztere meistens in zwei
Photonen mit je der Energie 0,511 MeV, seltener in drei Photonen.

Das Positronium kann tatséchlich entweder als Parapositronium (Spin 0) oder als Orthopo-
sitronium (Spin 1) vorkommen. Wegen der Paritatserhaltung — dabei handelt es sich um einen
elektromagnetischen Prozess — zerféllt der Spin-0-Zustand in eine gerade Zahl, meistens 2, von
Photonen (innere Paritdt —1), wihrend die Annihilation des Orthopositroniums zu einer un-
geraden Zahl von Photonen, und zwar mindestens 3, damit Energie und Impuls auch erhalten
werden.

111.3.3 ¢ Elektroneneinfan

Bei der ,induzierten“ Umwandlung des Protons eines Atomkerns in ein Neutron handelt es
sich um einen Prozess, in dem der Mutterkern ein Elektron einfdngt, wihrend im Endzustand ein
Elektron-Neutrino emittiert wird:


http://www.nndc.bnl.gov/nudat2
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[ e” +4M — ;AT + v, ] (I11.33)

Dabei kann das eingefangene Elektron entweder ein freies Elektron sein, oder in den meisten Féllen
aus der Elektronenhiille des Mutteratoms stammen, und zwar zumeist aus der niedrigst liegenden
K-Schale, seltener aus den L- oder M-Schalen.

Energetisch ist der Prozess moglich wen

Quc = [m(Z,A) + me —m(Z — 1,A)]* > 0. (I11.34)

Somit kann der Tochterkern auffergewthnlich schwerer als der Mutterkern sein — die fehlende Ener-
gie kommt aus der Energie des Elektrons: Bindungsenergie, falls es aus dem Atombhiille eingefangen
wird, oder kinetische Energie, wenn das eingefangene Elektron frei war. Zum Beispiel kann der
Elektroneneinfang des 7Be-Kerns zu zwei Isotopen von gLi, und zwar entweder zu einem angeregten
Zustand, der schwerer als [Be ist, oder zum Grundzustand (Abb. [II1.12))

- [MeV]
5 Mec?
e 4 f| 40,126
2 190%
Y
7L'
s 0,351

Abbildung Ill.12 — Darstellung der Energieniveaus im Elektroneneinfang von “Be.

Bemerkungen:

* Nach dem Einfang eines Elektrons aus der Hiille bleibt in der Letzteren ein Loch, so dass das
Atom sich oft in einem angeregten Zustand befindet. Die Anregungsenergie kann entweder als elek-
tromagnetische Strahlung abgegeben werden oder auf ein anderes Hiillenelektron {ibertragen werden,
das dann aus dem Atom emittiert wird: dies bildet den Auger-Effekt. Das resultierende Energie-
spektrum der emittierten Auger-FElektronen, auch Konversionselektronen genannt, ist diskret, denn
sie besitzen die kinetische Energie F. , = Bco — B 1, wobei B, 1 bzw. B, 2 die Bindungsenergien
der Elektronenniveaus sind.

x Wegen der Coulomb-Abstoflung zwischen Kern und dem positiv geladenen Positron ist der Ein-
fang des Letzteren — was zur Umwandlung eines Neutrons in ein Proton fiihren kénnte — héchst
unwahrscheinlich.

11.3.3 d Ubersicht iiber 3-Zerfalle

In Abb.[[II.T3|werden die moglichen Anordnungen der Massen von Mutter- und Tochternuklid fiir
die drei Arten von §-Zerfalle dargestellt. Dabei erkennt man nochmals, dass bei Elektroneneinfangen
der Tochterkern eine hohere Masse als der Mutterkern haben kann.

Anstatt mit den Kernmassen m(Z, A) und m(Z 41, A) kénnen die Q-Werte (IT1.29)), (TI1.32)),
noch durch die Atommassen m/(Z, A), m'(Z+1, A) ausgedriickt werden|"?)| was manchmal

zu kiirzeren — eigentlich aber nur approximativen — Beziehungen fiihrt.

G2 Hier bedeutet das Kiirzel EC electron capture.
53)Zur Erinnerung gilt m/(Z, A) = m(Z, A) + Zm. — B.(Z, A), wobei B.(Z, A) die Bindungsenergie der Elektronen
bezeichnet.
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Abbildung I1.13 — Schema der moéglichen Anordnungen der Kernmassen in g-Zerféllen.

Somit lautet der Q-Faktor fiir 8~ -Zerfall
Qs- = [M(Z,A) + Be(Z,A) —m/(Z + 1, A) — B.(Z + 1, A)]
~ [m/(Z,A) —m/(Z + 1, 4)] 2, (IT1.35)
wobei in der zweiten Zeile die kleine Differenz zwischen den Bindungsenergien der Elektronenhiillen

(ca. 10 €V, im Vergleich zur typischen kernphysikalischen Energie von etwa 1 MeV) vernachlissigt
wird. Ahnlicher gilt fiir den S1-Zerfall

Qp+ ~ [M/(Z,A) —m/(Z — 1, A) — 2m,] > (I11.36)
und fiir den Elektroneneinfang
Quc = [m'(Z,A) —m/(Z — 1, A)] . (I11.37)

Die moglichen Anordnungen der Massen von Mutter- und Tochteratome fiir die drei Arten von
B-Zerfille werden in Abb. gezeigt.

TnlAtomC2
2mec?
B~ Qp- /- QEc EC
Qp+ Bt
(Z.A)  (Z+1,4) (Z-1,4) (2, A) (Z-1,4)  (Z,A)

Abbildung lll.14 — Schema der méglichen Anordnungen der Atommassen in g-Zerféllen.

I11.3.3 e Verletzung der Paritat beim 5-Zerfall

Waéhrend Energie, Impuls und Drehimpuls in -Zerfillen erhalten sind, ist die Paritit dagegen
nicht erhalten, im Gegenteil zum «-Zerfall.

Kurz nach einem theoretischen Vorschlag von T.D.Lee & C.N.Yang, dass die Erhaltung der Pari-
tat in schwachen Prozessen systematisch experimentell gepriift werden sollte, hat Frau C.S.Wu den
B~ -Zerfall polarisierter ©°Co-Kerne untersucht [61] Dabei wurde ermittelt, dass die Elektronen
bevorzugt entgegen der Richtung des Kernspins jco, d.h. mit einem Polarwinkel 6 > 90°, emittiert
werden, wie in Abb. links dargestellt wird. Wenn p, den Impuls des Elektrons im Ruhesystem
des %°Co-Kerns bezeichnet, dann nimmt der Erwartungswert des Skalarprodukts p, - jCo iiber viele
Zerfalle einen negativen Wert an.

) Weitere experimentelle Details konnen in [8], Experiment 45, gefunden werden.
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Abbildung Ill.15 — Emissionsrichtung des Elektrons im Wu-Experiment (links) und im raum-
gespiegelten Prozess (rechts).

Betrachtet man den raumgespiegelten Prozess (Abb. rechts), so werden die Richtungen der
Impulse der emittierten Elektronen invertiert — Impulse sind Vektoren —, wihrend die Richtung
des Kernspins ungeédndert bleibt — der Spin ist ein axialer Vektor. Somit wéren die Elektronen
in diesem raumgespiegelten Experiment vorzugsweise parallel zum Kernspin (Polarwinkel 6 < 90°)
emittiert, im Gegensatz zum echten Experiment. In der Natur findet ein solcher Prozess nie statt!
Die eigentlichen Zerfallsraten fiir die links und rechts dargestellten Zerfille — d.h. fiir einen Prozess
und den raumgespiegelten — sind unterschiedlich, was einer Verletzung der Paritdt entspricht.

Abbildung gibt eine alternative schematische Darstellung dieses Experiments, in der die
Spins der Teilchen prizisiert werden. Im Ruhesystem des %°Co-Kerns bleibt der Tochter-°Ni-Kern
auch fast in Ruhe, wihrend das Elektron und das Antineutrino in entgegengesetzte Richtungen
emittiert werden. Wegen der Erhaltung des Drehimpulses im Zerfallsprozess ist die Projektion des
Spins des Antineutrinos 7. auf die Richtung seines Impulses positiv
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Abbildung I1l.16 — Schematische Darstellung der Spinorientierungen im Wu-Experiment.

I11.3.3 f Theorien des [-Zerfalls
Kurzes Paragraph iiber Fermi-, V' — A-, elektroschwache Theorie.

I11.3.4 ~-Zerfall

Kernphysikalischen Prozesse fiihren oft im Endzustand zu angeregten Atomkerne. Diese kénnen
dann in den Grundzustand — oder auch in einen tiefer liegenden Zustand — iibergehen, indem sie
ein Photon emittieren, d.h. ein mit vy symbolisierten Lichtquant:

AM* — SM + 7. (I11.38)

Dabei ist die typische Energie des Photons von etwa 100 keV—1 MeV, entsprechend elektromagneti-
scher Strahlung mit einer Frequenz im v-Bereich.

5% Diese Projektion des Spins auf die Flugrichtung wird Helizitdt genannt.
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In diesem Prozess, der durch die elektromagnetische Wechselwirkung kontrolliert wird, sind
Energie, Impuls, Drehimpuls und Paritét erhalten, wobei das Photon den Spin und die intrinsische
Paritit J® = 1~ hat.

Mathematisch ergibt sich das Photon aus der Quantisierung des elektromagnetischen Feldes,
und genauer dessen Viererpotentials. Da das Letztere ein (Vierer)Vektor ist, verhélt sich das
Photon wie ein Vektor: Spin 1 und Anderung des Zeichens unter Raumspiegelung.

Sei £, der Bahndrehimpuls — genauer die mit dem quadrierten Bahndrehimpulsoperator L2 assozi-
ierte Quantenzahl — des Photons. Dem Gesamtdrehimpuls des Photons, der sich aus der Kopplung
dessen Spin und Bahndrehimpuls ergibt, entspricht eine Quantenzahl j,, die maximal drei positive
Werte annehmen kann, und zwar

Jyef{ly—1, 4y, Ly +1}. (I11.39)

Aufsergewohnlich darf aber j, nicht Null sein.

Je grofser die Differenz zwischen den Kernspins des Anfangs- und des Endzustands, umso kleiner
ist die Ubergangswahrscheinlichkeit, d.h. umso linger ist die Halbwertszeit. Beispielsweise hat der
LI8Hf-Kern, dessen Grundzustand Spin und Paritét J P'— 0% hat, einen Isomerzustand mit J° = 8~
und Halbwertszeit T}, = 4s und einen anderen mit JP =16 und T/ = 31 Jahren.

Eine Ausnahme zu dieser Regel bildet der Ubergang zwischen zwei Zustinden mit Spin 0, weil
der Prozess einfach verboten ist, denn das Photon hétte den Gesamtdrehimpuls j, = 0.

Das emittierte Photon hat die gesamte Paritit P, = (—1)(—1)%, wobei der erste Faktor die
innere Paritét, der zweite Faktor die Paritdt der Wellenfunktion widerspiegelt. Je nach dem Zu-
sammenhang zwischen dieser Paritdt und dem Gesamtspin wird zwischen zwei Arten von Strahlung
unterscheidet:

{P'v = (—=1)I : elektrische Strahlung, (111.40)

P, =—(—1)": magnetische Strahlung.

Der erste Fall entspricht offensichtlich j, = £, 4= 1, der zweite j, = £,.

Dem emittierten Photon entspricht in einer klassischen Beschreibung ein abgestrahltes elektro-
magnetisches Feld. Dieses kann man zerlegen als Uberlagerung von Kugelwellen, deren Winkel-
abhéngigkeiten durch Kugelflichenfunktionen Yz, (6, ¢) gegeben werden, anstatt wie iiblich als
Summe von ebenen Wellen e~ 1(«“*=%7) Bei diesen Kugelwellen handelt es sich dann um Zustéinde
mit einem bestimmten Drehimpuls — anstatt einer bestimmten Impuls bei ebenen Wellen. Der
Drehimpuls der elektromagnetischen Strahlung entspricht dem Gesamtdrehimpuls des Photons,
d.h. ¢ = j,. Die Abwesenheit von £ = 0 bedeutet, dass die Strahlung nie kugelsymmetrisch
ist: es handelt sich eher um Multipolstrahlung mit ,Ordnung* ¢ (¢ = 1: Dipolstrahlung, ¢ = 2:
Quadrupolstrahlung, allgemeiner 2¢-Strahlung).

Bemerkung: Ein angeregter Kern kann seine Energie E* auch direkt auf ein Hiillenelektron des
Atoms tibertragen, durch die Coulomb-Wechselwirkung zwischen dem Kern und den Elektronen.
Durch diese sog. innere Konversion wird ein Elektron mit Energie E* — B, emittiert, mit B, die
Bindungsenergie des Elektrons. Da sowohl die Werte von E* als jene von B, quantisiert sind, ist
das Spektrum der Elektronen diskret.

Kinematik des ~v-Zerfalls. M6Bbauer-Effekt

Sei E* die Anregungsenergie des Mutterkerns, entsprechend einer Gesamtenergie in dessen Ruhe-
system Mmgemc? + E*, mit mgem der Masse des Tochternuklids. Unter Verwendung der Beziehungen
E, = |p|c — das Photon bewegt sich mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ und ist daher relativistisch —
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und Fxern = ﬁf(em /2mKern fir die kinetische Energie des Tochterkerns, fithren die Erhaltung der
Energie und des Impulses
E* = EKern + E’ya 6 = ﬁKern + ﬁ'y
AN )
E* — EV + (E'V/C)

)
27nKern

woraus sich die Photonenenergie ergibt:

E*Q

E,~F— — .
7 2'rnKernC2

(I11.41)

Somit ist die Energie E. des emittierten Photons nicht genau gleich der Anregungsenergie £* des
Atomkerns, wobei die Differenz die Riickstofsenergie

E*2 E2

v

~

(111.42)

2MKern c? 2MKern c?

des Kerns ist. In dhnlicher Weise wird ein Photon durch einen ruhenden Kern absorbiert, vorausge-
setzt seine Energie nicht genau die Anregungsenergie E* betrigt, sondern eher

E*Q

E,~F 4+ ——
7 * QmKerncz’

(111.43)
wobei die Differenz die Bewegung des Kerns nach der Absorption ,kompensiert.

Die Riickstofenergie ist zwar viel kleiner als die typische kernphysikalische Energie. Somit ist
Eg / 2MKemC> ~ 5 eV fiir E, =1 MeV, A ~ 100. Der Unterschied zwischen den Emissions- und
Absorptionsenergien , ist aber grof genug, damit ein emittiertes Photon nicht an-
schliefsend durch einen Nachbarkern absorbiert werden kann.

Dabei hilft die natiirliche Breite der Spektrallinien, I'* ~ /i/7* mit 7* der mittleren Lebensdauer
des angeregten Zustands, nicht, da sie viel kleiner als die Riickstokenergie ist: mit 7% ~ 1079 s,
was schon sehr kurzlebig ist, ergibt sich I'* ~ 1076 eV

Wie es Rudolf Mofbauer entdeckt hat [62] sind riickstofkfreie Emission und Absorption eines
v-Photons jedoch manchmal moéglich, und zwar wenn der emittierende und der absorbierende Kern
sich in Kristallen befinden. Dabei muss die Riickstofsenergie des Photons kleiner sein als die minimale
Anregungsenergie der Phononen — d.h. der quantisierten Schwingungsmoden — in den Festkorpern.
Dann kénnen die Kristallgitter der Letzteren nicht oszillieren, um die Riickstoflenergie als Warme
zu Ubertragen. Daher bleibt nur eine einzige Moglichkeit bei der Emission und der Absorption, und
zwar, dass nicht einzige Atomkerne, sondern die ganzen Kristalle gegen das Photon zuriickstofen.
Da die Masse dieser makroskopischen Korper etwa 102°-1023-mal grofer als jene eines einzelnen
Kerns ist, wird die Riickstofsenergie um den gleichen Faktor kleiner, d.h. vernachlassigbar.

Mithilfe des Mofbauer-Effekts lassen sich extrem kleine Energiedifferenzen messen, vgl. z.B.
Experimente 60 & 61 in Ref. [§]. Insbesondere kann man den Mofbauer-Effekt mit dem Doppler-
Effekt kombinieren, indem sich der emittierende und der absorbierende Kern relativ zueinander
bewegen, wodurch sich eine kleine Verschiebung der Wellenldnge bzw. Energie des Photons ergibt.

111.3.5 Andere Zerfallsarten

Neben den haufigen a-, §- und -Zerfillen existieren noch seltenere Zerfallsarten. Einige davon
sind jedoch wichtig fiir die nukleare Astrophysik, insbesondere zur Erklarung der Entstehung der
Elemente.

<5(")Dagegen sind die Riickstofsenergien in der Atomphysik viel geringer: E,, ~ 10 eV gibt EE/ZmAmmc2 ~5-10719 eV,
was kleiner als die typische Breite von Spektrallinien ist.
"Vgl. auch Ref.[8], Experiment 59.
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ll.3.5 a Protonen- und Neutronenzerfall
Statt iiber S-Emission zu zerfallen kénnen protonenreiche bzw. neutronenreiche Nuklide manch-
mal einfach ein Proton bzw. ein Neutron emittieren. Im ersteren Fall ldsst sich der Prozess als

M — 47T 4 p, (111.44)

schreiben. Dieser sog. Protonenzerfall bzw. Protonenemission entspricht in der Nuklidkarte einer
Verschiebung um ein Késtchen nach unten.
Wiederum handelt es sich bei dem Neutronenzerfall, auch Neutronenemission genannt, um den
Prozess " Al

M — 7T +n (II1.45)
entsprechend einer Verschiebung in der Nuklidkarte um ein Késtchen nach links.

Energetisch sind diese Zerfille moglich, wenn das Mutternuklid schwerer als die Summe der
Massen der Zerfallsprodukte ist. Dementsprechend muss fiir den Zerfall die in GI.
definierte Separationsenergie S,(Z, A) negativ sein, wahrend fiir den Prozess die Separati-
onsenergie S,(Z, A) |Gl ([.25a])| negativ sein muss.

Streng genommen sind die Ausgangsnuklide solcher Zerfélle nicht gebunden, da sich einer deren
Bestandteile spontan abspalten lasst. Damit ein solches Nuklid vorhanden sei, kann man zwischen
zwei Moglichkeiten unterscheiden:

e Eine erste Moglichkeit ist, dass es sich bei dem Mutternuklid um einen angeregten Zustand
eines sonst gebundenen Atomkerns handelt.
Beispielsweise besitzt Kobalt-53 einen metastabilen Isomerzustand 5327?00, der mit einem Ver-
zweigungsverhéltnis von 1,5% in %Fe + piibergeht, in den anderen Fillen durch 8+-Emission
in 53Fe zerfillt.

e Die zweite Moglichkeit ist, dass das nicht-gebundene Mutternuklid in dessen Grundzustand
als Endprodukt eines Prozesses entsteht — z.B. in spontaner (§ oder induzierter
(Abschn. Spaltung, oder in astrophysikalischen r-Prozessen (Abschn. r-Prozess). In
diesem Fall ist das Mutternuklid jenseits der betreffenden drip line: rechts bzw. oberhalb
von der Neutron- bzw. Proton-drip line, wenn es sich um ein Neutron- bzw. Proton-Emitter

handelt.

In beiden Féllen handelt es sich bei dem nicht gebundenen Ausgangszustand eher um eine Resonanz,
vgl. die Diskussion (8. Feb.: fehlt noch!) in Abschn. [[I.1]

Bemerkungen:

x Ist ein potentieller Proton-Emitter nur leicht ungebunden, etwa mit einem positiven Q-Wert
Qp = —Sp S 1 MeV — dies gilt fiir die instabilen Nuklide nah an der Proton-drip line —, dann wird
die energetisch gilinstige Protonenemission durch eine Potentialbarriere verzogert. Genau wie bei der
a-Emission fiihrt ndmlich die Coulomb-Kraft zu dieser erhchten Barriere zwischen dem instabilen
gebundenen Zustand — in dem das Proton iiber die starke Kraft durch die anderen Nukleonen
angezogen wird — und dem stabileren getrennten Zustand — in dem die Coulomb-Abstofiung
zwischen dem Proton und dem Tochterkern herrscht. Dementsprechend ist die Protonenemission
wieder ein Tunnelprozess.

x Dagegen verlauft Neutronenemission meistens sehr schnell, und zwar mit einer Halbwertszeit
von einem Bruchteil der Sekunde, mit einigen Ausnahmen, die fiir die Steuerung von Kernreaktoren
auflerst wichtig sind, vgl. Abschn. Kernreaktoren.

111.3.5 b Doppelter Protonen- und Neutronenzerfall

Wegen der Paarungseffekte zwischen zwei identischen Nukleonen in einem Nuklid sind noch
weitere Zerfallswege moglich. Somit kénnen protonenreiche bzw. neutronenreiche Nuklide zwei Pro-
tonen bzw. Neutronen gleichzeitig emittieren, wihrend die Abspaltung eines einzelnen Protons bzw.
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Neutrons nicht beobachtet wird oder sogar energetisch unmoglich ist. Als Beispiel der letzteren
Moglichkeit zeigt Abb. die Energien vom Zwei-Protonen-Emitter %gFe, seinem Zerfallspro-
dukt 33Cr begleitet von zwei Protonen, und dem dazwischen liegenden Nuklid §2Mn mit einem
freien Proton: im Grundzustand kann 33Fe ein einzelnes Proton nicht emittieren, die Emission von
zwei Protonen ist aber energetisch giinstig.

E 5sMnp
45Fe
26

33Cr+2p

Abbildung .17 — Energieniveaus von 33Fe, 32Mn mit einem Proton und 33Cr mit 2 Proto-
nen.

Dementsprechend findet man den 2002 entdeckten [63, [64] doppelten Protonenzerfall (oder Zwei-
Protonen-Emission) A A
gM — 3T +p+p (111.46)

und den doppelten Neutronenzerfall (Zwei-Neutronen-Emission)
M — 42T 4 n+n. (I11.47)

Im ersteren bzw. letzteren Fall ergibt sich in der Nuklidkarte eine Verschiebung um zwei Késtchen
nach unten bzw. links.

Solche Prozesse sind echte Drei-Teilchen-Zerfille, wie die (-Zerfille. Dagegen sind aufeinander
folgende Ein-Proton-Emissionen

20) — 50 +p — 55(0)+p+p (IT1.48)
(bzw. Ein-Neutron-Emissionen) Zwei-Korper-Zerfélle. Dementsprechend lésst sich aus der Kinema-
tik der Endprodukte, insbesondere der Protonen (bzw. der Neutronen, deren Impulse aber viel
schwieriger zu messen sind), zwischen den zwei Moglichkeiten (I11.46)) und ([1I1.48|) unterscheiden.

Alle bekannten Zwei-Protonen-Emitters, die schon im Grundzustand gegen doppelten Protonen-
zerfall instabil sind, besitzen eine gerade Anzahl von Protonen, wie z.B. die relativ ,Jlanglebigen*
Nuklide %gFe, %gNi, %Zn, mit Halbwertszeiten T} /o 2 1 ms. Dies ldsst sich nach den Diskussionen
im Kap. [[I} insbesondere iiber die hohere Stabilitdt von Kernen mit gerader Protonenzahl im Ver-
gleich zu denen mit ungerader Z, einfach nachvollziehen: emittiert ein solches Nuklid, d.h. ein gg-
bzw. gu-Kern, ein einzelnes Proton, so wird es zu einem ug- bzw. uu-Nuklid mit einem ungepaar-
ten Proton, entsprechend einer Minderung der Stabilitdt, was das Energieschema von Abb. [[T[.17]
passt; dagegen kann die Emission von zwei Protonen giinstig sein. Im Gegensatz ist im Fall eines
Ausgangsnuklids mit ungerader Protonenzahl Z der gg- bzw. gu-Kern mit einem Proton weniger
meistens stabiler als der ug- bzw. gg-Kern mit Z—2 Protonen, d.h. Ein-Proton-Emission ist moglich,
Zwei-Protonen-Emission unwahrscheinlich.

Ahnlich hat das einzige (Anfang 2015) bekannte Nuklid, das aus seinem Grundzustand zwei
Neutronen emittiert, und zwar $Be [65], eine gerade Neutronenanzahl N = 12.

111.3.5 c Doppelter 5-Zerfall

Die erhohte Stabilitdt von Nukliden mit einer gerader Zahl von Protonen und Neutronen fiihrt
zur Existenz einer weiteren Art von Zerfillen. Betrachte man noch einmal die rechte Spalte von
Abb. [[T.3] die die Massen der Kerne mit unterschiedlicher Protonenzahl Z innerhalb einer Isobaren-
reihe mit gerader Nukleonenzahl A zeigt. Wéahrend der Atomkern mit Protonenzahl Z,.;, absolut
stabil ist gegen Zerfélle, bei denen A konstant bleibt, gilt dies nicht fiir das Nuklid mit Z = Z0+ 2,

%) Dazu gibt es noch §Be, $C, 120, 15Ne — mit T2 < 107%° s — und 13Mg mit T2 = 4 ps.
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auch wenn das Letztere stabil gegen p-Zerfille ist. Im Prinzip konnte Energie gewonnen werden,
indem zwei Protonen des Nuklids mit Z = Zyi, + 2 in zwel Neutronen umwandelt werden — dabei
miissen die Umwandlungen jedoch gleichzeitig sein.

Eigentlich wurde doppelter 5-Zerfall fiir ein paar Atomkerne experimentell beobachtet, und zwar
entweder doppelter 8~ -Zerfall

IM — , AT +2e +27, (I11.49)
mit der Umwandlung von zwei Neutronen in zwei Protonen, oder doppelter Elektroneneinfang
2¢” +4M — 5, 4T+ 2v,, (I11.50)

wobei zwei Protonen sich in zwei Neutronen umwandeln.

Der erstere Zerfall, dessen Moglichkeit urspriinglich durch M. Goeppert-Mayer vorgeschlagen
wurde [66], findet beispielsweise bei 3Ge (mit Halbwertszeit Ty /o = 1,926 - 10*! Jahre [67]) oder
130Xe (Th/2 = 2,165 - 10*! Jahre [68]) statt. Der letztere Prozess, in welchem die zwei Elektronen
aus der K-Schale der Atombhiille eingefangen sind, wurde bei 30Ba (T} 2= 1,4 102! Jahre) und
$8Kr (T2 ~9,2-10?! Jahre) beobachtet [69, 70]

Prinzipiell kénnten noch doppelter 31-Zerfall

IM — , AT +2e" + 20, (I11.51)
oder die Kombination eines Elektroneneinfangs mit einem S7-Zerfall
e +4M — L AT +et +20, (I11.52)

stattfinden. Da der Q-Wert fiir 37-Zerfall immer kleiner als jener fiir Elektroneneinfang ist, wie
in Abb. dargestellt wird, sind diese Prozesse jedoch weniger wahrscheinlich als der Pro-
zess ([I1.50[), und sie wurden noch nicht experimentell beobachtet.

Offensichtlich sind die Halbwertszeiten von doppelten 8-Zerfallen sehr gro® [71], d.h. sie sind sel-
tene Prozesse. Die theoretische Erkldrung ist, dass es sich dabei um Prozesse zweiter Ordnung (in
der Wechselwirkung zwischen Proton, Neutron, Elektron/Positron und Antineutrino/Neutrino)
in Stérungsrechnung handelt, die also eine viel geringere Wahrscheinlichkeit haben, als Prozesse
erster Ordnung wie die -Zerfélle [66].

Experimentell bedeutet diese Tatsache, dass die Situation mit verbotenem ($-Zerfall viel giinsti-
ger ist, um den Prozess zu beobachten: sonst kommen die meisten Elektronen/Positronen aus
den (-Zerfillen, und solche aus doppelten Zerfdllen konnen nicht identifiziert werden.

Neutrinoloser doppelter §-Zerfall

Theoretisch kénnte das (Elektron-)Neutrino sein eigenes Antiteilchen sein, also v, = 7. In diesem
Falle darf das Neutrino keine erhaltene Quantenzahl tragen: insbesondere muss es die Leptonenzahl
L = 0 haben. Dementsprechend wére die £ keine ,gute* Quantenzahl mehr, da sie in normalen
(-Zerfallen nicht erhalten wére.

Nach den heutigen Theorien wére das kein grundsétzliches Problem, denn die Baryonen- und
Leptonenzahl héngen nicht mit Symmetrien zusammen, wie es dagegen der Fall der elektrischen
Ladung ist.

Falls es sein eigenes Antiteilchen wére, wiirde das Neutrino das erste bekannte Beispiel einer
neuen Art von Elementarteilchen sein, und zwar es wére ein sog. Majorana-Teilchen — dagegen
sind die ,jiiblichen”, von deren Antiteilchen verschiedenen, Spin—%—Teilchen, wie das Elektron,

Dirac-Teilchen.

(59 Bej 130Ba ist nicht bekannt, ob der Prozess vielleicht (teilweise) neutrinolos ist.
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Dann werden neue Prozesse moglich, insbesondere neutrinolose doppelte §-Zerfille, wie z.B.
IM — 55T +2e . (I11.53)

Solche Zerfalle werden aktiv experimentell untersucht. Bis auf einer umstrittenen Behauptung
sind sie Ergebnisse bisher negativ, mit nur unteren Schranken iiber die Halbwertszeiten der neutrino-

losen Kanile: z.B. T{, > 2,1-10% Jahre fiir "Ge [72] oder T}, > 1,9 - 10* Jahre fiir *°Xe [73].

Eine andere, seltene Art von radioaktiver Zerfall ist die 1984 entdeckte |74] spontane Emission
durch schwere Nuklide — und zwar mit Z > 87, entsprechend A > 221 — von einem leichten Kern,
der jedoch schwerer als ein a-Teilchen ist. Dieser Prozess wird auch Clusterzerfall genannt.

Dabei werden meistens gg-Kerne emittiert: 14C, 2°0, 2*Ne, 26Ne, 2Mg, 3°Mg, 32Si, 34Si. Das
(schwere) Tochternuklid hat sehr oft eine magische Protonen- oder Neutronenzahl, Z = 82 oder
N = 126.

Diese Tatsache erklirt die Ausnahmen zur angegebenen Regelméfigkeit fiir den emittierten
Kern. Somit emittiert z.B. %3] Pa einen %jF-Kern, dabei ist das Tochternuklid der doppelt-
magische 205 Pb-Kern.

111.3.5 e Spontane Spaltun

Im Gegensatz zum Clusterzerfall entstehen bei der spontanen Spaltung eines schweren Atomkerns
zwei Fragmente mit Massen der gleichen Groéfsenordnung;:

20) — 20 + 3220 (IIL54)
wobei A; bzw. Z; nicht sehr unterschiedlich von A/2 bzw. Z/2 ist. Bisher wurde dieser Prozess nur
flir Kerne schwerer als 2§’gTh beobachtet, wie z.B. bei den natiirlich auftretenden Atomkernen 2S’élU,
235U und 238U.

92 92

Jedes spaltbare Nuklid kann in mehrere Spaltungskanéle zerfallen, entsprechend unterschiedli-
chen Werten von A; und Z7. Typischerweise, und zwar fir die spaltbaren Kerne von goTh bis ggCf,
haben die zwei Spaltprodukte ungleiche Massen — genauer sind die Verzweigungsverhéaltnisse der
Kanéile mit Produkten gleicher Massen viel geringer als solche der Kanile mit Produkte ungleicher
Massen. Eine Ausnahme bildet 23/ Fm, bei dem symmetrische Spaltung giinstig ist.

In jedem Falle sind die Spaltprodukte von S-stabilen Kernen sehr neutronenreich, wegen der
konkaven Form der [-Stabilitétslinie in der N—Z-Ebene. Daher emittieren sie sehr schnell, d.h.
nach 10716-107! s, ein paar sog. prompte Neutronen, und zwar von 1 bis 4 pro Spaltung. Dement-
sprechend wird ein gegebener Zerfallskanal oft als

720) — 2O0+20+vn  mit A=A+ Ay +v, Z=27+Z (I11.55)
geschrieben, mit v der Anzahl der prompten Neutronen.

Bemerkung: Da die Spaltprodukte neutronenreich sind, kénnen sie auch iiber 5~ -Emission zerfallen,
was ldnger dauert. In seltenen Féllen fiihrt ein solcher Prozess zu einem Tochternuklid, das spontan
ein Neutron emittieren wird, z.B.

STBr 7y 8TKy* — 89Ky 4 m,

wobei §/Br die Halbwertszeit T} /2 = 55,65 s hat. In diesem Falle werden die Neutronen als verzogert
bezeichnet.

Spaltungsparameter
Energetisch ist der Prozess ([1I.54]) moglich, sobald der Wert

Qst. = [m(Z, A) —m(Z1, A1) — m(Z—Z1, A—Ay)]c? (IT1.56)

(69 Die im B~ -Zerfall emittierten Elektron und Antineutrino werden hier nicht geschrieben.
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positiv ist, wobei das Kiirzel s.f. fiir spontaneous fission steht. Betrachtet man der Einfachheit halber
symmetrische Spaltung, d.h. Z; = Z/2, A; = A/2, so lautet das Kriterium
Z A
[m(Z, A) - 2m<2, 2)} > 0. (I11.57)
Dabei kann man in erster Naherung die Massen mithilfe der Bethe-Weizséacker-Massenformel ([I1.2))
ausdriicken, unter Auslassung des Paarungsterms. Die Volumen- und Asymmetrie-Beitrdge kiirzen

sich, und es bleibt die Bedingung
2

agA2/3(1 . 21/3) +ac 7

73 (1-2723) >0

iibrig. Dies liisst sich noch als eine untere Schranke iiber den Wert des sog. Spaltungsparameters Z* A
ausdriicken: im Rahmen der Bethe—Weizsécker-Formel fiir sphérische Atomkerne ist die spontane
Spaltung des Nuklids 4( ) méglich vorausgesetzt

z? N (213 — 1)ag
A7 (1-2"28)ac’

Mit den in §[[T:271 angegebenen Werten von ag und ac betriagt die Zahl auf der rechten Seite dieser
Ungleichung ungeféhr 18,14: fiir Kerne im g-Stabilitatstal, d.h. mit Z = Z,;,(A4) |GL ] ergibt
sich A > 95 bzw. Z > 42. Das verwendete Bild von sphérischen Nukliden ist zwar vereinfacht (s.
unten), jedoch die Diskrepanz zwischen diesen aus energetischen Uberlegungen gewonnenen theo-
retischen Werten und den experimentell beobachteten Werten A > 232, Z > 90 weist darauf hin,
dass die Bedingung (st > 0 wahrscheinlich nicht hinreichend ist.

Anstatt von sphérischen Kernen kann man deformierte Nuklide annehmen: dabei ist die einfach-
ste Moglichkeit, dass das spaltende Nuklid ein prolates Ellipsoid ist. Bezeichnet man die Lange
dessen langen bzw. kurzen Halbachse als R(1+¢) bzw. R/+v/T + ¢, so dass sein Volumen 7R3 un-
abhéngig vom Deformationsparameter € ist, so ist die Kernoberflache 47 R? [1+%62+O(6 )] groker
als fiir ein sphérischer Kern, wihrend die Coulomb-Bindungsenergie —ac[1—1e24+0(e%)] 22 /A3
geringer wird. Dann findet man fiir die Differenz zwischen den Bindungsenergien B(¢) des de-
formierten Kerns und B(0) des sphérischen Nuklids mit gleichen Z und A

2 1 Z?
B(e) — B(0) = (—5a5A2/3 + sac A1/3)62.

Falls dies negativ ist, ist der sphérische Zustand bevorzugt, d.h. der Kern ist stabil gegen De-
formationen. Dagegen ist der Kern instabil gegen solche Verformungen, und wird somit spontan
spalten, wenn die Differenz positiv ist, d.h. fiir Spaltungsparameter Z2/A > 2ag/ac ~ 51, 66.

N. Bohr und A. Wheeler haben im Rahmen des Tropfchenmodells eine raffiniertere Analyse der

Stabilitat des Kerns gegen Deformationen durchgefiihrt [75] und fanden dabei einen Grenzwert
fiir Z2/A > 47,8.

Diese Tatsache erinnert an das &hnliche Verhalten beim a-Zerfall (§ . Eigentlich ist die
Erklarung ist die gleiche, und zwar die Existenz einer Coulomb-Potentialbarriere zwischen dem
Anfangs- und dem Endzustand. Betrachte man z.B. die symmetrische spontane Spaltung von 25U
in zwei (instabile) 1}2Pd-Kerne. Wenn die Letzteren sich beriihren, d.h. wenn der Abstand zwischen
deren Zentren gleich zweimal dem Kernradius R ~ 6, 3 fm ist, ist die zugehorige Coulomb potentielle
Energie Voou, = (Ze)?/(4mep2R) ~ 250 MeV. Fiir den Prozess 35U — 2 112Pd betriigt der
Q-Wert nur Qg¢ = 214 MeV, kleiner als Viogu. Somit gibt es eine durch die Potential-
barriere bedingte Spaltschwelle von etwa 35MeV zwischen 23§U und dem Endzustand bestehend
aus zwei getrennten }fPd-Kernen. Deshalb kann die spontane Spaltung in diesem Falle nur durch
das Tunneln durch die Potentialbarriere stattfinden — wie beim «a-Zerfall.

Allgemeiner ist spontane Spaltung, wenn sie nicht ,instantan® ist, durch den Tunneleffekt ver-

ursacht, so dass die Halbwertszeiten je nach der Spaltschwelle sehr unterschiedlich sein kénnen. Fiir
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die asymmetrische Spaltung 255U — 197n +129Sm betriigt Voou, 221 MeV, was zu einer niedrigeren

Barriere von 7 MeV fiihrt. Dementsprechend ist das Verzweigungsverhéltnis fiir diesen Spaltkanal
viel hoher als fiir die symmetrische Spaltung.

Ein wichtiger Unterschied mit dem «-Zerfall ist jedoch, dass das mittlere Potential sich wah-
rend des Prozesses stark verdndert — der schwerste Tochterkern ist schon sehr unterschiedlich vom
Mutterkern —, was sich auch in den grofien Deformationen des spaltenden Nuklids widerspiegelt.

Bemerkungen:

* In der Herleitung des einfachen Z2/A-Kriteriums wurden nur die Oberflichen- und Coulomb-
Energien beriicksichtigt. In mehr realistischen Modellen wurde noch die (Isospin-) Asymmetrie-
Energie zwischen Protonen und Neutronen eine Rolle spielen, denn das einschlieffende Potential
héngt von der Asymmetrie N —Z ab. Dazu sollte die rein kollektive Beschreibung der Deformationen
korrigiert werden, indem sog. Schaleneffekte ins Betracht gezogen werden. Unter Beriicksichtigung
solcher Korrekturen ergibt sich ein komplizierteres Kriterium fiir spontane Spaltung.

x Die oben berechneten Qg ¢-Werte werden letztendlich durch die Coulomb-Abstoffung zwischen
Spaltprodukte in kinetische Energie umgewandelt: die emittierten Kerne konnen hohe Geschwindig-
keiten erreichen.

Literatur zum Kapitel [l
e Friedmann [4], Kap. 8.7, 10 & 11.

e Mayer-Kuckuk [5], Kap. 3 & 8.



Anhang zum Kapitel lil

lllLA a-Zerfall: Berechnung der Tunnelwahrscheinlichkeit

Gleichung (II1.23a)) soll in den drei in Abb. [[I1.8| definierten Gebieten I, IT und III gelost werden.
Die Kontinuitatsbedingungen fiir die Wellenfunktion v, und seine Ableitung di),/dr bei dem ,klas-
sischen Umkehrpunkt“ r = r. und bei r = R erlauben dann das Zusammenkleben der in den drei
Gebieten erhaltenen Wellenfunktionen.
u(r) = rho(r): )

d*u  2m

T2t B = Va()]ur) =0 (IIL.58)
fiihrt dann zur differentiellen Gleichung

_g(r) |>0 firR<r<r,
Va(r) — E] = =5~ .
h <0 firr < Roderr>r,.

Der Ansatz u(r) = e®()

d’e <d<1>>2 _2m

=) = 2 I11.59
dr? dr h? ( )

Die WKB-Methode (Wentzel, Kramers, Brillouin) liefert eine annédhernde Losung ® solange in der
linken Seite der Gleichung der erste Term vernachléssigbar beziiglich des zweiten Terms ist. Das
Einsetzen des Ansatzes

1
b = ﬁ‘l>0+<1>1+h<1)2+
2 o |?
in GL. (IIL.59)) unter der Giiltigkeitsbedingung s < ‘dr gibt
1 1 /dde) 1 r
- zur fiihrenden O(fﬂ) Ordnung: 7 <d7’0> = ﬁg(r), d.h. &g(r) = :i:/ g(r') dr’;
1 1d%®  2dP,d® 1. d® 1
- zur O<h>—0rdnung: 7 dr20 +ﬁ dro drl =0, sodass ®(r) = —3 In diro =7 In |g(r)], usw.
Insgesamt ergibt sich also die WKB-Losung
1 T
- 1 :bh/ Vg(r) dr’ ( |
u(r) = ——-e . I11.60
lg(r) |/
Im Fall des Tunneleffekts durch eine Barriere gilt
2m .. .
F[V(m +E =K fir r < R (Gebiet I); (III.61a)
9(r) 2m _ . :
e = ﬁ[Va(r) — El=k(r) fir R <r <r. (Gebiet II); (II1.61Db)
2m .. .
ﬁ[E —Va(r)] = k(r) fiir r > r. (Gebiet III). (I11.61c)
\
Die betreffenden reduzierten Wellenfunktionen sind
up(r) = Ae'f" 4 Be KT, (II1.62a)
C e / / D e / /
ugr(r) = exp k(r')dr'| + exp | — [ w(r')dr (I11.62b)
K(r) r K(r) r
E : " / / F . " / /
und  up(r) = exp |1 [ k(r")dr'| + exp | —1[ k(r")dr'|, (I11.62c)
V k(T‘) Te k(T‘) Tc
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wobei A, B, C, D, E und F Konstanten sind, die den Kontinuitdtsbedingungen

duI . duH duH . dum

ur(R) = un(R), - =(R) = =(R), un(re) = um(re), 3 =(re) = = =(re)

(entsprechend den analogen Bedingungen fiir die Wellenfunktionen ;(r) = u;(r)/r, i = 1, II, III)

gentigen sollen

(61) Bei dem klassischen Umkehrpunkt » = r. sind aber die durch Gl. 7 definierten Funktionen w1 und
urnr unendlich, was die Ungiiltigkeit der Bedingung |d*®/dr?| < |d®/dr|? spiegelt. Statt denen soll man lokal die
durch ein anderes Naherungverfahrens erhaltenen Funktionen benutzen, oder einfach u(r) = exp [i IRVZI(D) dr’],
wobei der Integrand bei r = r. tatsédchlich verschwindet.
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IV.1 Induzierte Spaltung

Die Spaltbarriere, die die energetisch mogliche spontane Spaltung eines Kerns verhindert (vgl.
§[II1.3.5¢f), kann durch die Absorption eines Teilchens iberwunden werden: man spricht dann von
einer induzierten Spaltung.

IV.1.1 Grundlagen der induzierten Spaltung

Eine nicht-vernachléssigbare Absorption mit anschlieffender Spaltung kann nur mit Neutronen
stattfinden: positiv geladene Teilchen — meistens Protonen oder a-Teilchen — werden durch die po-
sitive elektrische Ladung des Kerns abgestofien; wahrend negativ geladene Teilchen — Elektronen —
konnen nicht wirksam Spaltungen induzieren (ihre Wechselwirkung mit dem Kern ist elektromagne-
tischer Natur und kann daher die Struktur des Kerns fiir iibliche Energien nicht viel modifizieren).
Im Folgenden wird also nur die durch Neutronen induzierte Spaltung diskutiert. Aufserdem wird
nur der Fall nicht-relativistischer Neutronen — d.h. mit einer kinetischen Energie F,, , <1 GeV —
in Betracht gezogen.

Die Reaktion n + éX flihrt zuerst zum angeregten Compoundkern A+ZIX*.

Unter der Annahme, dass die kinetische Energie E,, . des eingebrachten Neutrons sich sofort
auf alle Nukleonen des Zielkerns verteilt (,,Sandsackmodell”), hat keines von den Nukleonen des
Zwischenkerns gentigend Energie, um den Kern sofort wieder zu lassen: der Zwischenzustand ist
gebunden und kann also als einen Kern betrachtet werden. Wegen der zugefiigten kinetischen
Energie ist dieser Compoundkern aber sehr deformiert, so dass er instabil ist und nach kurzer
Zeit ~ 10719 s zerfillt.

Im Rahmen des Tropfchenmodells des Atomkerns hat Niels Bohr 1936 die Streuung von zwei
Kernen als eine Kollision von zwei Fliissigkeitstropfen beschreibt. Die Tropfen kénnen sich ver-
einigen und einen grofsen, meist schnell vibrierenden und rotierenden Tropfen bilden, der wegen
der zugefiigten Energie instabil ist und wieder zerfallt.

Dieser Compoundkern kann dann entweder ein Neutron emittieren — moglicherweise mit derselben
Energie als diejenige des einfallenden Neutrons, sodass die Streuung n + X — n + X insgesamt
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elastisch ist; sonst ist die Streuung inelastisch —, oder seine Anregungsenergie durch die Emission
eines Photons abgeben, oder er kann spalten. Den verschiedenen Moglichkeiten werden betreffende
Wirkungsquerschnitte o, oipel, T(nyy)s OSp. zugeordnet, sowie ein totaler Wirkungsquerschnitt oy =
Ocl + Tinel + O(ny) + Osp.. Diese sogenannten Neutronenquerschnitte werden in Abschnitt m
diskutiert.

Wichtiges Beispiel eines spaltbaren Kerns: Uran

Die Eigenschaften der induzierten Spaltung werden aufgrund seiner wirtschaftlichen Bedeutung
mithilfe vom Beispiel des Urankerns dargestellt.
Uran (92U) besitzt drei natiirlich vorkommende Isotope:

Isotop Halbwertszeit 77,5 heutiger Anteil
24y 2,455 - 10° Jahre 0,0054%
25U 7,04 - 10® Jahre 0,7204%
28U 4,468 - 10° Jahre 99,2742%

Wegen seiner geringen Haufigkeit wird 234U nicht weiter in Betracht kommen.

-n + 25U — 236U*: Im Ruhesystem des 23°U-Kerns lautet die Erhaltung der Energie in der
Reaktion©2]

MU = mpc® + By, + m(*U)c2,

sodass die Anregungsenergie E* = [m(?*0U*) — m(?*6U)] ¢? des erzeugten Compoundkerns
236U* ist
E* = [m(235U) + My — m(236U)] 62 + Enkin = Sn(236U) + Enkin’

wobei S, (?6U) ~ 6,5 MeV die Separationsenergie ([.25a]) fiir die Abspaltung eines Neutrons
ist.

Die Spaltschwelle fiir 236U ist AEsp(236U) ~ 5,7 MeV, und zwar kleiner als E* fiir jeden Wert
der kinetischen Energie E,,_. des Neutrons: der erzeugte angeregte Compoundkern 236U* kann
spalten, ohne eine Energiebarriere zu iiberwinden zu haben.

- n + 23U — 2U*: Ahnlich dem Fall der induzierten Spaltung von ?*>U findet man, dass die
Anregungsenergie des Compoundkerns 29U* durch E* = S,,(*3°U) + E,,,. gegeben ist.
Der gu-Kern 239U besitzt ein ungepaartes Neutron, dessen Separationsenergie erheblich kleiner
als jene des gg-Nachbarkerns 239U ist: S, (?3°U) ~ 4,8 MeV. Dies ist kleiner als die Hohe
AEs,(339U) ~ 6,2 MeV der Spaltbarriere von 23%U: Um eine Spaltung induzieren zu kénnen
ist eine kinetische Energie des Neutrons E,, > 1,4 MeV nétig, sonst ist die Anregungsenergie
des erzeugten Compoundkerns nicht hoch genug, um die Spaltbarriere zu iiberwinden.

Deshalb ist die Neutron-induzierte Spaltung von 23U leichter als diejenige von 238U. Allgemein sind
die gu-Kerne — 233U, 235U, 239Pu, 24'Pu — leichter spaltbar als die gg-Kerne — 232Th, 238U, 240py,
242py,

IV.1.2 Neutronenquerschnitte

Fiir 23°U: drei Bereiche.
OSp.

Otot.

Gebiet I:

~ 84 % und oo, < 1/v mit v der Neutronengeschwindigkeit.

Gebiet IT: Resonanzen: ,radiative capture (n + 23°U — 235U* — 236U 1 ~) dominiert den totalen
Wirkungsquerschnitt.

(02)Dje Riickstofsenergie des Compoundkerns wird vernachlassigt.
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Gebiet III: elastische und inelastische Streuung, wenige Spaltung.

Offensichtlich ist es giinstiger, Neutronen mit kleinerer kinetischer Energie zu verwenden, insbeson-
~ 0,025 eV = kT mit T ~ 300 K.

dere sog. thermische Neutronen, mit E,

Fiir 238U:

kin

Gebiet I: og, = 0, 0yt ungefahr konstant.
Gebiet II: Resonanzen

Gebiet III: ab F,, = 1,4 MeV findet induzierte Spaltung statt.

IV.1.3 Spaltprodukte

Wegen des groRen Neutroneniiberschusses bei spaltbaren Nukliden (z.B. N/Z ~ 1,57 fiir 236U*)
sind die Spaltprodukte ebenfalls neutronenreich: deshalb werden diese Produkte spontan ein paar
prompte Neutronen emittieren bzw. iiber S~ -Emission zerfallen, wobei die Zerfallsprodukte mogli-
cherweise verzogerte Neutronen emittieren kénnen.

Somit fithrt die induzierte Spaltung n + 23U — 236U* zu zwei grofen meist angeregten Frag-
menten mit Massen- und Protonenzahlen A ~ 140, Z ~ 55 (I, Xe, Cs, Ba, La) bzw. A ~ 95, Z ~ 37
(Br, Kr, Rb, Sr, Y), z.B.

n+ 250 — BOU* — 1 4 v+, (IV.1)
Dann fithrt das leichtere Fragment nach einer prompten Neutronenemission und einem [7~-Zerfall
zum stabilen %Zr-Kern:

By Oy gy My B0y -

Wihrenddessen zerfillt M!T* {iber prompten Neutronenzerfall:

141 I* 1401 in

Dem instabilen '49I-Nuklid, dessen Halbwertszeit 0,86 s betréigt, stehen zwei Zerfallskanile zur Ver-
fiigung: meistens wandelt es sich iiber f-Zerfall in den Grundzustand von '%Xe um, was nach
4 weiteren B~-Zerfillen zu '9Ce fiihrt (der Kiirze halber werden die im jeden Schritt emittierten
Elektron und Antineutrino nicht geschrieben):

1407 L 140y, L 140 g L 1401, L 1407 . L EUSH

alternativ zerfillt °I in einen angeregten Zustand von '4°Xe, der dann — instantan nach dem
B~-Zerfall, jedoch verzogert im Bezug zum Spaltprozess — ein Neutron emittiert; danach geht das
Tochternuklid '3?Xe nach 3 f~-Zerfillen in °La iiber:

1401 ﬁ_‘> 139y ey 139y 4 n, 139y L 139 g L 1393, L 1397 .

Insgesamt werden nach dem Spaltprozess zwei prompte Neutronen emittiert, und dazu ent-
weder 6 Paare (e™,7,), oder nur 5 Paare (e™,7,) mit einem verzogerten Neutron. Beriicksichtigt
man die verschiedenen Spaltkanéle mit den zugehorigen Verzweigungsverhéltnissen, so werden im
Schnitt etwa 2,5 prompte und 0,04 verzogerten Neutronen emittiert.

Bemerkung: In fast jedem Schritt kann neben der S~ -Strahlung noch ~-Strahlung emittiert werden,
wenn ein Zerfall nicht zum Grundzustand, sondern zu einem angeregten Zustand des Tochterkerns
fiihrt.

Energicbilanz
Primére Spaltung: ca. 200 MeV freigesetzt.

- etwa 10 MeV werden durch Antineutrinos getragen und entweichen somit dem System;
- etwa 15 MeV werden verzogert emittiert (Elektronen und Photonen aus 8~ -Zerféllen).
= technisch sind ca. 190 MeV pro Spaltung ,nutzbar".
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Kettenreaktion

IV.2.1 Grundlagen

In einem Spaltungsereignis entstehen v > 1 Neutronen je gespaltenem Kern. Jedes dieser Neu-
tronen kann mit Spaltwahrscheinlichkeit ¢ zu einer weiteren Spaltung fiihren. Fiir vq > 1 ergibt sich
eine Kettenreaktion.

Sei tzykius die mittlere Zeitdauer eines Spaltzyklus, d.h. die durchschnittliche Zeit zwischen dem
Entstehen von Neutronen in einem Spaltungsereignis und deren Verschwinden — indem sie entweder
weitere Spaltungen induzieren, oder ,yverloren werden (s. unten). Je urspriinglich emittiertem Neu-
tron entstehen in dieser Zykluszeit einerseits vq neue Neutronen, wihrend andererseits ein Neutron
zerstort wird. Wenn n,(t) die Neutronendichte — Anzahl der Neutronen pro Volumeneinheit — im
Spaltmaterial zur Zeit t bezeichnet, dann gilt fiir nicht zu grofes §t die Bilanzgleichung

ot
1 (t + 0t) = np(t) + (vg — 1)m, () ; . (IV.2)
Zyklus
Im Limes 6t — 0 ergibt sich dann die lineare Differentialgleichung
dm,(t) wvg—1
= 1 (t), Iv.3
dt tZyklus ®) (1v-3)
die sich sofort als

1 (£) = 1 (tg) €4~ D (E=10)/tzyiatus (IV.4)

l6sen lasst.

Fiir vq > 1 wéchst die Neutronendichte exponentiell, entsprechend einer exponentiellen Zunahme
der Anzahl der Spaltungen im System, das als dberkritisch bezeichnet wird. Wegen der in jedem
Spaltereignis freigesetzten Energie, die sich in kinetische Energie der Fragmente umwandelt, wird
das System explodieren.

Dagegen nimmt in einem unterkritischen System mit vq < 1 die Neutronendichte bzw. die
Anzahl der Spaltungen exponentiell ab, wiahrend sie in einem kritischen System mit vqg =1 — was
aber nur eine mathematische Idealisierung sein kann — konstant bleiben.
kritisches System = kritischer Radius

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Neutron in einer Streuung an einem spaltbaren Kern eine Spaltung
induziert, ist ogp /otor.: héngt von der kinetischen Energie des Neutrons ab.
Dieses Verhaltnis stellt die Gréfsenordnung fiir ¢ dar: mit £, = 2 MeV (typisch fiir ein nach einer
Spaltung emittierten Neutron), fiir 235U, go35 = 0, 18; fiir 238U, go3g ~ 0, 05.

Wenn die erste Streuung eines Neutrons nicht zu einer Spaltung fiihrt, zwei Md&glichkeiten: 1.
Neutron wurde eingefangen [(n,y)-Prozess]: dann kann es keine weitere Spaltung induzieren!2.
Neutron hat inelastisch gestreut, d.h. hat eine geringere kinetische Energie nach der Streuung;
dann hat es eine weitere Chance, eine Spaltung im néchsten Streuprozess zu induzieren, jetzt
mit meistens einer unterschiedlichen Wahrscheinlichkeit ogp. /oyor.. Z.B. ist ogp. /oo, = 0,84 fiir
thermische Neutronen an 23°U.

Dazu sollen noch, in realistischen, nicht unendlich grofen Systemen, geometrische (Oberflachen-)
Verluste beriicksichtigt werden: Neutronen entkommen dem System.

Anzahl von Streuungen bis zur Spaltun
Vereinfachtes Modell: Neutron kann entweder eine Spaltung induzieren, oder elastisch gestreut wer-

den. Somit bleibt ogp,. /otor. = p konstant.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Spaltung im k-ten Stof stattfindet, ist p(1 — p)*~!, wobei der
Faktor (1—p)¥~! der Wahrscheinlichkeit entspricht, dass die k — 1 ersten Streuungen keine Spaltung
induziert haben. Dann ist die mittlere Anzahl von Streuungen bis zur Spaltung
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> 1
(Nstr) =Y _kp(1—p)F ' =-.
k=1 p

Dementsprechend ist die durchschnittliche Zeit tqig bis zum Verschwinden des Neutrons gleich 1/p
mal der mittleren Zeit zwischen zwei Streuungen.

Die Flugbahn des Neutrons im Spaltmaterial ist eine Zufallsbewegung (Brownsche Bewegung):
dessen Abstand von dem Ausgangspunkt nach n Schritten ist \/n mal der mittleren freien Weglange
Urngp. Somit ist die mittlere Diffusionslinge eines Neutrons im System Zqig =~ v/ (Nstr.) fmip-

Fiir 235U, mit p &~ qo3s ~ 0,18, (Nsr) = 5,5, Laig ~ 7 cm, tqig ~ 1078 s.

IV.2.2 Kernenergie

- Einerseits muss vq > 1 sein, um eine Kettenreaktion iiberhaupt zu ermoglichen.

- Andererseits hat man fir vg — 1 = O(1) ein exponentielles Wachstum mit der ,prompten‘
Zeitskala tzyi1us ~ 10~% s (fiir schnelle Neutronen mit En.., ~ 2 MeV) - 1073 s (fiir thermische
Neutronen). Technisch sind solche Zeitskalen kleiner als eine Millisekunde nicht beherrschbar.

Losung: verzogerte Neutronen!Im Mittel werden sie nach tyer,. > 20 s emittiert.

Idee: wahle Reaktordesign so, dass

Vpr.q < 1 (IV.5)

und ermogliche die Kettenreaktion mit Hilfe der verzégerten Neutronen, d.h.
(Vpr. + Vverz.) qg>1. (IVG)

Somit ergibt sich eine neue Zeitskala der Ordnung 0,1-1 s.

1V.2.2 b Wahl des Spaltmaterials

salopp: ,,Brennstoff* (darf aber nicht brennen!!!)

Im natiirlichen Uran ist der 23°U-Anteil C = 0,72%. Fiir B, ~ 2 MeV, Spaltung mit Wahr-
scheinlichkeit ¢ = Cqag5 + (1 — C')qa3s ~ q23g ~ 0,05. Inelastische Stofe fithren jedoch schnell zu
En,.. < 1,4 MeV, d.h. unterhalb der Schwelle fiir ?3*U: Spaltwahrscheinlichkeit nimmt schnell ab,
denn die Neutronen werden durch 233U absorbiert (Neutroneneinfang), bevor sie eine neue Spaltung
mit 23°U induzieren kénnen.

= zwei Moglichkeiten:

e Hohe Anreicherung (20% oder mehr) an 2*°U. Dann sind schnelle Neutronen nutzbar =
,schnelle Reaktoren

e Thermische Reaktoren: Neutronen werden durch Moderation — mithilfe eines leichten (fir die
Kinematik), neutronenreichen (damit der Wirkungsquerschnitt fiir Neutroneneinfang niedrig
sei) Material: HoO, D2O, BeO, C (Graphit) — in vielen Stofsen auf thermische Energie (E,,, . =~
0,025 eV) abgebremst, um den grofen Wirkungsquerschnitt von 2*U bei solchen Energien zu
Nutze zu machen.

Moderation muss schnell stattfinden, um die Absorptionsverluste durch Uran zu minimieren.
Um eine stabile Kettenreaktion zu erhalten ist nur eine geringe Anreicherung an 23U (2-3%)
notig.

Andere mogliche Spaltmateriale (entsprechende Reaktoren erfordern eine hohe Anreicherung):
- Plutonium **Pu (T, = 24110 Jahre)
= muss zunédchst produziert werden (findet in jedem Kernreaktor statt!):

n+ 28U 5 29U 4o, 23917 L 29N, L 239p,
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wobei Ty 5 (**?U) = 23 s, T /o(**Np) = 2, 35 Tage.
- 233U (Ty /2 = 1,59 - 10° Jahre)
= wird produziert iber

n -+ 232Th SN 233Th + 7, 233Th 2331:)& _> 233U

wobei T1/2(233Th) = 22 min, T1/2(233Pa) = 27 Tage.
1V.2.2 c Regelung des Reaktors

Variable Absorption von Neutronen durch einen Absorber: mechanisch bewegliche Stdbe aus
einem Material mit grokfem Wirkungsquerschnitt fiir Neutroneneinfang: 113Cd65, 155Gd91, 5B5

Mit steigender Temperatur 7" im Reaktor nimmt die thermische Bewegung der Uran-Kerne zu,
was effektiv zu einer Verbreitung der Resonanzlinien fiir Neutroneneinfang fithrt. Somit nimmt die
Absorption von Neutronen automatisch zu, d.h. die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Neutron
eine neue Spaltung induziert, wird geringer: dg/dT" < 0. Dies ist wesentlich fiir die Sicherheit des
Reaktors.

Bemerkung: In einem Reaktor befinden sich auch viele Photonen, Elektronen und Positronen, und
a-Teilchen — die aus den Zerféllen der Spaltprodukte stammen —, sowie Protonen (insbesondere
in HoO-moderierten Reaktoren, denn die Neutronen zerbrechen leicht die Wassermolekiile). Zum
Gliick induzieren diese Teilchen selbst keine weitere Spaltung, oder nur in vernachléssigbarer Menge:
Positronen, Protonen und a-Teilchen sind positiv geladen und damit abgestofsen durch die Kerne; die
Elektronen und Photonen haben eine zu geringe kinetische Energie, um eine Spaltung zu induzieren.
Somit kann man sich nur um die Neutronenbilanz kiimmern.

1V.2.2 d Vergiftung des Reaktors

Normalerweise bleiben die Spaltprodukte im Reaktor, was sich als schlecht fiir die Neutronenbi-
lanz herausstellt. Insbesondere kénnen sich stabile oder langlebige Kerne mit hohem Wirkungsquer-
schnitt fiir Neutroneneinfang anhéufen. Solche Nuklide werden als zusétzliche Absorber fungieren,
entsprechend einer Vergiftung des Reaktors, und miissen somit sorgféltig beriicksichtigt werden.
Beispiele davon sind:

- 1?’E’Xe (mit Neutronenelnfangsquerschmt ) = 2,65 10% b): wird entweder direkt in
der Spaltung erzeugt (mit Wirkungsgrad v = () 001) oder indirekt (v = 0,064) iiber

Spaltung — 135Te 1351 LN 135Xe

13°Xe kann dann entweder Neutronen einfangen (was zum stabilen '3Xe fiihrt), oder mit
Halbwertszeit T}/, = 9,17 Stunden iiber §~-Emission in 135Cs und dann 135Ba zerfallen.

- 149Sm (mit Neutroneneinfangsquerschnitt(%?) o Ony) =4,1- 10* b): wird iiber

Spaltung — 149Nd LN 149P 1498

mit Wirkungsgrad v = 0,01 erzeugt. 149Sm ist gegeniiber Zerfall stabil, kann also nur iiber
Neutroneneinfang zerstort werden — was aber genau die Vergiftung des Reaktors darstellt.

Betrachte man z.B. ein Nuklid i; es kann

e (priméres) Spaltprodukt sein, mit Wirkungsgrad ~;;
e Produkt des Zerfalls eines Nuklids j sein, mit Zerfallskonstante A;_,;;

e Produkt des Neutroneneinfangs durch ein Nuklid %, mit Wirkungsquerschnitt oy, ,,;

(%3 Dieser Wert sollte mit dem ,interessanten” Spaltquerschnitt von 2*°U mit thermischen Neutronen osp. = 582 b
verglichen werden.
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e zerfallen, mit Zerfallskonstante )\i

e Neutronen einfangen, mit Wirkungsquerschnitt o; ,.

Somit geniigt die Dichte 7;(¢) der Nuklide vom Typ i der Gleichung

LD sy 1 (050 B0(0) + Ay (1) + (0010 2(0) — Nri(6) = (D) Ba), (V.1

mit g, k. der Dichte der Spaltkerne und ®,, dem mittleren Neutronenfluss, d.h. der durch-
schnittlichen Anzahl von Neutronen, die pro Zeiteinheit eine Einheitsflache durchqueren.

IV.2.3 Reaktortypen

(Druckwasserreaktor, Siedewasserreaktor, Hochtemperaturreaktor, schneller Briiter)
— werden ein andermal diskutiert!

Kernfusion

Da die Bindungsenergie pro Nukleon der leichtesten Nuklide kleiner als diejenige von schwereren
Kernen ist, kann prinzipiell Energie durch Kernverschmelzung, auch Fusion genannt, gewonnen wer-
den. Wegen ihrer positiven elektrischen Ladung stoften sich die Kerne jedoch ab, entsprechend einer
Coulomb-Potentialbarriere, proportional zum Produkt Z; Z5 der Ladungszahl der zu fusionierenden
Kerne. Daher ist Kernfusion leichter mit den ganz leichten Kernen.

Zum Uberwinden der Coulomb-Barriere miissen die Kerne eine hohe kinetische Energie haben,
fiir leichte Atomkerne Fy;, = 1 keV. Somit bilden die Atome ein heiftes ,,Gas* mit Temperatur T' 2>

107 K: bei dieser Temperatur sind die Atome ganz ionisiert, so dass sie eher ein (elektromagnetisches)
Plasma bilden.

Die Bindungsenergie hat ausgeprigte Spitzen — lokale Maxima — bei *He, (3Be), 12C: Fusions-
prozesse, die solche Kerne erzeugen, sind somit besonders exothermisch. Beispiele solcher Prozesse
sind

d+3H — *He +n + 17,6 MeV, (IV.8a)
d+3He — “He + p + 18,3 MeV, (IV.8b)
d+5Li — 2%He + 22,4 MeV. (TV.8c¢)

Dabei wird die angegebene freigesetzte Energie jeweils durch die zwei Endprodukte als kinetische
Energie mitgenommen.

Dagegen sind Prozesse, die zu anderen Nukliden fithren, weniger exothermisch, wie es z.B. der Fall
der sonst giinstigen — da die teilnehmenden Kerne die leichtesten sind — Reaktionen

p+p—d+et +v.+0,42 MeV, (IV.9a)
p+d— 3He + v+ 5,49 MeV, (IV.9b)

wobei der erstere Prozess, der die S7-Umwandlung eines Protons in ein Neutron erfordert, iiber die
schwache Wechselwirkung vermittelt wird.

Neben der hohen Temperatur ben6tigt man auch ein Plasma mit einer hohen genug Teilchen-
dichte n, damit die zu fusionierenden Kerne sich oft genug treffen, d.h. um die Reaktionsrate zu
erhohen. Somit definiert man das Fusionsprodukt nI't, mit T der Energieeinschlusszeit — Zeitdauer,
wahrend deren die hohe Energiedichte erreicht wird. Um ein Plasma dauerhaft zu entziinden soll die-
ses Produkt eine Schwelle von etwa 3 - 102" K.s~!.m ™2 iiberschreiten — wobei heutige Experimente
Werte von ca. 1027 K.s71.m™3 erreicht haben.

Solche Werte lassen sich erreichen

(Y oder allgemeiner, zerstért werden, durch einen anderen Prozess als Neutroneneinfang.
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- in der Sonne (und allgemeiner in noch ,lebenden* Sternen), vgl. Kap. Nukleare Astrophysik;

- auf der Erde (hoffentlich...): 2 aktiv untersuchte Moglichkeiten, mit Deuterium-Tritium-
Gemisch, entsprechend dem Prozess (IV.8a)):

— ,Plasmafusion“: soll in durch elektromagnetische Felder aufgeheizten und gleichzeitig
rdumlich eingeschlossenen Plasmen stattfinden.

Schon viele Experimente seit 40 Jahren (die letztere und bisher erfolgreichste: JET in
Culham, UK).

Néchste grofe Schritte: ITER (Typ Tokamak, in Cadarache, Frankreich) & Wendelstein
7-X (Typ Stellarator, in Greifswald).

— , Triigheitsfusion“ (oder ,Laser-Fusion“): kleine Kugelchen von d-3H-Gemisch werden durch
Laserstrahlen stark und schnell komprimiert; somit wird eine sehr hohe Energiedichte er-
reicht, bevor das Gemisch Zeit hat, zu expandieren.

Aktuelle Experimente am NIF (National Ignition Facility, Lawrence Livermore Labora-
tory, Kalifornien) und (bald) am Laser Mégajoule (Bordeaux, Frankreich).

Wirtschaftlich ist das Plasmaprodukt nicht der einzige Faktor, man muss auch im ganzen Fu-
sionsprozess — einschlieflich des angewendeten Stroms, um das Plasma zu erhitzen — Energie
gewinnen. Daher soll man den wie folgt definierten Leistungsverstdirkungsfaktor Q

erzeugte Fusionsleistung

Q= (IV.10)

aufgewendete Heizleistung

beriicksichtigen. In JET wurden Werte @ ~ 0,65 erreicht, Ziel fiir ITER ist @ ~ 10 — die Wéarme
des Plasmas muss noch wieder in Strom umgewandelt werden, was automatisch mit einem nicht so
hohen Wirkungsgrad einhergeht, weshalb @ erheblich grofer als 1 sein sollte.

Vorteile der Energieproduktion durch Kernfusion sind

e die Existenz vom Brennstoff in praktisch unbegrenzter Menge.

Es gibt 40 mg Deuterium je Liter Meerwasser, und das erforderliche Tritium koénnte direkt im
Fusionsreaktor erbriitet werden, iiber die Reaktion n + %Li — *He + 2H + 4, 56 MeV, wobei
die Neutronen Produkte vom Spaltprozess (IV.8a)) sind.

e Der Reaktor lasst sich ohne Gefahr schnell abschalten, ohne wegfallende Nachwérme hinter-
zulassen.

e Keine radioaktive Endprodukte werden erzeugt.
Na, mal sehen: es wird doch mehr als ein paar Neutronen — die durch elektromagnetische Felder nicht
eingeschlossen werden — {iberall fliegen, die mit den Materialen in deren Umgebung wechselwirken
werden: hier sind Absorber notig (vgl. Kernspaltung), und die technischen Losungen sind noch zu
entwickeln. Daher soll nach ITER noch ein DEMO-Experiment kommen.
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