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11.3 Atomkern als ideales Fermi-Gas

In diesem Abschnitt und dem folgenden wird die quantenmechanische Natur der einen Atomkern
bildenden Nukleonen genauer beriicksichtigt als im Trépfchenmodell. Zu diesem Zweck wird ein Kern
als eine Menge von in einem Potentialtopf eingeschlossenen Protonen und Neutronen beschrieben.
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Die zugrunde liegende Idee der Modelle ist, dass die Wirkung aller anderen Nukleonen auf ein
beliebiges Nukleon sich effektiv zu einem ,mittleren’ Potential mitteln lasst, welches das Nukleon in
einem kleinen Raumbereich — entsprechend dem Kernvolumen — einsperrt und identisch fiir alle
Nukleonen ist. Lost man das quantenmechanische Problem eines Teilchens im mittleren Potential,
so findet man verschiedene gebundene Ein-Teilchen-Zustédnde auf sukzessiven Energieniveaus, die
das Nukleon besetzen kann. Ein den Atomkern darstellender Viel-Teilchen-Zustand ergibt sich dann,
indem die A Nukleonen auf solche Ein-Teilchen-Zusténde verteilt werden. Dabei soll der Spin % der
Protonen und Neutronen — die somit sog. Fermionen sind — beriicksichtigt werden: wenn mehrere
davon sich im Potentialtopf befinden, gehorchen sie dem Pauli-Prinzip, sodass jeder verfiighare
quantenmechanische Ein-Teilchen-Zustand von maximal nur einem Proton bzw. Neutron besetzt
werden darf.

Im Fermi-Gas-Modell verzichtet man auf das exakte Spektrum der gebundenen Energieniveaus.
Stattdessen verwendet man eine statistische Beschreibung — die eigentlich nur im Fall einer unend-
lichen Zahl von Teilchen begriindet ist — und betrachtet man die im Potentialtopf eingeschlossenen
Protonen und Neutronen als ein quantenmechanisches ,Gas“, wobei die letztere Bezeichnung bedeu-
tet, dass die Wechselwirkungen zwischen den im Potential eingeschlossenen Teilchen kleir|*") sind.
Da es sich bei dem Gas um Fermionen handelt, spricht man von einem Fermi-Gas (§|11.3.1). Hier-
nach wird der Atomkern zunéchst als ideales Fermi-Gas aus Nukleonen (§, dann als ideale
Mischung zwei idealer Fermi-Gase aus Protonen und Neutronen (§ beschrieben. Durch diesen
Ansatz lassen sich einige Eigenschaften des Atomkerns erkldren, wie hiernach am Beispiel der in
der Bethe—Weizsédcker-Massenformel phanomenologisch eingefiihrten Asymmetrie-Energie illustriert
wird.

1.3.1 Ideales Fermi-Gas

Im Folgenden werden die elementaren Grundlagen der Theorie des idealen quantenmechanischen
Fermi-Gases bei Null-Temperatur kurz dargelegt. Ausfiihrlichere Darstellungen sind in Lehrbiichern
der Statistischen Physik zu finden, z.B. in Refs. |36 [37].

Eine Menge aus A nicht-wechselwirkenden Teilchen — ein ideales Gas — sei in einem ridumlichen
Volumen ¥ eingeschlossen, z.B. durch das Kastenpotential V(7) = 0 wenn 7 € ¥, V(¥) = oo sonst.
Fiir grofse Volumina wird der Abstand zwischen sukzessiven Energieniveaus sehr gering und man
kann annehmen, dass die Niveaus ein fast kontinuierliches Spektrum bilden. Genauer ergibt sich,
dass die Anzahl von Teilchen mit Impuls zwischen p und § + d®g durch

3—»
dN (ep) = gf(ep) (th)pg, (11.6)

gegeben ist, wobei ez die dem Impuls p zugehdrige Energie ist: fiir nicht-relativistische Teilchen mit
der Masse m, e5 = p 2 /2m, wobei die Massenenergie weggelassen wurde. g ist der Entartungsgrad der
Teilchen, d.h. die Zahl von unabhéngigen (inneren) Freiheitsgraden einer bestimmten Teilchenart:
fiir Teilchen mit dem Spin s gilt iiblicherweise g = 2s 4 1, entsprechend der Anzahl der moglichen
Werte von my (26)

Schlieflich bezeichnet f(e) die mittlere Besetzungszahl eines Zustands mit der Energie . Die
funktionale Form von f(¢) héngt von der Teilchenart ab, und zwar davon, ob die Teilchen einen
ganzzahligen (Boson) oder halbzahligen (Fermionen) Spin haben. Hiernach werden nur Protonen
und Neutronen, also Spin—%—Teﬂchen, betrachtet. Daher kann ein Zustand laut dem Ausschlieffungs-
prinzip durch maximal ein Teilchen besetzt werden: die Besetzungszahl eines Zustands ist entweder

(2%) Genauer soll die mit diesen Wechselwirkungen assoziierte potentielle Energie klein gegeniiber die kinetische Energie
der Teilchen sein.

)Es gibt aber wichtige Ausnahmen zu dieser Regel, wie z.B. bei Photonen, die in nur g = 2 Polarisationszustéinden
vorkommen kénnen, obwohl sie Teilchen mit dem Spin 1 sind.
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0 und 1, und die genaue mittlere Besetzungszahl hangt von der Temperatur ab. Hiernach wird an-
genommen, dass das die Nukleonen ein ideales Fermi-Gas bei Temperatur Null bilden, was sich im
Nachhinein priifen lasst. In diesem Fall ist

1 fir0<e<ep,
fle) = . (IL7)
0 fiir e > ey,

wobei e die sog. Fermi-Energie ist, die somit die Energie des hochsten besetzten Niveaus ist,
wahrend tiefere Energieniveaus voll besetzt sind.

Integriert man GI. iiber Energien € von 0 bis 0o, so soll man die Gesamtzahl von Teilchen
N erhalten. Aquivalent kann man iiber alle Impulse § € R? integrieren. Da die Besetzungszahl nur
von 5 und dadurch vom Betrag p = |p| abhéngt, sind sphérische Koordinaten im Impulsraum fiir
das Integral giinstig. Dabei kann man sofort {iber die Winkeln, die keine Rolle spielen, integrieren,
und somit d3p durch 47p? dp ersetzen, wobei p von 0 bis oo lduft. Assoziiert man der Fermi-Energie
einen Fermi-Impuls pr, so kann man die obere Grenze des Integrals durch pp, denn die Niveaus mit
hoéherem Impuls sind bei Null-Temperatur unbesetzt. Somit ergibt sich

e VArp?dp gV [PF 5, gV
N = /0 91D arps = @y /0 Amp”dp = o ohs P

(I1.8)

11.3.2 Der Kern als Einkomponenten-Fermi-Gas von Nukleonen

In diesem und im nédchsten Abschnitt wird der Atomkern als ideales Fermi-Gas modelliert,
d.h. die Kréfte zwischen den Nukleonen werden ignoriert — genauer besteht die einzige Rolle der
Wechselwirkungen darin, den Potentialtopf zu erzeugen; im Potential wechselwirken die Nukleonen
nicht mehr miteinander.

Die Beschreibung des Kerns als Gas von voneinander unabhéngigen Teilchen kann wegen des
kleinen Abstands zwischen Nukleonen und der entsprechenden starken Nukleon—Nukleon Wechsel-
wirkung zwar iiberraschend wirken. Im Grundzustand des Kerns sind aber alle niedrigsten Zusténde
im Potentialtopf durch die Nukleonen besetzt, sodass irgendeine Streuung zwischen Nukleonen kaum
stattfinden kann: die in der Kollision beteiligten Nukleonen kénnen némlich nach dem Stof keine
vorhandene freie Zusténde finden, was effektiv die Streuung verhindert. Deshalb liefert eine wech-
selwirkungsfreie Beschreibung eine ziemlich gute Approximation.

Der Unterschied zwischen Protonen und Neutronen kann in einem ersten Schritt vernachléssigt
werden. In diesem Abschnitt wird somit ein ideales Gas aus zwei Fermionentypen mit je dem Spin %
und derselben Masse m, = m,, = my, und ohne elektrische Ladung betrachtet. Der Entartungsgrad
dieser Nukleonen ist somit g = 4, entsprechend 2 Spinzustédnden fiir jede Teilchenart.

Verwendet man die Beziehung (II.8) mit auf der linken Seite der Nukleonenzahl im Kern A als
Gesamtzahl von Teilchen und mit g = 4 und V= Yem, S0 ergibt sich

_ 2 rVKernp‘g,
3 32 F N>

(1L.9)

wobei pr y den Fermi-Impuls fiir das Fermi-Gas aus Nukleonen bezeichnet. Daraus folgen sofort

21/3 A\
pr.N = (377) h<2,,/Kem> (IL.10a)
2 2\2/372 A \2/3
epy = TN (BT)T0h , (IL.10b)
’ 2mpy 2mpy 2{VKern

mit e ny der Fermi-Energie des Nukleonen-Gases.
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Mit dem Ansatz Vkern = %TFRE’A fiir das Kernvolumen (vgl. §|[.2.4 b)) erhdlt man

o7 12 h 97 2 K2
_ _ gt W .11
PE.N (8) B (8) omy R (IL.11)

Mit dem Wert Ry = 1,128fm fiir den dquivalenten Radius ergeben sich pp n = 265MeV /c und
er,N =~ 40MeV. Die bisher nicht spezifizierte Tiefe Vy des dem Kern bildenden Potentialtopfs muss
mindestens diesen Wert haben, damit die Nukleonen im Topf eingeschlossen bleiben. Bei S-stabilen
Kernen ist die Separationsenergie fiir die Abspaltung eines Nukleons etwa 8-10 MeV (§, SO
dass Vp ~ 50 MeV sein soll, wie schematisch in Abb. dargestellt wird.

V=0—-—-—7
Separationsenergie
~ 8-10 MeV
Fermi- -
Fliche |_ _o _o _o —e —
- - -0 -0 -0 —
Fermi-See er,N ~ 40 MeV
- - - -0 -0 —
- - -0 -0 -0 —
—Vo ~—50 MeV - - - -
Abbildung 1.5 — Schematisches Bild eines ug-Kerns als Einkomponenten-Fermi-Gas aus
Nukleonen.
Bemerkungen:

* Man hitte auch die Nukleonendichte im Kern A/%ern = fiso = 0,17 Nukleonen/fm? direkt in
Gl. ([I.10a) einsetzen kénnen, um den Fermi-Impuls

372 1/3
Pr,N = (2> hnl?
dadurch auszudriicken und zu berechnen.
* Wie zu erwarten war ist die Fermi-Energie der typischen Ordnung der Energien der Kernphysik.
Definiert man iiber kgTy = ef eine Fermi- Temperatur, so ist diese fiir Atomkerne etwa 4,6 - 10" K.

Somit sind iibliche Temperaturen von 300 K oder sogar 3000 K viel kleiner als dieser Wert, was die
Annahme eines Fermi-Gases bei Null-Temperatur rechtfertigt.

Die gesamte kinetische Energie der A Nukleonen im Kern is

PEN 2 N 3p2 3
p F,N
En = = —dp=—-——"="A=— A. I1.12
. /5dN(5) /0 Sy dp D 5 2ma 56F,N ( )

Mit der oben berechneten Fermi-Energie ist die durchschnittliche kinetische Energie pro Nukleon
unabhéngig von der Nukleonenzahl: En/A = %ERN ~ 24MeV. Somit gilt Ey/A < myc?: die
Nukleonen sind also nicht relativistisch, was stillschweigend in der Herleitung angenommen wurde

(z.B. in G1. [[L.I0D).

(2D Die letzte Identitit folgt aus % o p> und / ——dp = A.
0
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