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1.2.2 ,,Rutherfordsches* Streuexperiment und Entdeckung des Atomkerns

Ein wichtiges Beispiel von Anwendung der klassischen Streutheorie ist die elastische Streuung
von elektrischen Punktladungen g mit Masse m an einem punktférmigen Ziel mit der elektrischen
Ladung @ und einer sehr viel grofseren Masse.

In diesem Fall herrscht zwischen den an den Stofs teilnehmenden Teilchen die elektromagnetische
Wechselwirkung. Genauer unterliegen die Projektile der Coulomb-Kraft

FCoul = 471_(]6?7_2 é'7” (I7>
mit dem Abstand r zum Ziel und dem radialen Einheitsvektor &, in Richtung vom Ziel zum Projektil.

Unter Berticksichtigung der Erhaltungssétze — hier Energie und Drehimpul — und Anwen-
dung des Newtonscheesetzes findet man die Beziehung zwischen dem Stofsparameter b und
dem Streuwinkel 6

qQ

b(f) = ———— cot b (18)

- dregmu? 2’

wobei v der Betrag der asymptotischen Geschwindigkeit des Projektils ist.

Sei ¢ der (Polar-)Winkel zwischen der asymptotischen Flugrichtung des Projektils und €,. Die
Position 7(t) des Projektils zur Zeit ¢ wird von r und ¢ charakterisiert und seine Geschwindigkeit

et ai(t)  dr(®) a6(t)
7(t r(t) t)
a - @ o rt) =g

dt
wobei €3 senkrecht auf €, ist (vgl. Abb. [L.4)).

Abbildung 1.4 — Koordinatensysteme fiir die Beschreibung der Streuung.

Im ,Anfangszustand“ vor dem Streuprozess (t = —oo) ist das Projektil bei r = oo, ¢ = m,
mit Geschwindigkeit Vein = |Uein| €. Im Endzustand (¢ = +o0) gelten r = oo, ¢ = 6, und
Taus = |Vaus|(cos 0 &, +sin b €,).

(Y'Wegen der Annahme, dass das Zielteilchen unendlich schwer ist, und damit fest bleibt, ldsst sich die Impulserhaltung
nicht gut ausdriicken.

(D1, NEwTON, 1642-1727
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2 1,22

Die Erhaltung der gesamten Energie imu2, = im#2, — im Unendlichen verschwindet die

Coulombsche potentielle Energie — gibt sofort |Uein| = |[Uaus| = v-

Wiederum lautet der Bahndrehimpuls

PN (). ,do(t)
L(t) = mF(t = mr(t o
(t) = m#(t) x ” mr(t) & é
so dass seine Erhaltung zwischen dem Anfangszustand [E(foo) = —mb|Vein| €. = —mbv éz] und
dem Zeitpunkt ¢ fiihrt zur Gleichung
do(t b
dot) _ _ by (L.9)
dt r(t)2

Dann lautet die Bewegungsgleichung md?7/dt?> = Feou.. Nach Projektion auf die x-Achse
kommt fiir die x-Komponente v, (t) der Geschwindigkeit d7(t)/d¢
du, (t) aQ
= t).
dt dmregmr(t)? cos ¢(t)
Dividiert man diese Gleichung durch GI. , so ergibt sich

do. 4@ cos ¢
do  4dmegmbu ’
d.h. die Bahnkurve wird nicht mehr durch die Zeit ¢, sondern durch den Polarwinkel ¢ parame-

trisiert. Die Integration von ¢ = , entsprechend v, = v, bis ¢ = 6, d.h. v, = vcos#, gibt

99
v(cosf — 1) = 47reombvsmg’
d.h.
qQ sin @

- dregmuv? 1 — cos @’
was unter Verwendung {iblicher trigonometrischer Identitéten zur Gl. (L.8) fiihrt.

Nach Ableiten von b(6) [GL. (L8]] liefert Gl den differentiellen Wirkungsquerschnitt fiir

das Problem und zwar ) )
d“o 1 qQ 1
——(0 = — . 1.10
0.0 =15 )( : (1102

1 . 4
47T60 va2 sin 5)

ein, so ergibt sich die sogenannte

Fiihrt man die kinetische Energie des Projektils Fyj, = %va

Rutherfordsche Streuformel

d20 1 qQ c_ 1
o 1 . [.10b
dQQ( ,$) 16 (47T60Ekin> (Sin 3)4 | |

Tatséchlich hat E. Rutherford diese Form des differentiellen Wirkungsquerschnitts benutzt, um
die Ergebnisse von durch H. Geige und E. Marsde durchgefithrten Experimenten [12] zu
interpretieren Die charakteristische (sing)74-Abhdngigkeit in GL stimmt namlich mit
der Verteilung des Streuwinkels gemessen in der Streuung von a-Teilchen — d.h. JHe-Kerne — an
diinnen Gold- bzw. Silber-Folien iiberein, vgl. Abb.

Dabei hat Rutherford argumentiert, dass jedes a-Teilchen dank der Diinne der Targets in den
meisten Féallen nur an einem einzelnen Atomkern stoft. Somit wird ,V ielfachstreuung“ vermie-
den, was die Modellierung vereinfacht. Der Stofs zwischen einem «a-Projektil und einem Gold- bzw.
Silber-Atomkern wurde dann als elektromagnetische Streuung einer Punktladung ¢ = ze mit z = 2
an einer Punktladung Q = Ze mit Z = 79 bzw. Z = 47 modelliert, wobei e = 1,6 - 107 C die
Elementarladung ist. Dementsprechend sollte der Wirkungsquerschnitt fiir Stofse an Gold
grofer als fiir Stoke an Silber sein, was auch experimentell gefunden wurde.

®)Die Experimente sind in Ref. [7] Experiment 6 beschrieben.

GV multiple scattering

(8)H. GEIGER, 1882-1945 (™E. MARSDEN, 1889-1970
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Abbildung 1.5 — Winkelverteilung elastisch gestreuter a-Teilchen an Gold bzw. Silber —
Daten aus dem historischen Artikel von Geiger und Marsden [12] —, verglichen mit den
entsprechenden Rutherfordschen Wirkungsquerschnitten, Gl. ([.10b]).

Einfache Uberlegungen liefern den kleinsten Abstand — bei gegebener kinetischer Energie des
Projektils — zwischen Projektil und Streuzentrum in einem Stof. Offensichtlich wird dieses Mini-
mum fiir Stéfe mit verschwindendem Stofsparameter b = 0 erreicht, d.h. wenn das Projektil direkt
auf das Ziel fliegt. Die zugehorige Bahnkurve wird in Abb. dargestellt: indem sich das Projektil
dem Streuzentrum néhert, wird es durch die Coulomb-Abstofung abgebremst, bis seine Geschwin-
digkeit v, null wird und sich ihr Vorzeichen &ndert, was genau im Punkt des kleinsten Abstands
rmin(b = 0) passiert. Danach fliegt das Projektil zuriick, entsprechend einem Streuwinkel 6§ = 7.

Y P
"'min Streuzentrum

Abbildung 1.6 — Flugbahn eines Projektilteilchens mit Stofsparameter b = 0.

Driickt man die Energieerhaltung Eyot = Ecou(r) + Ekin(r) fiir das Projektilteilchen aus, so ist
die Gesamtenergie lange vor oder nach dem Stof Eio = Eyin(r=00) und im Punkt 7y, (b=0) des
minimalen Abstands Eiot = Fcoul(Tmin(b=0)). Unter Berticksichtigung der Form der potentiellen
Energie im Coulomb-Feld Ecou(r) = ¢Q/(4mepr) kommt

qQ
4Amermin(b=0)
Im Geiger—Marsden-Experiment galten ¢ = 2e, @ = 79e (fiir Streuung an Au-Atomen) und fiir
die kinetische Energie der a-Teilchen Ey,(00) = 7,7 MeV. Diese Werte fiithren zu einem minimalen
Abstand ryin(b=0) ~3- 107 m = 30 fm
Aus der Ubereinstimmung zwischen den experimentellen Ergebnissen und seiner Modellierung
konnte Rutherford schliefsen, dass positive Ladungstrager in Gold-Atomen sich in einem kleinen Be-
reich mit Radius kleiner als etwa 30 fm befinden. Dazu konzentriert sich fast die ganze Atommasse
in diesem Bereich, dessen elektrische Ladung Ze genau gleich das Negative deren der Z Elektronen
des Atoms ist. Anhand dieser Ergebnisse hat Rutherford sein planetarisches Atommodell vorgeschla-
gen [13], in welchem Atome aus einem kleinen positiv geladenen Kern und einer Elektronenhiille
mit typischem Radius von etwa 107!° m bestehen.

= Bign(r=00). (1.11)

(“)Die fiir die Kernphysik giinstigen Einheiten und ihr Zusammenhang zu denen des SI-Systems werden in §|[L5.1]
zusammengefasst.
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Die charakteristische Grofe von Atomen liefs sich schon frither abschétzen. Laut dem Gesetz
von Avogadr (1811) enthalten Gase bei gegebenen Drucken und Temperaturen in gleichen
Volumina die gleiche Teilchenzahl. In 1865 konnte Loschmidie Anzahl der in einer Volumen-
einheit enthaltenen Molekiilen — oder dquivalent die Loschmidt- / Avogadro-Zahl — ermitteln
und somit fiir Atome eine Gréfenordnung von ca. 107'° m berechnen.

Nach seiner Entdeckung des Elektrons (1897) schlug J. J. Thomso in
1904 sein “plum-pudding model” des Atoms vor, in dem sich die Elektronen
— dhnlich den Rosinen in einem Teig — in einem kontinuierlichen Medium
positiver Ladung homogen verteilen, das so grofs wie das ganze Atom ist. Die
Masse eines solchen Atoms sammelt sich nicht in einem geringen Bereich, so
dass das Modell durch die Geiger—-Marsden-Experimente widerlegt war. fm

Bemerkungen:

* Die Rutherford-Streuformel ldsst sich giinstig mithilfe der elektromagnetischen Feinstruk-
turkonstante o = e?/(4meghc) ~ 1/137 umschreiben, indem die Ladungen ¢ und @ durch ze und
Ze ersetzt werden. Im System ,natiirlicher Einheiten der theoretischen Physik, in dem h =c¢ =1,

It somit
& dZ—U(H ) = 1 (zZa>2 1
20" 716\ Bign ) (sin )"

* Die Rutherfordsche Streuformel fiithrt zu einem unendlichen totalen Wirkungsquerschnitt: fiir
kleine Streuwinkel 6 ist sing ~ g, wihrend d%€Q = sin 6 df dy, so dass das Integral in GI. wie
6~2 divergiert. Der Grund dafiir ist die ,unendliche Reichweite* des durch den isolierten Atomkern

erzeugten Coulomb—Potentials

In einem Atom schirmen die negativ geladenen Elektronen die positive Ladung des Kerns fiir Ab-
stdnde grofer als die typische Grofse des Atoms ab. Diese Abschirmung des Potentials fiihrt zu einer
Anderung des differentiellen Wirkungsquerschnitts fiir kleine Streuwinkel, woraus d2o/d?Q nicht
mehr divergiert. Die entsprechende Anderung ist fiir iibliche Energien in der Kernphysik vernach-
ldassigbar.

Wiederum war die kinetische Energie der a-Teilchen in den Geiger—-Marsden-Experimenten hoch
genug, damit sie tief in die Atome eindringen und die ,nackten Atomkerne sehen konnten. Der
kleinste Abstand 7min(b) der Bahn des a-Teilchens vom Kern betragt ndmlich

Panin(b) = %[rmm(bzo) + /T (b=0)2 + 4b2}, (1.12)

wobei 7pin(b=0) durch Gl ([.11)) gegeben ist. kann wie folgt berechnet werden. Dabei kann der
Stolparameter durch den Streuwinkel ausgedriickt werden, vgl. Gl. , die sich leicht umschreiben
liisst als b(6) = S7min(b=0) cot g, woraus

Tmin () = %rmin(bZO) <1 + ,1 9> (1.13)

S1n 5

folgt. Auch fiir den kleinsten durch Geiger und Marsden gemessenen Streuwinkel (f = 5°) kommen
a-Teilchen weniger als 500 fm nah am Kern, d.h. tief ins Innere des Atoms.

Beweis der Beziehung (I.12)):
folgt aus der Erhaltung des Bahndrehimpulses: L(co) = L(7min)-

* Die oben dargestellte Berechnung von Rutherford erfolgte im Rahmen der klassischen Mechanik.
Im Nachhinein stellt sich die Frage, ob eine quantenmechanische Beschreibung des Streuprozesses
nicht sinnvoller wére. In diesem besonderen Fall ergibt jedoch eine solche Berechnung dank einigen
Umstéanden dasselbe Ergebnis (in der ,,Bornsche Néherung®, d.h. in Stérungsrechnung zur erster

(7). was technisch bedeutet, dass rV (r) fir r — oo nicht gegen Null geht.

M A. Avocapro, 1776-1856 )J. J. LoscHMIDT, 1821-1895 (9J. J. THOMSON, 1856-1940 VM. BorN 1882-1970
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Ordnung) wie die klassische Beschreibung:

— Erstens war im historischen Rutherfordschen Streuexperiment die mit dem a-Teilchen assoziierte
de BrogliWellenléinge A = he/v/2mEy;y, viel kleiner als der kleinste Abstand zwischen Projektil
und Ziel: fiir Eygn = 7,7MeV ist A ~ 1fm < ryi,, so dass die ,wellenartige’ Natur der a-Teilchen
hier keine Rolle spielt.

— Dazu hat das a-Teilchen den Spin 0: fiir die Streuung spinbehafteter Teilchen nimmt der Wirkungs-
querschnitt eine (leicht) unterschiedliche Form an — obwohl der Unterschied nur fiir relativistische
Projektile eine Rolle spielt.

Die Verallgemeinerung der Rutherford-Streuformel auf die elastische Streuung von relativistischen

Elektronen (Masse m,, Ladung ¢ = —e, Spin %) an einem Spin-0-Atomkern mit Z Protonen ist

unter Vernachldssigung des Riickstofies des Kerns durch die MotStreuformel gegeben:

d?c 1 Ze? > 1 5 YPmZ*r L0
- =- = = 1.14
dz2Q (@, @)’ 4 (47r6072m§v2> (sin 9)4 (me T oos 2)’ (I 14a)

Mott 5

wobei v = 1/4/1 — (v/c)? der LorentFaktor des Elektrons im Ruhesystem des Kerns ist

Nach einigen Umformungen lautet dies noch

d?o d?o
dTQ(G, ®) = ﬁ(ev ®)

1 v .0
— <1 — sin 2). (I.14b)

2
Mott Rutherford ¥

Fiir ultrarelativistische Elektronen (v ~ ¢) wird dieser differentielle Wirkungsquerschnitt im Limes
0 — 7 klein“, d.h. die Riickwértsstreuung solcher Elektronen am Kern wird stark unterdriickt.
Im nicht-relativistischen Fall v/¢ < 1 ergibt sich die Rutherford-Streuformel wieder.

Aus den Geiger—Marsden-Experimenten ldsst sich nicht auf eine endliche Gréfse des Atomkerns
schlieffen, da die Ergebnisse mit denen fiir Streuung an einem punktférmigen Ziel iibereinstimmen.
Somit ist nur bekannt, dass der Kernradius kleiner als der kleinste Abstand 7, zwischen a-Teilchen
und Kernen ist.

1.2.3 Streuung an ausgedehnten Verteilungen

Die Beziehung weist darauf hin, wie Information iiber die Ausdehnung des Atomkerns
kann gewonnen werden. Somit kann man entweder Kerne mit kleinerer Ladungszahl Z = Q/e ver-
wenden, um die Coulomb-Abstofung zu verringern, oder Projektile mit héherer kinetischer Energie
benutzen. In beiden Féllen kann das Projektil ndher am Kern kommen und den Einfluss eines nicht-
verschwindenden Radius spiiren, woraus eine Abweichung von der Rutherfordschen Streuformel
folgt.

Sei zunéchst angenommen, dass die an Atomen gestreuten Projektile mit dem Atomkern nur
elektromagnetisch wechselwirken. Im Nachhinein ist bekannt, dass dies nicht der Fall fiir a-Teilchen
ist, die auch mit dem Kern durch die starke Kernkraft wechselwirken. Im Gegensatz dazu unterliegen
Elektronen nicht der starken Wechselwirkung, so dass ihre Streuung meistens durch die elektroma-
gnetische Kraft verursacht wird Qualitativ gesehen wird das in den Kern eindringende Projektil
eine geringere elektrische Ladung spiiren, als wenn der Kern punktformig wére, so dass es weniger
abgestofen bzw. gestreut ist. Somit kann man bei festem Streuwinkel 6 erwarten — vorausgesetzt
dieser Winkel grof genug ist, damit der mit GI. berechnete entsprechende Wert des klein-
sten Abstands des Projektils vom Streuzentrum rmi, () kleiner als der Kernradius ist —, dass der
zugehorige differentielle Wirkungsquerschnitt d?c/d?Q(6) vom Wert fiir Streuung an einem punkt-
formigen Ziel abweicht. Genauer sollte d20/d?Q(6) kleiner sein als fiir StéRe an Punktladungen:
das Verhéltnis des Wirkungsquerschnitts fiir Streuung an einer ausgedehnten Ladungsverteilung

(®)Zur Erinnerung ist ym.v der Impuls des Elektrons.
<9)Eigentlich unterliegen Elektronen auch der schwachen Wechselwirkung, die hier aber vernachliassigbar gegeniiber
der elektromagnetischen Wechselwirkung ist.

("1, pE BROGLIE, 1892-1987 (“N. MoTT, 1905-1996 (®'H. A. LORENTZ, 1853-1926
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Abbildung 1.7 — Verhaltnis des differentiellen Wirkungsquerschnitts [hier der Kurze halber

als o(0) bezeichnet| fiir Streuung an einer ausgedehnten Ladungsverteilung zu jenem fiir
Streuung an einer Punktladung.

zum Wirkungsquerschnitt fiir Streuung an einer Punktladung sollte ab einem gewissen Wert von 6
kleiner als 1 werden, wie in Abb. [[.7 schematisch dargestellt wird.

Eigentlich wurde ein solches Verhalten experimentell beobachtet, z.B. in Streuexperimenten mit
a-Teilchen mit Ey;, = 22 MeV an verschiedenen Kernen wie Gold (}*7Au) oder Blei (2*®Pb) [14].
Dabei wird das Verhéltnis kleiner als 1 fiir 6, ~ 90°, entsprechend dank GI. und einem
kleinen Abstand der a-Teilchen vom Kernzentrum von etwa 10 fm.

Bemerkung: Anstatt einer Abweichung vom punktférmigen Fall ab einem gewissen Streuwinkel
bei fester kinetischer Energie zu betrachten, kann man auch den Streuwinkel 6y festlegen und die
kinetische Energie der Projektilteilchen variieren lassen. Dann soll die Abweichung ab einem Wert E.,.
von FEig, auftreten. Genauer soll der differentielle Wirkungsquerschnitt d?c/d2Q (o) fiir Eig, < E.
wie El;l’zl skalieren, wie in Gl. ([.10b]) zu sehen ist, wihrend das Skalenverhalten fiir hohere kinetische
Energien nicht mehr gilt (s. Abb. b Aus dem Wert E, der kinetischen Energie, ab dem das El;r21_
Skalieren verletzt wird, kann die Grofse des Kernradius abgeschétzt werden.
d?c

- A
2Zq %)

|

l

1 >

Ec Ekin

Abbildung 1.8 — Verletzung des Ek_hzl—Skalierens des Rutherfordschen differentiellen Wir-
kungsquerschnitts bei festem Streuwinkel 6.

Elektrischer Formfaktor

Fiir eine mehr quantitative Beschreibung der Ausdehnung des Ziels sowie der zugehorigen La-
dungsverteilung ist es zunéchst giinstig, den differentiellen Wirkungsquerschnitt durch den Impuls-
u’bertm zu beschreiben. Dabei ist der Letztere durch ¢ = Py, — Pays definiert, mit p, bzw.

(xix)

momentum transfer
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Abbildung 1.9 — Zur Definition des Impulsiibertrags.

Daus dem Impuls des einfallenden bzw. gestreuten Projektils, s. Abb. Bei elastischer Streu-
ung gilt |Baus] = [Peinl, S0 das Dreieck mit Seiten P, Paus und ¢ gleichseitig ist. Daraus folgt
|| = 2|Peiy| sin 5.

Mithilfe der nicht-relativistischen Beziehung Fyi, = |Bei,|?/2m und der obigen Beziehung zwi-
schen p;, und ¢ lésst sich die Rutherfordsche Streuformel leicht durch g ausdriicken als

d?c qQ % 4m?
—(q) = —. 1.15
dQQ(q) (47‘1’60 || (I.15)

Allgemeiner kann man jeden differentiellen Wirkungsquerschnitt fiir die durch die Coulomb-
Kraft vermittelte elastische Streuung an einem punktférmigen Streuzentrum durch den Impuls-

iibertrag ausdriicken, egal, ob man relativistische oder quantenmechanische Effekte berticksichtigt.
Sei d%0/ dQ((f)‘Punkt dieser Wirkungsquerschnitt. Fiir die Streuung an ausgedehnten Zielen gilt

d?o

(@) = FX(@) 5o (@ (1.16)

Punkt
wobei F2(§) der elektrische Formfak’to des Ziels ist, der mit der im néichsten Paragraph disku-
tierten elektrischen Ladungsdichteverteilung pe (7) verkniipft ist:

2

F*(q) = |22/pe1,(77) T/ g3y (1.17)

Bemerkung: Der Ausdruck des Wirkungsquerschnitts gilt noch im relativistischen Fall, vor-
ausgesetzt das Projektil oder der Atomkern (oder beide) den Spin 0 hat. Falls beide einen nicht-
verschwindenden Spin und dementsprechend ein magnetisches Dipolmoment haben, werden diese
Dipolmomente miteinander wechselwirken. Um dies zu beriicksichtigen, wird neben dem elektrischen
noch ein magnetischer Formfaktor eingefiihrt.

=9 electric form factor
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